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(П редставлено академиком Н. Н. Боголюбовым) 


В работе изучается линейное интегро-дифференциальное уравнение 
переноса. Доказывается теорема существования и единственности, а также 
устанавливается непрерывная зависимость решения от коэффициентов и 
правой части уравнения. Изучаются свойства собственных чисел и соб- 
ственных функций соответствующей однородной задачи. Доказывается 
сходимость метода последовательных приближений, а также устанавли- 
вается новый вариационный принцип и дается его обоснование. 


$ 1. Введение. Постановка задачи 
Предметом настоящей работы является изучение линейного интегро- 
дифференциального уравнения 


Ру ( даа 9) 5 = 6 (Р) \ (3, Р) 45 + Е(з, Р) (1.1) 
о 


относительно неизвестной функции © (5, Р), зависящей от точки Р откры- 
того множества С п-мерного эвклидова пространства А„ и от направ- 
ления $ в КН,. 

Уравнение (1.1) с соответствующими граничными условиями возни- 
кает в задачах изучения стационарных, моноэнергетических и изотропных 
процессов переноса. ‚К таким процессам, например, относятся явления 
переноса лучистой энергии [см. ('), гл. 1] и диффузии нейтронов [см. (°), 
где приведено более общее уравнение, учитывающее энергетическую 
зависимость]. При этом искомая функция $(5, Р) обозначает плотность 
частиц в данной точке Р, летящих в направлении $. Функции а(Р) и 
›(Р), входящие в уравнение (1.1), характеризуют свойства среды, 
в которой происходит процесс переноса; функция Ё (5, Р) характеризует 
интенсивность источников. Подробности по поводу физического содержа- 
ния уравнения (1.1) можно найти в упомянутых работах (1) и (?). 
В монографии (!) приведен также список литературы, посвященной этому 
вопросу. 

Однако исследования, связанные с уравнением (1.1), в основном, были 
направлены на получение точных или приближенных решений в про- 
‘тейших случаях. В качестве примера одной из простейших задач сле- 
цует упомянуть известную задачу Милна, сводящуюся к квадратурам 
при помощи преобразования Винера — Хопфа. пул $03$ 


хх 65 
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Вопросы математического содержания такие, как корректность задачи 
(существование, единственность и непрерывная зависимость от а, фиЕ 
решения ф уравнения (1.1)), свойства собственных значений и соботвен- 
ных функций, сходимость метода последовательных приближений и др., 
как правило, систематически не освещались. 

Целью настоящей работы является попытка сформулировать матема- 
тическую постановку задачи ‘для уравнения (1.1) и на этой основе с 
единой точки зрения обосновать ряд известных фактов, а также полу- 
чить новые результаты, например установить и обосновать вариационный 
принцип, связанный непосредственно с дифференциальной частью урав- 
нения (1.1). 

Для дальнейшего введем основные определения и обозначения. 

В пространстве А„ введем обычную меру Лебега и соответствующий 
ей процесс интегрирования. Объем элементарного сегмента в А» с вер- 
шиной в точке Р обозначим через АР. 

Множество всех сдиничных векторов направлений 5 в Д»„ обозначим 
через ©. Оно изоморфно множеству точек единичной сферы в К». Поэто- 
му, вводя на единичной сфере в А„ меру, мы, тем самым, введем меру 
в (п — 1)-мерном пространстве @ и соответствующий ей процесс инте- 
грирования. Объем элементарного сегмента в © с вершиной в точке $ 
булем обозначать через 45, меру всего пространства 45 — через ви: 


ъ 
ж2 


Введем в рассмотрение (2п — 1)-мерное пространство © х А, — декар- 
тово произведение пространств О и А», так называемое фазовое простран- 
ство, состоящее из пар точек (5, Р), где $ пробегает О, а Р пробегает 
В». Другими словами, точки ($, 2) из ОХ В, можно отождествить с мпо- 
жеством песвободных единичных векторов в А», направления которых $ 
пробегают О, а точки приложения Р пробегают Ви. 

Меры, введенные в пространствах О и А,„, индуцируют соответ- 
ствующую меру в пространстве @х А, и, стало быть, процесс инте- 
грирования в нем [см. (3), гл. ПШ]. В частности, объем элементарного 
сегмента в пространстве О х К» с вершиной в точке (5, Р) равен аз арР. 

В уравнении (1.1) символ (5, тай $) обозначает обычное скалярное 
произведение векторов $ и тах в КН», т. е. производную функции 
2 (5, Р) в направлении $: 


д 
© Ф) ==— о & у о 
(5, сга4 ®) Е? (5, Р-+ а (1.2) 


Мы будем предполагать открытое множество С ограниченным. Обозна- 
чим через ({ диаметр С, через С — замыкание С и через Г = @— @— гра- 
пицу С. Предположим, что и-мерпая мера границы Г равна нулю. Пусть, 
лалес, любая прямая линия в И„ пересекает открытое ограниченное 


множество @ по конечному числу интервалов. Сформулируем последнее 
предиоложение в аналитической форме. 


=> “ 
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Пусть $6 О. Обозначим через я, ортогональную проекцию С на пло- 
скость, перпендикулярную направлению $ и проходящую через некото- 
рую фиксированную точку О. Множество п, — (п — 1)-мерное, открытое 
и ограниченное. Пусть (О обозначает переменную точку множества я 
Проведем через точку О прямую, параллельную направлению 5: 


{@-- пиелооко ве бон 


$. 


Обозначим через т., о множество, получающееся от пересечения указан- 
ной прямой с множеством С. По построению, множество п, 4 — непустое, 
одномерное, открытое и ограниченное. По предположению, для каждой 


пары точек (5, 0) ЕО Хх т, множество т, о представляет собой соединение 
конечного числа интервалов: 


№($, 9) 


т,о= ХХ {О Ы($, 0) << (5, 0}. (1.3) 


1—1 


Интервалы в (1.3) можно считать занумерованными так, что выполнены 
неравенства 7; < 1. Так как диаметр С равен 4, то 0 \и—& < а. 
По построению имеем: при всех $60 


=, 
при всех (5, О) 6 ОХт, 


Пз, [@) не п, о. 


Отсюда и из (1.3) будет следовать при всех (5, О) Е О Хт,: 
№ (5, 9) =М ее 5, 0) = М, 8: (5, 0) М (= 5, 0) хр 4, 
ОН тЬа и. 


Формула (1.3) дает разложение С при каждом $ на декартово про- 
изведение (п — 1)-мерного множества т. и одномерного множества п., о: 


(4.4) 


Это разложение выражает взаимно однозначное преобразование точек 
РЕС в точки (0, &) Сх. Х сз, о по формуле: 
Р= 0-85. (1.5) 


Преобразование (1.5) есть поворот в К»; поэтому оно является в обе 
стороны непрерывным и непрерывно дифференцируемым по всем аргу- 
ментам с якобианом, равным 1. Следовательно, преобразование (1.5) 
преобразует функции, измеримые на © ХС, в функции, измеримые на 
Охл, Х п. 0. Таким образом, мы пришли к следующей лемме. 

ЛЕММА 1.1. Для того чтобы функция Ё($,Р) была суммируемой 
на ОХ С, необходимо в достаточно, чтобы функция Е($, О | 5) была 
суммируемой на О Х п. Х т., 9, причем имеет место равенство: 


| вс», Р)&ваР = }\ 2,048) 490% 


ох Яхт; Хлз, 9 


Введем основные функциональные пространства, в которых мы будем 
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изучать уравнение (1.1): Л 
1. Пространство С вещественных непрерывных на С функций с нормой 
| [с = шах |п(Р)|, пЕС. 
РЕб 
Как известно, пространство С — полное и сепарабельное. 


2. Пространства М и 9 вещественных, измеримых и почти всюду 
ограниченных соответственно на С и ОХ С функций с нормами 


{п м = зар уга! |п (Р)|, пЕМ, 
Рес 


|= [5х = зар уга! [$ (5, Р)|) $6. 
(„Р)вохб 
Пространства М и 9 — полные, сходимость в них равномерная почти 
всюду. 
Коэффициенты а и 6, входящие в уравнение (1.1), предполагаются 
вещественными, почти всюду положительными в С и принадлежащими 
пространству М: 


О<а(Р) <|ам =, 0<Ь(Р) 6 =. (1.6) 


3. Пространства Н и У вещественных функций, суммируемых с квад- 
ратом соответственно на С с весом а(Р)Б(Р) и на ОХ С — с весом а(Р). 
Скалярное произведение и норму в пространствах Н и ® введем соот- 
ветственно по формулам: 


(п, т)н = «(РБ (Р)п(Р)т(Р) аР, [пн = У пы, птеН, 


С 


($, = |} 2(Р) (5, Р)$ (5, В)азаР, | 
охс 


| == У ($, $), $, ф ЕЭ. 


Известно, что введенные пространства Н и ХФ — полные (гильбертовы) и 
сепарабельные. 
Будем предполагать, что свободный член Ё в уравнении (1.1) ири- 
надлежит пространству %, ^ — некоторый вещественный параметр. 
Отметим простое утверждение: если пЕН, то бп < 9, причем 


16 [< УВо, [п|н. (1.7) 


Действительно, принимая во внимание (1.6), а также определение 
норм в пространствах Н и ®, с помощью теоремы Фубини [см. (3). 
стр. 134] получим: 


168? = \ а(Р) 5? (Р) п*(Р) зар < ве» \а (Р)Ь(Р) п? (Р)аР = Ве. [п |. 
охс [6 


Определим класс функций 0, в котором будем искать решение урав 
нения (1.1). Этот класс функций будет одновременно и областью зада 


=” 
а ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 7 


ния линейного дифференциального выражения [о, стоящего в левой части 
уравнения (1.1): 


1 
2 = а (Р) ($, 8та9 9) + 9. 
В силу (1.2) и (1.5), выражение [о в точке (5, Р) = ($, О, &) примет вид: 


Г д 
№9 = 208) 5? (5, О - Е5) + +(5, О -+ #5). 


Отнесем к классу 2 функции ©, обладающие следующими свойствами: 
1) при почти всех (5, О)6Ох п, функция $(5, О-- 85) абсолютно 


непрерывна на замкнутом множестве т,, о, 


м 
мыо= У {+ 8 <<. 
1 
2) При почти всех (5, 0) О Хт, функция $(5, О + &) удовлетворяет 
граничным условиям: 


а) $ (5, О 85) =0, 
ь) Ф (5, О #+ 15) =5(5, О+ 1:5), 1=1,2,.... М- 1. 


3) Функция х такова, что 26%. 

Граничные условия 2) соответствуют следующим физическим предпо- 
ложениям: в случае а) отсутствует падающий извне поток частиц на С, 
в случае Ь) вне С поток частиц распространяется прямолинейно и плот- 
ность его не изменяется. 

Замечание. Как будет видно из дальнейшего, условия 1) — 3} 
обеспечивают существование у функции Ф обобщенных производных в С 
в смысле С. Л. Соболева [см. (3), гл. 1] вдоль почти всех направлений 
5 из ©, причем 


— == (5, огад о) Е. 


ЛЕММА 1.2. Если ФЕ О, то $63, причем имеет место неравенство: 
[91< (Е —е 9“) [|. 


Доказательство. Условимся считать, что все функции продол- 
жены нулем на все пространство @Х Аа. 

Пусть ФЕД. В силу условия 3), ФЕУ. Обозначим ю через Г. Таким 
образом, функция © удовлетворяет уравнению $ =, РЕФ, и услови- 
нм 1) и 2). После преобразования (1.5) это уравнение в точке (5, 0, Е 
Ох, Х т, о примет вид: 


ое, О) +, 0+) =26, 0+8). — (18) 

По лемме 1.1 заключаем, что функция @а(0-{ 58) Ё ($, О - $5) сумми- 
руема на О Хх, Х т., о. Отеюда и из теоремы Фубини следует, что эта 
рункция суммируема на т,, о при почти всех ($, О) Ох т,. Принимая 
о внимание условия 1!) и 2), которым должна удовлетворять функция, 
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получим при почти всех (5, О, &) из О Хт, Х т, д: 


. ; 
90+) = \ «0+9 Е(5, 9-79 ехр [- \<о-+езаае. (1.9) 
Е: (в, ©) Ел 


Из (1.9) при помощи теоремы Фубини легко выводится измеримость 
функции о (5, О -{ 5) на О ЖХт, Х х,, о. Отсюда и из леммы 1.1 следует, . 
что функция © (5, Р) измерима на ОХС и при почти всех (5, РЕ ОХ 
равна: 

а 
(5, Р) = <(Р — #5) Е (5, Р—)ехр [- \ 


о 


Е 


а(Р— 3) |4. (1.10) 


Докажем теперь, что ФЕУ. Для этого, используя формулу (1.9), 
оценим повторный интеграл от измеримой неотрицательной функции 


а (© - 55) 9 (5, 9+ =): 
т \ } аю+ё я, 0+8) 44540 = 


Яхт. к. 0 
ЯМ Е 
=} | ао-+ь [+9 Р6, 9+9). 
Яхх; = &: 
.ехр ты а(0 че ага 44за0. 


Применяя к внутреннему интегралу неравенстпо Буняковского -- Шварца, 
получим: 


\ (а (9-5) (а (0+5) Е? (5, 0 ЕЕ) ехр [— (о а а. 
ОХ. & Е 5 
ао Ен [ и а(0 +73) а" а] & 4340. 
=, =: 


При почти всех (5, 0, Е ОХт:Х т, о имеют место неравенства: 


эм 


й 


аа 2$) ехр|— НЕ О а" аи = 
5 


=1 —ер[-— | "за" |< 1 — е-=4, 
я ее ии) 
а (О - #5) ехр [-\ а(9- га" | 4" = 
Е 5 

ям 


А“ ехр | — аи’) | <1 ем. 
3 


р 
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Принимая во внимание первое из неравенств (1.11), получим 


Ям 


кем) |. 0+ | 


ОХп; Е 


а (© + 5'5) Е? (5, 9+ #5). 


1 


._—5“ 


у 


‚ехр Ра а (0+ 75) а" 42 | 4 40. 
у 


После перемены порядка интегрирования во внутренних интегралах. 


найдем: 


кие | аз) (5, ОЗ. 
охл. ЕЁ 
м | Е 
«(© +8) ехр [- а (9+ #3) а | 4’ 4540. 
) 


Принимая во внимание второе из неравенств (1.11), получим: 


м 


\ «(© - 5) Е (3, О + #5) 44540 = 


охл; & 


5-е) 


= (1 —е4) | \ а(О-1 =5) Е* (5, О+ #5) 4: 4840. 
охл. п, 9 


По лемме 1.1, имеем: 


1—2) а) Е" (5, 0 + 5) 440% = 


охл, Хл., 0 


\ а(Р) Е* (5, Р)4заР = (1 


охс 


г а 


Таким образом, доказано существование повторного интеграла от 


измеримой неотрицательной функции а (0 -+ 85) 9? (5, О | #5). На основа- 
нии теоремы Фубини заключаем отсюда, что эта функция суммируема 
на ОХх, Х т. о. Следовательно, применяя лемму 1.1, получим: 


|+ 


ие \ а(Р) з* (5, Р) 4заР = 
охСс 


а(0- 5) 2? (5, 0+ 5) 4404 = < (ем ЕР. 


охл; Хл:, 9 


Лемма доказана. 
Множество функций Р — линейное и содержится в 9. Линейное диф- 


ференциальное выражение [Ф вместе с областью его задания ДП опреде- 
ляет линейный оператор Г, с областью определения О. 
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Введем в линейном множестве Ш) метрику при помощи скалярного 
произведения и соответствующей нормы: 


(ф, ф)р = (9, 74), р=У (©, ®ь=|19|, $, 56Р. 


Опираясь на лемму 1.2, легко заключить, что введенное ркалярное 
произведение удовлетворяет соответствующим аксиомам. Таким образом, 
множество ) мы превратили в гильбертово пространство (полиота его 
‘будет доказана ниже). 

Обозначим через 5х оператор усреднения по $, стоящий в правой 
части уравнения (1.1): 


7 
[< 
О 


5% = 26, Ру 4; = п(Р). (1.12) 
О 
Принимая во внимание введенные операторы Г, и 5, запишем уравне- 
ние (1.1) в операторной форме: 
Тю = \6ф + Е. 


Теперь сформулируем поставленную задачу: найти функцию © из 0), 
удовлетворяющую уравнению (1.1) при почти всех ($, РЕ ОХ С. 


$ 2. Свойства операторов 5 и Г 


В этом параграфе мы изучим свойства операторов 5 и Г, в простран- 
стве 9. 

Оператор $ — ограниченный и самосопряженный в 9. Кроме того, он 
‘преобразует любую функцию © из 9 в функцию п из Н, причем 


15[н <УВо„. (2.1) 


Действительно, если $69, то, по теореме Фубини, интеграл в (1.12) 
существует при почти всех РЕС и является суммируемой функцией 
на С. Принимая во внимание (1.6), с помощью неравенства Буняков- 
ского — Шварца получим: 


[5$ 


= (8) 6 (2) [\э‹, Р) аз ар <в\а(Р)\ 43 \ о (5, Р)4заР — 
С Го) б э № 
== \ а(Р) <? (5, Р) а аР =В о, |]. 
хе 
Оператор 5 преобразует любую функцию © из ЭЦ в функцию п из М, 
‘причем 


Действительно, при © 61 имеем 


|5®|м = зарутай |\ Ф (5, Р) 45 <) зир уга1 |$ ($, Р) | 45 = ви [Ф |5, 
п 


5 (з, Рв@ха 


откуда следует, что |5 |м <». Но очевидно, что |514 [м = о [1 [вх Таким 
образом, равенство (2.2) установлено. 
Установим формулу, справедливую при всех ПЕН и фЕЭ: 


(т, 2) = (п, 59). (2.3) 
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Действительно, на основании (1.7), пе». Поэтому имеем: 


(фт, $) = \ а(Р)5(Р)п(Р)з(5, Р)азар= \ а(Р)Ь(Р)и(Р) \ 9(5, Р)@заР=(п,5з)н. 
охс ` с о 


Введем в пространстве Ф унитарный оператор И по формуле: 


ОР =Е(—5,Р) (2.4) 
при почти всех (5, Р) Ох (. Очевидно, что 
И == 0" =, [0] =14. (2.5) 
Кроме того, 
О =. (2.6) 


Изучим теперь оператор /. 
ЛЕММА 2.1. Если хи ФЕ, то имеет место формула: 


(, У +, = { 945, 0+ 1,3) 96, 0 + луз) 9340 +2 (9.9). 


охл; 


Доказательство. Если хи ФЕД, то из условия 3) следует, 
что [9 и [469. Из леммы 1.2 имеем: фи ФЕУ. Принимая во внима- 
ние сказанное, получим: 


(2.9) = } Кз, гад 9) + (р) ф4заР = 
@хс 


= \ (5, стад о) 4аР + (®, 5). (2.7) 
ох 


Привимая во внимание лемму 1.1 и формулу (1.3), при помощи теоремы 
Фубини получим:! 


\ (5, рта 2) ф@зар = \ ] (0+ 5) $ (5, 0+ #5) & 4540 = 
© 6 хп, п.о 
7+ 


м 
== \ > (5,0 9) 945, 0+8) 4840. 


а хл, Т=1Е, 


В силу свойства 1), функции $(5, О - 85) и $(5, О 85) абсолютно 


непрерывны на т, о при почти всех (5, О) Оххт,. Поэтому 


(5, отад г) фазаР = 


охс 
_ х |6. © 15) 9 (5, От) — 96,0 +48) 9650-25) — 
ах л, 1 


7 ‚ 
—\ Зоны фа 


Принимая во внимание граничные условия 2) для функций ф и $, по- 
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лучим отсюда с помощью леммы 1.1: 


\ (5, рта ) фазаР = \ $ (5, О + 75) $ (5, О + 13) 4549 — 


о ха охл; 


у \ 53 (5, 0-9) 2(5, 9-5) 44540 = 


Охп: п:,0 


= \ Ф (5, О + 1к3) $ (5, 9 - 1к5) 4549 — \ (5, ота@ $) оазаР- 


@хл; ах с 


Принимая во внимание (2.7), отсюда выводим: 


(4, $) = \ $ (5, О 75) $ (5, 9 + ткз) 4540 — 


охл, 
— | © гад) +а(Р) 24 4Р-+2(,9) = 
оха 
= \ 965, 0+1») (5, 0 + 1) 4340 — ($, 14) +2, 


охл, 


Лемма доказана. 
Следствие. Полагая ф =, получим: 


(рф =- | 9,0-1,9) 440 +], +62. (2.8) 


охл; 


Из (2.8) следует: если ФБ и [р=0 почти всюду в ОХ С, тоф=0 
почти всюду в ОхСи (5, О-+- 1,5) =0 почти всюду в О хт.. 

ЛЕММА 2.2. При любом ЕЕ» существует единственное решение $ 
из ) уравнения [ю = Е, которое дается при почти всех (5, Р)в Оха 
формулой: 

4 Е 

2(3,Р) = Г ‘Е = (Р— 5) (5, Р— в) ехр |-- «ево | 23. ` 
т р 


| 
В 
Оператор Г, ` ограничен в ®, причем 
= В ` 
11-8“. (2.9} 
Доказательство. Из следствия к лемме 2.1 следует, что опе_ 
ых 

ратор Г, существует. При доказательстве леммы 1.2 установлено, что 
функция $, построенная по формуле (1.10), принадлежит пространству 


Р и удовлетворяет уравнению [5 = при почти всех (5, РРЕОХ С. 
Полагая в лемме 1.2 ф=Г/ “К, [9 =Е, получим: 


18 < ((—е9)|Е|, 


что и доказывает неравенство (2.9). Лемма доказана. 
Следствие 1. Область значений оператора Г, совпадает с Э. 


> “ 
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Следствие 2. Если $60), то существует и ограничен интеграл 


\ 2 (5.0 + 1,5) 4540 < 2 (1-е) 


охл; 


в: (2.10) 


о 
т 


Действительно, в силу (2.8) и (2.9), имеем: 


} 2,0 - 1ь5) 440 < 2 (1,9) = 2, Е ЧА) «Ее = 


Я хп, 
= 21 И. 
Следствие 3. Исли, в частности, Е 6, то © = ГЕ 6, причем 
[2х < 1— е-94. (2514) 


Цействительно, из (1.9) при почти всех (5,О)ЕО хх, хх. о 
имеем: 


Е Е 
|9 (5, 9+ 85) < Да (@ + 3) вр Е «оне | не 


Отсюда, принимая во внимание первое из неравенств (1.11) и опираясь 
па лемму 1.1, при почти всех (5, Р) Е Ох С получим неравенство: 


[3 (5, РЕ=ИЕ Е [< (1— 99) [Е д, 


которое и устанавливает справедливость неравенства (2.11). 

ЛЕММА 2.3. (Г ')* =". 

Доказательство. Принимая во внимание лемму 1.1 и формулу 
(1.9). при всех ЕЁ, и Е.Е получим: 


ЕР) ) (РУБ Р.Е, @аР = 


. ехр |-\ а(90+ #5) а а’ Е (5,.0 - Е$) 4 4540. 
121 


Мепяя порядок интегрирования во внутреннем интеграле, найдем: 
Ям 7 


(И, Е») = \ \ а(0О- #3) Е, (5, О-- 3) \ а(О + 55) Р.(5, 9 - 5). 


охл, 8, 


& = 
.охр |= \ а(90- =) ы < а’ 4$ 40. 


уу 


Пользуясь леммой 1.1 и совершая во внутреннем интеграле замены 
переменных, аналогичные тем, которые делались при доказательстве 
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леммы 1.2, получим: 


ря \ а(Р) Е, ($, В) а(Р-- 5) 6, Р+ в). 
охС 


0 


Ее) 


ехр |-- \ а(Р-+ $) ев 45аР =(Ёи, (Ё ")"Е»), 
0 
где (Г ‘)"Р. при почти всех (5, РЕ ОХ С имеет вид: 
. : 
(1. "В. = \« (РЕЗ) Р, ($, Р-- с$) ехр ее \ а(Р- $) Я @8.. (2 
0 0 
Отсюда и из леммы 2.2 следует, что (Г, ')’ = 0 МХ. Лемма доказана. 


ЛЕММА 2.4. Пространство О) плотно в пространстве 9, р =5. 

Доказательство. Достаточно установить, что из соотношения 
(ф, Е) =0 при всех ФЕД следует Е($, Р) =0 почти всюду в ОХ С. 
По лемме 2.2, имеем отсюда: } 


(Г, Ш, В) = 0. 


Применяя лемму 2.3, получим: 


([ю, ИГП Е) = 0. 

Но область значений оператора Г, совпадает с 9. Поэтому 

ПГ`ОЕ=0, 
или 

ЕГбЕ =: 
Применяя оператор [, получим ИЕ =0, а это и значит, что Ё ==0. 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 2.5. Пространство О — полное. 


Доказательство. Пусть последовательность функций ф, ЕД фун- 
даментальна в 0), 


[Фи — Фт|р->0, пт оо. 
Это значит, что 


(вы — =) |0, п, т оо. 
В силу полноты пространства ® 2^хлючаем отсюда, что существует такой 
элемент РЕФ, что 
11 —Е|->0, п. 
По лемме 2.2, существует единственный элемент ЕД такой, что [р = Г. 
Поэтому 
|129и — 2] = (Ф, — Ф) | = | 


что и доказывает полноту пространства Ш. 
ЛЕММА 2.6. Существует оператор Г,^, сопряженный к [Г причем 
[* = (10. Область задания оператора Г^ есть ПР. 
Доказательство. Область О задания оператора Г, по лемме 2.4, 
плотна в %. Следовательно, существует оператор [^, сопряженный к /.. 


р—>0, пс, 


о 


=> ^ 
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Вычислим его. По лемме 2.2 имеем: 


=. 


по лемме 2.3— 
О 


Тогда, по известной теореме функционального анализа [см. (°), бар. 329. 
имеем: 


а ЕО 


Здесь мы воспользовались соотношениями (2.5). Область задания опера- 
тора Г” состоит из тех и тольк тех элементов ®, для которых 0%ЕР. 

Следствие. [,** = Д. 

Отсюда следует, что оператор 2, — замкнутый, 

Оператор Г, — несамосопряженный. Поэтому, паряду с задачей (1.1), 
представляет интерес и сопряженная к ней задача. Так как 5” =би 
[/^ = ОЕ, то сопряженной задачей к задаче (1.1) назовем задачу 


ОГ = 16594 Е, 5600. ПЕ 


В силу (2.5) и (2.6), задача (1.1“) сводится к задаче (41.1) относи- 
тельно функции 0% с правой частью ИР, 


Г = 650% +ОЕ, ПЕД. (2.13). 
Если, в частности, выполнено условие 
в. (2.14) 
то решения х и % задач (1.1) и (1.1”) связаны соотношением 
ф = 05. (2.15) 


$ 3. Сведёние задачи к интегральному уравнению Пайерлса 


Докажем теорему, сводящую задачу (1.1) к интегральному уравнению, 
полученному впервые Пайерлсом в работе (5). 

ТЕОРЕМА 3.1. Для того чтобы функция ох была решением задачи 
(1.1), необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла уравнению 


Ге = т Е, (3.1) 


где функция пЕН и является решением интегрального уравненим 
Пайерлса: 
АК оно Гор А, (3.2) 


Число различных решений задачи (1.1) и уравнения (3.2) одинаково. 
Оператор 5Г," имеет следующую структуру [К. Фукс (б)|: 


/(Р) = ЗЕЕ = а(Р)К(Р,Р)Е (5, Р)аР,, (3.3) 
) 


где 


ехр {-—|Р—Р'| еее 02а] 


К(Р, №) = а а (3.4) 
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Доказательство необходимости. Пусть Ф есть решение 
задачи (1.1). Так как ФЕД, то ФЕФ. Обозначим п = 65. В силу (2.1), 
пЕН. Поэтому ‹ удовлетворяет уравнению (3.1), где п из 9. Кроме 
того, в силу (1.7), бп + КЕФ. Тогда по лемме 2.2 получаем: 

е=Ё ‘От -+РЮ.. (3.5) 
Применяя оператор 5 к обеим частям равенства (3.5), получим для 
функции п уравнение (3.2). 

Если © и $. — два различных решения задачи (1.1), то соответствую- 
щие решения уравнения (3.2) п, и п. различны, ибо иначе из (3.1) 
следовало бы, что [,($, — 9.) =0, а это, в силу следствия к лемме 2.1, 
приводит к противоречию. 

Доказательство достаточности. Пусть п — какое-либо ре- 
шение уравнения (3.2), принадлежащее пространству Н. Тогда ^ бп + 
-- РЕФ и функция Ф, построенная по формуле (3.5), принадлежит О и 
удовлетворяет уравнению (3.1). Докажем, что Ф удовлетворяет уравнению 
(1.1). Для этого достаточно установить, что 9$ =п. Действительно, 
применяя оператор © к (3.5), получим в силу (3.2): 


бе = 51, " (2.61 + Е) =АКп +] =п. 


Если п, и п, — два различных решения уравнения (3.2), то соот- 
ветствующие решения задачи (1.1) 2, и . различны, так как п, =5о 
ип. = 9. 

Таким образом, число различных решений задачи (1.1) и уравнения 
(3.2) одинаково. 

Получим конкретный вид уравнения Пайерлса. В силу леммы 2.2, 
формула (3.5) при почти всех (5, Р) 6 Ох С примет следующий вид: 

а 
25. Р) = \а(Р— #5) [6 (Р — 5) п(Р-&)+Е($Р— #5). 


0 


Е 
‚.ехр |- \а (РЕ) «= 4. 


0 


Применяя оператор 5 к функции (5, Р), при почти всех РЕС получим: 


п(Р)=\ (5, Р)4 = 
а 


а 
= \а(Р— в) 6 (Р — В) (Р— 8) +2. Р-Ь)]. 
оо 


Е 
ехр |-- \ а(Р— #5) «= ЧЕ 45. (3.6) 


‚0 
Напомним, что функции а(Р”) и 16 (Р’)п(Р’) + Е(5’, Р’) продолжены 
нулем на все пространство © Х `А»„. Эти функции суммируемы на Ох В,.. 
Следовательно, если их рассматривать как функции аргумента (5, ', Р’), 
то они будут суммирусмыми на Ох (0,4) х В». Непрерывное и непре- 
рывно дифференцируемое в обе стороны преобразование координат 


9’ = ще = Ре 


„г “ 
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преобразует суммируемые функции в суммируемые, а область Ох (0, 4) х В» 
преобразует в себя. Отсюда следует, что подынтегральная функция в 
(3.6) суммируема на 9х (0, 4) Х В„, а тогда из теоремы Фубини следует, 
что эта функция суммируема на Ох (0, 4) при почти всех РЕС. Сле- 
довательно, по той же теореме можно записать повторный интеграл в 
(3.6) через кратный: 


п(Р) = \ а(Р— 5) 06 (Р— 5) п(Р— 8) Е Р(5Р— #5]. 


ох (0, а) 


Е 
‚.ехр | (Р— #5) а 4$ 4. (3-7) 


0 


Фиксируем теперь ту из точек РЕС, при которой имеет место ра- 
венство (3.7), и совершим преобразование координат 


Р’=Р—&. (3.8) 
Преобразование (3.8) непрерывно и непрерывно дифференцируемо в обе 


стороны, кроме точки Р’=Р, с якобианом, равным &""=|Р—Р’ |" ". 
Поэтому, в силу (3.7) и (3.8), мы получим: 


п(Р) = | (р) [6 (Р)п (РЕ (РЕрл, Р'\]. 
ТРАРСа 
[2—2 


‘ехр| — а(Р Е РЕР |: 


Совершая в экспоненте подстановку 


получим окончательно интегральное уравнение Пайерлса для функции п 
в виде: 


п(Р) = \а (Р') [№ (Р')п(Р')+Е [ЕР Р 
а 


аР’ 


ие 3.9 
| Р-Р’ ЕТ. во 


вы [Р-+ (а ОР! рай] 
Теорема доказана. 
Установим некоторые свойства ядра К (Р, Р’). 


1. Ядро К(Р, Р’) — измеримая функция на С х С, причем при почти 
всех (Р, Р’) Е СХ С оно удовлетворяет условиям: 


—@а й к | 
о рр! К(Р,Р’)=К(Р’,Р). (3.10) 


Утверждение непосредственно следует из формулы (3.4). 
2. При каждом фиксированном РЕС ядро К (Р, Р’) измеримо по у 
на С. В силу (3.4), достаточно установить, что таким свойством обладает 


2 Известия АН СССР, серия математическая, №1 
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функция 


1 
\а (Р+ (1— ЭР а. (3.11) 
0 


Функция а(0) измерима и ограничена на А». Значит, если И 
вать как функцию аргумента (2,0), то она будет измеримой и ограни- 
ченной на (0,1) х В». Непрерывное и непрерывно дифференцируемое 
преобразование координат (при каждом фиксированном РЕС) 


оыр-а-йР (3.12) 


преобразует функцию а(0) в 'функцию а[Р- (1—1) Р'], измеримую и 
ограниченную на (0,1) х А». По теореме Фубини, функция (3.11) измерима 
(и ограничена) по Р’ на С. 

3. Введем в рассмотрение итерации КАр(Р, Р’) ядра К(Р, Р') = 
= К. (Р, Р”): 


Кр(Р, Р’) = \ в (Р*)Ь (Р") К, (Р, Р”) К, (Р", Р)аР”, р=2,3,.... 
[4 


Из (3.10) для К»(Р, Р’) при почти всех (Р, Р’)ЕСХС [см. (7), стр. 40] 
следуют оценки: 


2 р=ф а... Ю—. 
0<К»(Р, Р) < (1+ ш|Р-Р'|, (3.13) 
ОА (РР) РЕВ о. 

где 1, р=1,2,..., не зависят от (Р, Р”). 


Ядра К ь (6, р измеримы по Р’на С при каждом РЕС, так как 
таким свойством обладает ядро К, (Р, Р°). 


4. Для ядра Кс (Р, Р’), где в = [| -+ 1 (символ [5] обозначает целую 


часть числа 1), при почти всех РЕС имеет место неравенство: 


\ (Р’)Ь(Р’) К?(Р, Р)аР' < 8, (3.14) 
в 
где 6 не зависит от Р. Неравенство (3.14) следует из (1.6), (3.13) и из 
неравенства 2(п— с) < п. 

Определение 1. Назовем регулярным значением оператора Г, то 
значение вещественного параметра ^,’ при котором оператор ([, — 65) * 
существует и ограничен в пространстве 9. Все остальные Х отнесем 
к особым значениям оператора Г. 

Определение 2. Назовем собственным значением оператора /, то 
особое значение параметра ), при котором однородное уравнение, соответ- 
ствующее уравнению (1.1), [4 = 65%, имеет ненулевое решение ФЕД; 
это решение назовем собственной функцией, соответствующей собствен- 
ному значению ^\. 

Теорема 3.1 сводит изучение интегро-дифференциального уравнения (1.1) 
к изучению двух более простых уравнений: дифференциального уравне- 
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ния (3.1), исследованного в предыдущем параграфе, и интегрального 
уравнения Пайерлса (3.2), исследованию которого посвящается следую- 
щий параграф. 


$ 4. Исследование интегрального уравнения Пайерлса 


Изучим предварительно свойства интегрального оператора Пайерлса К 
в пространстве Н: 
т(Р)= Кп= \ а(Р”)6 (Р’) К(Р, Р’)п(Р’)аР”. 
| 
1. Оператор К — ограниченный в пространствах Н и М, причем 
| К] ЗВ (©), [К м < Ва» (1 — 9). (4.1) 
Действительно, в силу (1.7), (2.1) и (2.9) при пЕН имеем: 
К" =| 5 тн < 15127188 | < Во» (1 — е—94) | пн. 


Аналогично, пользуясь (1.6), (2.2) и (2.11), получим вторую из оце- 
нок (4.1). 

2. Оператор К — самосопряженный и вполне непрерывный в простран- 
стве Н. Самосопряженность оператора К в Н следует из симметрии ядра 
К (Р, Р’) и из ограниченности оператора К в И. 

Для доказательства полной непрерывности оператора К в Н введем 
в рассмотрение степени К? интегрального оператора К. Оператор К? —- ин- 
тегральный с ядром А›,(Р, Р’) по весу а(Р’)Ь(Р’). Из (3.14) следует, 
что оператор К° вполне непрерывен в Н. Так как К — ограниченный и 
самосопряженный оператор в пространстве Н, то из одной теоремы функ- 
ционального анализа [см. (8), стр. 79] следует полная непрерывность 
оператора К в пространстве Н. 

3. Оператор К — вполне непрерывный в пространстве С. 

Предварительно докажем справедливость соотношения: 


МК (Р+ Ар, Р’) — К (Р, Р’) |4Р’ 0 при | АР| 0 (4.2) 
С 
равномерно относительно всех точек РЕС. 
В $ 3 установлено, что ядро К (Р, Р’) измеримо по Р’на С при всех 
РЕС. При РЕС и Р-+- АДРЕС имеем: 
| [К (РЕ АР, Р’) — К(Р, Р’')|аР' == 
С 
ехр { — РЕ АР 2’. ГР +АР+ +и—0921 4} 


р = 


©—> 


т 
хр [-—|Р—Р| о Р-+-и—9Р 4} 
я о ар’ 
В | 5 


1 


< ракет РП  |РЕРП аР’ + 
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+ \[ехр | Р-+АР-Р о [(Р-+АР)+(1—0Р14 | — 
с 0 


1 
я р ЧРИ Ри 
я ехр{—|Р—Р ооо ренты (4.3) 


= 


Для оценки интеграла /, применим оценки для такого рода интегра- 
лов, приведенные в монографии С. Л. Соболева [см.. (3), стр. 93] при 
доказательстве полной непрерывности оператора вложения. Имеем: 


‚-} —=— 


РЕ ВР” рр Ч ААИРАР И ЦИЯ) 


Заметим, что при любых х> 0, у>.0 справедливо неравенство: 
ее #1. (4.5) 


Принимая во внимание (4.5), получим оценки для интеграла /ь: 


а ры р авчар+а дай — 


пе 


= < 


— екр|— |Р—Р'| Цорна орла} Рори 


1 
<} ИР АР— Р|а[Е(Р + АР) + (1—0 Р— 
ао 


7: аР’ 
—|Р— РР ОР ия < 
№ 
< ИРАР- Р-Р Ра Аа ОР + 
со 
ы к 
+ \ а (РАР)+ (1—1) Ра 2Р-+ (1—2) Р] [ай р =  - 
со 
Учитывая неравенство не 
|Р+АР— Р'’|—|Р— Р’|<|АР|, 
получим в силу (1.6): 
1 
м — } ИР-АР— Р]—|Р—Р'|а [1 (Р+АР)-+ (1—1) Ра ре 
с 0 
д.Т 
Далее, ье 
го 1 
| у 
п о (Р-АР) + (1 —1Р’] —а«@Р + (1—1 Р |4 |Р т. 


<\ 1 (Р+4Р)+(- Р-Р -оР-— 4, 
С РР 


о 


=” 
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где С, — шар диаметра 4, содержащий область С. При каждом 16 (0,1) 
(РЕеСи фиксировано) сделаем во внутреннем интеграле замену перемен- 
ных интегрирования по формуле (3.12). Тогда найдем: 


ВЫ Вбр нак ОРВИ 
А а ее ет 


При этом шар С, перейдет в некоторую область С (Р) < Со. После пре- 
образования (3.12) получим: 


1 


2 
< \ |@ (АР 0) —а (0) и. 
ы а Р) еы 


Применим к внутреннему интегралу неравенство Гельдера с р=п-+1и 


Я = вы. Тогда получим: 
С в 
< | | 144АР+0—а (0) О 
о воК(Р) 
40 г 
(п-1) (п 2) — @ < 
у 1 т т п- 7 
<\ а— 1}? Е |а(:АР-- 0) —а(0) |" 46 ый ) м а. 
0 а ЧР Р—0| тъ 


Функция а(0) измерима и ограничена почти всюду в С. Поэтому она 
непрерывна в целом в пространстве Ги... [см. (9), стр. 16]. Это значит, 
что для любого => 0 найдется такое д (г) >>0, что 


28 
[1е(@ + АР) — «(бам <, 
б 
как только | ДР] < 6(з). Отсюда следует равномерная по ЕЕ [0, 1] оценка: 


[12 @ + АР) — а (@) "01 < (АР) ->0, |АР|-0. 
8 


Полученная оценка дает: 


т 


1 — 
1 С 40 ва 
АР) | — аа. 
0 я О т 


Совершая во внутреннем интеграле преобразование переменных инте- 
грирования, обратное преобразованию (3.12), получим: 


т (п-1) (п—2) 


1 р о р 
2 <= (АР) \ : [\ - на: < С, (АР). 
0 (4 — м бер | т 
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Принимая во внимание полученную оценку и оценку (4.7), получим 

из (4.6) 
ь<С.1АР]|-+ Сзе(1АР)). 

Отсюда и из (4.3) и (4.4) следует требуемое соотношение (4.2). 

Рассмотрим множество функций п, равномерно ограниченное в про- 
странстве С, |п|с < М.. Из (4.2) следует, что множество функций т = Кп 
равностепенно непрерывно на С. Действительно, равномерно относительно 
т и Р имеем: 


т(Р-- АР) — т(Р)| < ‚а (Р’)Ь(Р’)| К (Р+АР, Р’)—К(Р, Р’| п(Р’аР’< 
с 
К 


За (Р+ АР, Р’)— К(р, Р')|аР’>0 
при |АР| —0. Из (4.1) следует также, что множество функций т = Ап 
равномерно ограничено в С, 


[т [с <|Е|м[п[с < (1 — е °4) Во, М.. 


Отсюда, по известной теореме Арчела, заключаем о полной непрерывности 
оператора К в пространетве С. 
4. Оператор К преобразует пространство М в С, причем 


1 | < Во» (1 — 29). (4.8) 


Это утверждение следует из формул (4.1) и (4.2). 
5. Оператор К” преобразует пространство Н в М, причем 


[Км 5. (4.9) 
Это утверждение следует непосредственно ‘из неравенства (3.14). Дей- 
ствительно, 
` К°п | <) а (Р’)6 (РК (Р: РТВ" 
б 
1 


< [ч(Р9Ь(Р’) КР, Ра п т. 


© 


Оператор К — вполне непрерывный и самосопряженный в Н. Поэтому 
для интегрального уравнения Пайерлса 


п = ^АКп-+] 


справедливы все предложения общей теории [см. (*), гл. ЛУ и УП; 
в частности, справедливы теоремы Фредгольма. Кроме того, спектр опе- 


ы 1 : 
ратора К — дискретный и состоит из чисел Зо) где ^Е— харакера а 


ческие числа однородного интегрального уравнения их == и. соответ- 
ствующего. уравнению (3.2). Множество чисел Хх не пусто, не более чем 
счетно и ие имеет точек сгущения на конечном расстоянии; каждое ха- 
рактеристическое число /^„ имеет конечную кратность. Поэтому числа 
^» могут быть поренумерованы по возрастающему модулю: | а чьь 
причем каждое \„ повторяется‘ в этом ряду столько раз, какова его крат- 
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ность. Таким образом, будем считать, что каждому №» соответствует одна 
собственная функция их. Собственные функции пд, ё=1,2,..., будем 
считать ортонормальными в Н: 


© 
(пк, т:)н — 0. 


Дальнейшие свойства характеристических чисел /), и собственных 
функций их даются следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 4.1. Характеристические числа \х положительны, собствен- 
ные функции пь непрерывчы на С. Наименьшее характеристическое число 
№ — простое, а соответствусщая ему собственная функция п, (Р) поло- 
жительна на С. Система функций пк, Е =1,2,..., замкнута в Н, т.е. 
для любой функции пЕН имеет место равенство Парсеваля: 


[и = № (® пк: (4.10) 


к=1 
Доказательство. Построим функции хД: 


В — Л» В. тк. (4.11) 
По теореме 3.1, имеем: 


7Йе — А» пк, 5 == Пух. (4.12) 
Принимая во внимание формулу (2.3), из (4.12) получим: 
([4› Ф;) = ^, (п, ®;) = ^, (пу, 59,), =^,(п,п)н=^, в. (4.13) 
Отсюда, в силу (2.8), получаем: 


1 
= (лье) = \} #6, 9+ 1,3) 4840 + |, >0. 


охл; 
Докажем, что п» ЕС. Имеем: 
— Е Пу = АК КОИ 


Отсюда и из (4.8) и (4.9) следует, что пк ЕС. 

Докажем простоту ^\, и положительность п: (Р). Для доказательства 
будем рассматривать оператор К в пространстве С. Согласно свойству 3, 
оператор К — вполне непрерывный в С. В силу (1.6) и (3.10), оператор 
К — сильно положительный в С, т. е. он преобразует любую неотрица- 
тельную, непрерывную и не равную тождественно нулю на С функцию 
в строго положительную функцию из С. По теореме Ентча для инте- 
гральных уравнений с положительным непрерывным ядром, обобщенной 
в статье М. Г. Крейна и М. А. Рутмана (10) на вполне непрерывные 
операторы сильно положительного типа, заключаем, что \, — простое и 
п, (Р) > 0 в С. 

Как следует из общей теории самосопряженных вполне непрерывных 
операторов [см. (4), стр. 253], для доказательства полноты системы функ- 
ций пу, Ё=1,2,..., в Н достаточно доказать, что уравнение Ап = 0 
имеет только тривиальное решение в пространстве М. Если бы это было 
не так, то нашлась бы функция тЕН такая, что Кт =0, т = 0. 
Построим функцию Ф = "бт. По лемме 2.2, 6% и %-0 в 9. 
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Однако 
50 — 51 — Кто — 0, Го — бт. 
Принимая во внимание (2.3), получим отсюда: 
(Го, Фо) = (Вто, Фо) = (то, 520) н = 0, 


а это, в силу следствия к лемме 2.1, дает: Фо = 0, что невозможно. 
Теорема доказана. 
Следствие 1. Из доказанной теоремы и из (4.1) следуют соотно- 
шения: 
4 


о ыы №-—< при Ё->ео. (4.14) 


Следствие 2. Оператор К — вполне непрерывный, самосопряже 
ный и положительный в пространстве Н. Поэтому имеют место следу- 
ющие максимально-минимальные вариационные принципы Куранта для 
Ак [6м. (®), стр. 297: 


| (Кп,п) р (Кп,п) 
в 11 зар р ‚ №=8р 10 г : 
№ ен @мдн-ейчьа-ьк-я | ПЕН ()и-ой-ь,.. я-а | Кп 
(4.15) 


причем реализация в (4.15) осуществляется при # =, &=1,2,... 
АЕ 


Следствие 3. При ^ = №, по теореме Фредгольма, уравнение (3.2) 
имеет единственное решение п из Н при любом } из Я: 


п=(Г—^К) У, (ГАК Чн < о. (4.16) 


Но система собственных функций их, А =1, 2,..., полна в Н. Поэтому 
это решение представляется в виде [см (“), стр. 254]: 


А 
п = № о (1, пк)н ик. (4.17) 
к 
Из (4.16) и (4.17) получаем формулу: 
и Анаис 
КГ — АК Цивик = М0). (4.18) 


В частности, при условии 


| Во» (1 —е-=4) < 1 (4.19) 
имеет место следующая оценка: 
ы су УбыисЬ Лк ыы В 
ом 4 
те (4.20) 


Следствие 4. Из (4.15) следует, что при ^< А, оператор /— ХК 
положительно-определенный. Поэтому [см. (8), стр. 12] для того, чтобы 
функция ЕН была решением уравнения (3.2), необходимо и достаточно, 
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чтобы она сообщала функционалу 


| 


п)н (4.21) 
минимальное значение среди всех функций и из Н. 

Замечание. В работе ($) сказано, что система собственных функ- 
ций интегрального уравнения Пайерлса полна в Н. Однако ни там, ни 
в других работах автору не удалось найти доказательство этого факта. 

Пусть туча, Шуе, .. .,Пу+е, Суть собственные функции ядра К, 
соответствующие характеристическому числу )». Таким образом, рк — 
кратность характеристического числа Хх и 


Пу — Ету = М 2. „эк. (4.22) 


Будем изучать зависимость ); и их от коэффициентов а и 6, причем 
будем предполагать, что при своем изменении а и 6 не выходят из про- 
странства М и остаются положительными. Обозначая измененные коэф- 
фициенты а и 6 соответственно через а и 6, мы будем, таким образом, 
считать: 


ь 
м = |1- [< 4, (4.23) 
что при почти всех РЕС эквивалентно неравенствам: 


(1 —е)а(Р) <а(Р) <(1+)а(Р), (1—е)6(Р) <Б(Р) < (1+ &)Ъ(Р) 
(4.24. 


При переходе ота ибкаиф пространства 9 и Н перейдут со- 
ответственно в и НЙ; оператор К перейдет в К. Характеристические 
числа и собственные функции оператора К будем обозначать соответ- 
ственно через Хх и Их. 

Заметим, что из условий (4.24) и из определения пространств Фи Н 
следует, что пространства 9 и 3, а также пространства Н и Н состоят 
из одного и того же набора функций, нормы которых эквивалентны: 


Ут & и < 5 < УЕ а, 
УЦ — =) (1 — =) [п | < тв УИ) (1 +=) [т ||. 


ТЕОРЕМА 4.2. Пусть кратность характеристического числа \; есть 
ок и (ортонормированная в И) система функций туз &=1,2,... 0, 
образует соответствующее собственное —подпространство. Тогда при 
достаточно малых в! и в, возмущенное уравнение будет иметь рк харав- 
теристических чисел А 1=1,2,...,рк (каждое считается столько раз, 
какова его кратность), удовлетворяющих условию: 


(4.25) 


ГА — № |0 при 1 —>0, в. —> 0, == 1, 2, (у к. (4.26) 


Соответствующие (ортонормированные в Н) собственные функции Па, 
1=1,2,..., рк, Удовлетворяют условию: 


ин» (о п днть | > 0, и-—0, *—>0, = 1,2, ра. 
2 (4.27) 
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Доказательство. Обозначим 
= У Пк, тк = Ув Пх-. 
НН и ВЕ. © 
Тогда ть, ть 6 Г», (ть, таг, = (ть, та), = ба и 


тд = мьКуть Е \ Уз (Руа (Р)Ь(Р)Ь(Р’ К (Р, Р’) т» (Р’) аР', 
[2 


ть = ХАК ть), «О Уа(р )а(Р’)6 (РУБ (Р’) К (Р, Р’) ть (Р^) аР”. 
С 


Операторы А; и К, — самосопряженные и вполне непрерывные в про- 
странстве Г.,-функций, суммируемых с квадратом на С. Оценим их бли- 
зость в [. Имеем: 


(К: — Кут, = [ \{\[Уа(Ф)а(Р5(Р)5(Р) К(Р,Р)— 
(ее 


Е 
м 


— Уг(Руа(Р’)Б(Р)Б (РЖ (Р, Р') | т(Р)ар*} ар|*= 


ы [< (РР (РБ (Р’)К(Р,Р”) тета 


<ИК-Юты+|Е(1-И3)|,+|({-ИЗку®» | 


8] 


где т= УабпЕГ.. Пользуясь (2.1) и (3.2), оценим первое слагаемое в 


(4.28): 
(К — К)п|[н =15 (2 6 — Г 6) пн < УВен| (Е 6 — Г )п| < 


<Уве (7-Е) т + УВв,[Т." 6—5) п < УВ," (ЕНЬГ т + 


И Вл, 


Воспользуемся леммой 2.2. Тогда с учетом (4.24) и (4.25) получим: 
(К — Юн < С.Е — ГР" [+ ®) пн. (4.29) 


ги > 
Для оценки |Е — ГГ |, гдеЕ — тождественный оператор в 9, устано- 
вим при всех РЕ тождество: 


(ЕР (1— =) (ЕТУ. (4.30) 


Для доказательства (4.30) обозначим Г, \Р = и. Тогда и р, а также 
дери 


г РУ =- 1 
Иру А АЕ Ги = ГР = ар) (5$, стад и) и. 
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[69 
-1 


= 1 ы о стад и) = г тей 


что и устанавливает справедливость (4.30). Из (4.23), (4.25) и (4.30) следует 
оценка: 


[Е — 22 *| < Ся. (4.31) 
Из (4.29) и (4.31) получим оценку 


| — К] < Сь(е, + в). (4.32) 


Оценим второе и третье слагаемые в (4.28), пользуясь (4.1), (4.23) и 
/ а 


(4.25): =. 
т уе, 


в [па «Со +, 


“1И(И-+у а5) М 


НЫ 


Принимая во внимание полученные оценки и оценку (4.32), из (4.28) 
находим: 


| (Е, — К,) ть, < С; (в + ®) [пн = С» (в, + вирт, 


откуда следует, что 
[К, — Ка, < С? (ви + ®»). (4.33) 


Из (4.33), на основании теоремы М. 3. Соломяк (1), следует утвер- 
экдение теоремы о собственных числах и соотношения (4.26). Кроме того, 


РЕ 


я У (ть ПАЯ ы 
7=1 


—0, в—0, в—>0, #=1,2,... бк. 
| (4.34) 
Принимая во внимание (4.23) и (4.25), оценим разность 
| (т, т, у), -й (по т .Эн |< 
<, (Р)т,, ,,(Р) —а(Р) 6 (Р) в, 1. (Р) т (Р) | аР = 
С 


У«рь() _ 


Уз (Р)Ь(Р) [п са(Р ) п, + ;(РУ|аР < 


— ВАР ) 
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а — а 4 НелЬИ 
З-на < | ь у 8 мб @-ы Мени < 
к, А 
Отсюда и из (4.34) получим: 
Те в | 
| о. Па, пин т н-—>0, =: —>0, =. —>0, д инь 


Учитывая, что 


—0 при з, ->0, =. — 0, 


(Из-н, 


получаем, наконец, соотношения (4.27). Теорема доказана. 

Из доказанной теоремы, выражающей непрерывную зависимость Ах и 
пк стаи 6, следует непрерывная зависимость решения п уравнения 
(3.2) при ^ Е Ак от а, Би}. Действительно, в силу (4.16) имеем: 


п = (1-^Ю‘Ь п=(1-— К) 1. 
Так как ^-2 Л», то в силу (4.18), (4.25) и (4.26), величина 


(АК) Чь сб = 6МО) 
| 


будет равномерно ограниченной при в, —>0 и е,->0. Поэтому 
[т — пи = 147 — АК) ТУ (ГКЛ < ЦИЮ 
Р-н -РЬ < СМ Ла+ 
+ (Г—^К) (К — К) (ГАК Ан < С, Ин + 
+ С3|К — Кн У|н, 
что с учетом (4.32) и устанавливает соотношение: 
[1—п|н-—0 при в-0, в.->0, |/— У н-0. (4.35) 


Замечание. Эти результаты можно также получить, если восполь- 
зоваться работой Л. В. Канторовича [см. (12), гл. П]. 


$ 5. Свойства интегро-дифференциального уравнения 


Результаты предыдущего параграфа в сочетании с теоремой 3.4 по- 
зволяют сделать ряд заключений о свойствах исходного интегро-диффе- 
ренциального уравнения (1.1) и, в частности, доказать корректность за- 
дачи (1.1) при )\ =)»: существование, единственность и непрерывную 
зависимость решения ф от а, би К, а также непрерывную зависимость 
собственных значений )» и собственных функций х; оператора Г, отаи 
6 (если последние изменяются согласно (4.23)) в смысле метрики про- 
странства О и, тем более, в смысле метрики пространства %. 


=> “ 
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ТЕОРЕМА 5.1. При } +», существует единственное решение ф из О 
уравнения (1.1): 


= (Ё— 165) Е =) 6 (ГАК) "ГР ТИЕ (5.1) 
при любом ГЕ У. Это решение непрерывно зависит от а и В (если они 


меняются согласно (4.23)) и от Е (если она меняется в 9) в простран- 
стве О) и, тем более, в пространстве 9. Так что 


| 


‚где функция Ф есть решение из ) возмущенного уравнения 


Ф—$|«|?— еь—0 при в,-—0, =,->0и |Е—#|->0, (5.2) 


= — 
- а (Р) 


(5, втад $) $ = 6.50 1 Е. 


Замечание. Из определения пространства Ди из (4.24) следует 
что возмущенное пространство 1) состоит из того же набора функций, что 


и Р. Поэтому имеет смысл выражение |Ф— |. 
Доказательство. При ). =), существует единственное решение 
п уравнения (3.2), равное, в силу (4.16), 
п=(Г— ЮГЕ. (5.3) 
Применим теорему 3.1. Из (3.1) следует, что функция 
е=Ар т "Е (5.4) 


принадлежит 0 и является решением задачи (1.1). Так как при ХА № 
уравнение (3.2) имеет единственное решение, то, по теореме 3.1, урав- 
нение (1.1) имеет также единственное решение. Из (5.3) и (5.4) следует 
формула (5.1) для решения Ф уравнения (1.1). 

Для доказательства соотношений (5.2) воспользуемся теоремой 3.1: 
решения ф иф удовлетворяют уравнениям (3.1), 


Го = Ми - Е, 19 = Мп + РЁ, (5.5) 
гдепи п удовлетворяют уравнениям (3.2): 


п=^Кп-- 5Г 1, п= А+ 5Е "Е. 


Принимая во внимание (4.25) и (4.31), получим: 
[527 — 5 н < 5 (Г *— Г) Ен +157 (ЕВ < 
< ЕЕ”) Ри + СИЕ — РЗ СЕ — + 
+С,“—Е|-0 при в -—0, в. —>0 и | Р— | -0. 
‚Отсюда, а также из (4.35) следует, что 


|^—п[н-—0 при в->0, =-—0и | — Р|-0. (5.6) 


ет 
Далее, из (5.5) находим: 
[р еь =1 6 ($ — 9) |= 198 + — 26" 06® + )|< 
< и -Е— т — ЕЕ — 2") 06% + Е). 
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Принимая во внимание оценку (4.31) и соотношение (5.6), получим 
отсюда: 
|? — ® [р—>0. 


Пользуясь леммой 1.2, выводим окончательно соотношения (5.2). 
Теорема доказана. 


ТЕОРЕМА 5.2. Особые значения оператора Г, суть числа }к, К =1,2,..., 
и + со; числа \к являются собственными значениями оператора Г[.;; со- 
ответствующие им собственные функции $ принадлежат О и связаны 
с пк соотношениями (4.12): 


[ок = Ак фпь, 5х = Их. 


Кроме того, к Е; система функций $к, Ё =1,2,..., не полна в У. 
Собственное значение \ — простое, а ® почти всюду в Ох @ положи- 
тельна. Собственные значения \, и собственные функции фк непрерывно 
ависят от аи 6; точнее, при = 1,2,..., бк 


2 


О = х (5 и ини) ра 


9 = 
Рк 
< 1 Ра тат х (59 е рн р 0 при :—0, =.-—0, (5.7) 
1= 
причем, как и в теореме 4.2, предполагается нормировка: 


НФ 


| 5 н= { и+Ин= 1. 


Доказательство. При доказательстве теоремы 4.1 было установ- 
лено, что функции $;, построенные по формуле (4.11), удовлетворяют 
соотношениям (4.12). Это значит, что они удовлетворяют уравнению 


7: = Лк 65 9х, Фк (Е 7% ох Е 0. 


Следовательно, Хх суть собственные значения оператора [, а Ф/ — соот- 
ветствующие им собственные функции. Из теоремы 3.1 следует, что крат- 
ность собственного значения /, оператора [Г равна кратности характери- 
стического числа \х интегрального уравнения (3.2). Из сказанного следует, 
что числа А», & =1,2,..., и их предел - со суть особые значения 
оператора Г. В силу теоремы 5.1, все остальные ). — регулярные. 

По теореме 4.1, и, Е С. Но тогда из (2.11) следует, что фк = Лк, их 69. 

Простота /, следует из теоремы 4.1 и из того факта, что кратность 
его не изменяется при переходе от уравнения (3.2) к уравнению (1.1). 
Положительность функции $: = №, [, ‘би следует из положительности ^, 
и п, и из формулы: 

а 


21 ($ Р) = \а(Р—®)Ь(Р— #8) п (Р5) ехр [— 


0 


а(Р— #5) 4# | а. 


о. —/\ 


Докажем, что система функций ©,  =1,2,..., не полна в 9. Для 
этого достаточно доказать, что найдется такая функция РЕУ, Е -0, для 
которой (К, $) =0, К =1,2...-.. Очевидно, что найдется такая функция 


РУчР9 НЕ 


з “ 
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Ф из О, Ф-=0, для которой 5 =0. Обозначим А = ОТ», где П — уни- 


‘тарный оператор, введенный в(2.4). Тогда № -Е 0 и в силу (2.3) и леммы 
2.6 имеем: 


й 


(Р, Ф) = (01, $, = ($, ГИ фь) = (3, Ик) = к ($, Офть) = Аи (ф, бт) = 
= №» (5, пк)н = 0, 


что и доказывает неполноту системы функций хх, =1,2,..., в прост- 
ранстве 9. 


Докажем соотношения (5.7). В силу (4.22) и теоремы 3.1, имеем: 
1, = бт, +, Ги = ети в = 1,2, + › Ок» 


откуда при #=1,2,...,рх получим: 
= & В ыы 
[ин -— ы (5$ Фе Эрни = [ыы г о пн ны = 


= |122 ‘Аныбиинн — У» (И, пд н вт + < 
а 


< мы КЕ — СЕ) те [ны -— №) В ты | №6 — 6) пы | + 
к 
к ИЫ [пин — У (инь т; ати | 


у 


Принимая во внимание соотношения (4.24)—(4.27) и (4.31), получим: 
РК 


Ин 2 (5$ ы бу) ни: р— 0 при =<,->0, е,->0. 
2=1 


Отсюда и из леммы 1.2 заключаем о справедливости (5.7). Теорема до- 
казана. 

Сделаем несколько замечаний. 

1. Заметим, что при любом РЕФ в пространстве Н имеет место разло- 
жение: 


ге = (Е, ОФ,) 
1 
Е о Ре (5.8) 
Действительно, 5 РЕН. А тогда, в силу (2.3), леммы 2.3 и (4.11), 
имеем: 
(5Т71Е, пьдн = (СЕ, вт) = (Е, (Г ")* бп) = 


— (ЕР, ОГ/Ч?ть) = (Е, ИЕ ть) = > (Е, (оу). 


Отсюда и из полноты системы функций пк, & =1,2,..., в Н следует 
справедливость разложения (5.8). 
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2. Принимая во внимание формулы (4.11), (4.17) и (5.8), запишем реше- 
ние © задачи (1.1) в виде ряда, сходящегося в пространстве $: 


ое \ Ё Е м (ид ыта] и 5 И О») Г ть + 


ЕВ ЕЯ р — = о = (РИФ + те (5.9) 


Из формулы (5.9) получаем следующий результат: для того чтобы при 
) =^х„ существовало решение задачи (1.1), необходимо и цостаточно, 
чтобы свободный член Г был ортогонален к функциям 0 Фи Е. 
., рк. Заметим, что в силу (2.15) функции Офь суть собственные функ- 
ции оператора Г”. 
3. Дадим оценку для решения Ф при ^ из круга (4.19). Для решения 
уравнения (3,2), в силу (4.16) и (4.20),- в круге (4.19) имеем оценку 


: (5-10) 


ИИ <| Г (1 


а УИь. 


—1 
Вспоминая, что } =5Г И, получаем, как и при доказательстве нера- 
венств (4.1), что 


ПХ И ИЫ И НЕЕ < У Во (1 — е-=4) | Е|. (5.11) 
Принимая во внимание полученную оценку для /, из (5.10) получаем: 
Ув, (1 ее) 
А: о Вы =4) | 


На основании теоремы 3.1, получим, далее, оценку для нормы $: 
Ир = 12 | = И Абв -- РИ < [би ИЕ < | УВ пн +1 


|| Ве, (1 —е`°4) Я || 
др Е а 
<| ри в ых 1—4 —е “9 


Отсюда, на основании леммы 1.2, получаем: 


1 ыы. ге 4 


ве 


ИФ |< (1 —е а) [Фр 


$ 6. Метод последовательных приближений 


В предыдущих параграфах мы установили различные теоремы, касаю- 
циеся вопросов качественного поведения решения задачи (1.1). Теперь 
мы рассмотрим вопросы, связанные с непосредственным построением ре- 
шения этой задачи по методу последовательных приближений и с по- 
мощью вариационных принципов. Здесь мы рассмотрим метод последо- 
вательных приближений применительно к задаче [ — определения перво- 
г` собственного значения \, и соответствующей ему собственной функции 
$ а также к задаче И решения ф неоднородного уравне- 
ния (1.1) при || < А.. 


=” 
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Последовательные приближения строятся по следующей схеме: 


Го) = фит-Й, пр) = Оо ре 1.0... (6.1) 


ля задачи | в качестве нулевого приближения п) выбирается любая 
’нкция из Н, не ортогональная к п., например положительная непре- 


вная на С функция. Таким образом, в силу (4.10) будем иметь: 


УС = по =, Ск (и®, тн, С,>0. (6.2) 
к-1 


иближения /4р), Ир) И $(р) соответственно для ^,, п, и ®. строятся 
виде: 


| ^(Р-Ю Не р п(Р) ФР) 12 
в =, а © о Е аа . 
172 | пн Е . —. 


Отметим, что предлагаемый здесь метод итераций, по существу, яв- 
ется модификацией известного метода Келлога (13) отыскания собственных 
ачений и собственных функций вполне непрерывного и симметричного 
ератора. 

Для задачи ИП в качестве нулевого приближения п®) выбираем функ- 
ю /=5Д 'Р. Приближения пцр) и ©.) соответственно для п и ® стро- 
ся в виде: 


Пр) = — Кис) и р=0, 4... 


р1 (6.4) 
т КЮ ^ о) = 
Е т 9), р=Ьа,... 


е ©*) и п) определяются согласно (6.1). 

Идея изложенного приема, уточняющего обычную схему последова- 
тьных приближений (в виде оборванного ряда Неймана для интеграль- 
го уравнения (3.2)), была впервые ‘использована Л. А. Люстерником (4) 
я улучшения сходимости итераций при решении систем линейных алгеб- 
ических уравнении. 

Докажем две теоремы относительно сходимости последовательностей 
3) и (6.4). 

ТЕОРЕМА 6.1. Последовательные приближения №(р) сходятся, монотонно 
ываля, к первому собственному значению 1., причем 


р : а и 
0 < №) — ^ < (5) Ст, о < №), 2 02,.... 6.5) 


следовательные приближения пцр) И Ф(р) сходятся соответственно к пл 
‚ространствах Ни Сик з—в пространствах О (и, тем более, 


)) и Э\, причем 


ИУ ы 
Прута Ин < (9) — бо, Р=042,..., (6.6) 


Известия АН СССР, серия математическая, №1 
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У с? о 
1 7(р) — па с < 83 о. Е (6.7) 
ну Ус? 


|| Ф(р) — 1 |< 1 Ф(ф) — $1 р < УВо, ^ „(3 Г ? 


р У» — С 


[^^ 
| ео — ФП < 98 (25, р=о+1, 9+2,..., (6.9) 


и 


где число 8 определяется формулой (3.14) и в = [= +1. 


Доказательство. В силу теоремы 3.1, схема последовательных 
приближений (6.1) для функций 2) и пФ) эквивалентна схеме последо- 
вательных приближений для функций п: 


пр) =Кп(Р-0 = К?п®, р=0,1,.... (6.10) 


Отсюда, по теореме Гильберта — Шмидта, имеем: 


со 


п(Ф) = > 


К=1 К 


= 


Пк. РО. (6.11) 


где Ск определяются согласно (6.2). Ряды (6.11) сходятся в пространет- 
ве Н; в силу (3.14), при р. с ряды (6.11) сходятся в пространстве С 
[см. (4), стр. 264]. 
Из (6.11) получаем: 
Гы = Хр, рН (6.12) 


К=1 


Докажем монотонное убывание последовательности №2). На основании 
(6.10), имеем: 


|иКР) |2; — (п(2% п) ва (п, _КпР- ЗЕ = (Кп), по )н= (пРНО, иФ-Ю) 
Отсюда в силу неравенства Буняковского — Шварца получим: 
СО | < | п |5 1 и п. 


Это дает, на основании (6.3): 


ыы 


л а 
(р-1) — 
| |, ||) ны 


= №), В= 12... 


Принимая во внимание (6.3) и (6.12), в силу (4.14), при р=1,2, 
получим: 


© С? 
| О И +» а ый 


АМИ А =, = 


|| п‘). р. - у? 
| Н - 
+ < ра / 
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тметим простые неравенства при х>. 0, у>.0: 


12 | т й 
РЕ | Е — } -& 2 о о 
| ео Об РР а 


Принимая во внимание первое неравенство (6.13), получим: 


ы г ^ < С; 
о у Су ре й № 2 № < м \2Ф0 
(р) «<. 1— Ш - = (= ' 
з К=2 С} \^к, ^к ) в 2 С (5 у 
Учитывая (4.14) и (6.2), находим, далее, при р=1,2 
х лс м Га. \ р 2 
о и - в" 
05 №) м5) ха-=() ть 


К=2 


что и устанавливает справедливость оценок (6.5). 


Докажем, что при о=0,1,..., р=о, о 1,... справедливы нера- 
венства: 
т 
(р) Иу?-—с 
п 1 \2 5 р 
И ЧИ < ( м.) . (6 14) 
|? [|5 ыы \2 С: 
Весилу (0.11) м (6.12), при о =0,1,..., рев, о-- 1,... имеем: 
со 2 
(в) 
А О в 
Ит-т 2 ны ) 1 
п(р-в) и 2 Г и т № и 
Ня) |, = 717 == я А С == 
| Н Н а 
с > 
| К=2 о Н 
2 я а Е : ы 
пы е- Су го Е д т с. 
о 2, 
о РОЛ ль 1 ^^ т 
1 со 1/12 я 
С 
Ё Л, 7? 
ча 
л 
т © к) 
ме: 2(р—в) 
< К Иа о. Я 
И я м 
ро А —= - 
== Ат я -2 7% со ы 
и о 
а я С | _ . © С к) = 


Принимая во внимание (4.14), (6.2) и второе из неравенств (6.13), по- 


лучим далее: 


2 2 9(0— 2 > —= 2 
Р—2) ы. р 2 — р о 
и. 1 Пт > ^ г т. Л > \ 2 / (2 7 
Ин н 1 : 


14). 


что и доказывает справедливость неравенств (6. |4 
Полагая в (6.14) о=0, получим неравенстра (6.0), если учесть (0.3). 
Докажем неравенства (6.7). Предварительно о, что из (0.11) 
—. 
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следует, что К°п ЕС, если пЕН. Отсюда и из (4.9) следует, что опера- . 
тор К° переводит пространство Н в пространство С, причем 


1 Кс <8. (6.15) 
Принимая во внимание (6.3), (6.10) и (6.15), получим при р = о, «-+1..... 


К° и(РЬ—в) )° 
== к — ^1 
(6) | | | п(Р) И р 


Е: 
=— МП 


п(Р) 


| (ру — И [с = ПТ 


< 
С 


п(Р-—°) 


<8|— 
Вы | п(Р) | 


Н 


В силу неравенства (6.14) при р =, получим отсюда неравенства (6.7). 
Докажем неравенства (6.8). На основании (1.7), (6.1) и (6.3), при 
р=4,2,... имеем: 
(р) 


(р) 
ф ТФ 
| 9(р) — $: || се -| Те: || = 
р р | п(Р) Е Е | п(Р) Е 
(р—1) (р—1) 
ре ) п ` 
|7 О И” | Н 


Принимая во внимание лемму 1.2 и неравенство (6.14) при о =1, убеж- 
даемся в справедливости неравенств (6.8). 


Докажем, наконец, оценки (6.9). На основании (6.1) и (6.3), при | 
р=э- 1, с-2.,... имеем: 

(р) 
— 5 — я 
|6) Ия 


ыы = ъп(Р—® ь | 
— | 7. Я | | 
Н о: 


Отсюда, учитывая следствие 3 к лемме 2.2, получим, в силу (1.6): 


| (ру — 91 = | 


5% 


(рп пи 
| од — | <? о. 
[хо — ФН А сс м 
Далее, используя (6.10) и (6.15), найдем: 
у 
(р—1—в) (р—1—в) 
а В 
о >= абы, сльчы И а 


Принимая во внимание (6.14) при о=1- сб, 
(6.9). 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 6.2. При условии |\|< М имеют место оценки: 


получим отсюда оценки 


и ин < Ух | РИ, а, (6.16) 
ис ВУЗ ИРИ, рае, 944,..., = (6.41) 
о о < 1 — вл, РИН, р=1,2,.... (6.48) 


ео < | РИРИ, р=о-+ 4 94-2,,..., (6.49 
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где приближения пр) и $) соответственно к п= бо и $— решению 
уравнения (1.1) — определяются формулами (6.4). 
Доказательство. Решение п уравнения (3.2) при |^ | <Х, равно 


= у Жо (6.20) 
те =0 

где п определяются формулами (6.10) с п®) = 5 Г/Р. Ряд (6.20) схо- 

дится в пространстве Н. 

`Принимая во внимание (5.8) и (5.11), найдем: 


и У ‚(в 
1=5Е `В т Сктк, Ск = _ = (7, жн, 
Уд < Е. (6.21) 
к1 
Докажем теперь оценки при о =0,1,..., р=р, в -1,...,|^| <; 
— В з р! м ро = 
ХУ кпа-я ——х и | ее №УВ ||. (6.22) 


К=р-+1 


Действительно, в силу (6.11) и (6.21), имеем: 


со со со со 
РЕ 2 С.п. > р+1 @п. 12 
Е (6—2) г У лв У, Е мА в т 
У к — й | | е К— а =. р 
К-р+1 та: я г: бб станы г. 
А +1 рт —^ р 
Е |5 В п [С ‚| р-р - бы н” 
аа [А= т м О) АР “0 —М 0: —^) 
со 
за А2Р-2 (), — 1}? 2 / эр. о Е | 
ня » 2(р— 6) Р < (; ^5) (=) 22° о с: — 
о № (^; — ^^)? 0.— 1 2/ Е 
х \2/^ \2 
НЕ и 2 й 
<=) е Во, 
что и устанавливает справедливость оценок (6.22). 
Докажем оценки (6.16). В силу (6.4) и (6.20), имеем: 
р+ 
у Е” (р) м 6.23 
ИИ — И(р) |; = =| У п о ( ) 


= 


Принимая во внимание оценки (6.22) при о = 0, убеждаемся, в силу 
(6.23), в справедливости оценок (6.16). 
Докажем оценки (6.17). В силу (6.10) и (6.20), при р = в, °-- 1,... имеем: 


со а 
с чаи Е и (р—о) 
п^тр=К | о Кике) ей с 


К=р-1 


Отсюда и из (6.15) заключаем, что п — пр) ЕС и 
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Учитывая неравенства (6.22) при р = с, убеждаемся в справедливости 
оценок (6.17). 
Установим справедливость оценок (6.18). Имеем: 


| 2 — Фр | < 1 — Фр) [р = 1 ($ — 9») 1. 
Но в силу (6.1) и (6.4), при р=1,2,... получаем: 


у) р . 
т РЕ ИО т И И 
1 о К-1 
+1 
о = ть Е. (6.24). 
Из (6.24) и (3.1) находим: 
| Ф — Фр) | = ИЛЬ (п — пр 1)) |< [А | Ув®, ИМ — ра) || 


Отсюда и из оценок (6.16) получаем требуемые оценки (6.18). 
Наконец, докажем оценки (6.19). В силу (3.1) и (6.24), при р=е-+ 1, 
с+2,... получим: 


о — Фр = 1" Ат — Фь-0 - 
Отсюда на основании (1.6) и неравенства (2.11) имеем: 


А 


Но — Фр) [5% АВ (И Ш— Щи) < 1 ИИ — пра с. 


Принимая во внимание доказанные неравенства (6.17), убеждаемся в \ 
справедливости неравенств (6.19). Теорема доказана. 


$ 7. Преобразование задачи к самосопряженному виду 


Установленные в $ 4 вариационные принципы для интегрального 
уравнения Пайерлса можно, пользуясь теоремой 3.1, применить для 
приближенного построения решения задачи (1.1) с помощью прямых ме- 
тодов вариационного исчисления: Ритца, наименьших квадратов и др. 
Однако практическая реализация этих вариационных принципов затруд- 
няется ввиду сложности билинейной формы (Кп, т)н. Но можно построить 
вариационные принципы, связанные непосредственно с интегро-диффе- 
ренциальным уравнением (1.1) и сопряженным с ним уравнением (1.1*) 
($ 2). Соответствующая этим вариационным принципам билинейная форма 
имеет достаточно простой вид, что позволяет эффективно применять пря- | 
мые методы вариационного исчисления к исследованию и приближенно-\ 
му решению поставленной задачи. 

Пользуясь тем, что Г” = ИГ, преобразуем задачи (1.1) и (1.1") 1 
таким образом, чтобы новая задача была самосопряженной и давала бы | 
все решения задач (1.1) и (1.1"). 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение второго порядка от- | 
носительно функции и ($, Р), заданной в ОХС: 

1 1 К ( | 
— в ($, вта@ (ру (з, та и)) и = (Р)\и (5, Р) 48 + Ецз, Р). (7.1) 


о 


= > 
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Решения уравнения (7.1) будем искать в классе функций 0., который 
будет также и областью задания линейного дифференциального выраже- 
ния и, стоящего в левой части уравнения (О 


В 
а (в) \$ огаа в (5, отаа и) + и= 
ЕЛЕ - 
== и == |а(Р) (5, стад) + 1) (- 2(Р) (5$, стаа) 1) = 
т 2 1 ) 1 Й 
=ОКЛ/и== (- (в) ($ огаа) 1) (РС, гад) --1) и. (а) 


К классу ВБ, отнесем функции и, обладающие следующими свойствами: 
1°. При почти всех (5, О) Ох»л, функции 


1 д Е 
и (3, О =5$) и ор 1 ($ 9+). 


абсолютно непрерывны на замкнутом множестве тьо. 
2°. При почти всех (5, О) Охх, функция и ($, О.{+:5) удовлетворяет 
граничным условиям: 
а) и ($, О: $) = и О- 55) | 
} и а (@-&15) дЕ } о 


д 
и (5, 9 - 1$) = — 8 Я - 5) Е-п. 


6) и (5, О+ +18) =и(5, О 15), 
1 д 1 д :: 
а (О+ ВИН дЕ и (5$, 0 = 25) т — Пане Е) ЗЕ и ($, 0 -- 5) | 


| (&=1,2,..., М1). 


3°. Функция и такова, что Ци. 


ЛЕММА 7.1. Если и @)ь, то ии о. стад и) 9, причем имеют ме- 


сто неравенства: 


пи < (1—2) ый, | — (5, втади) | < (1 —е “9) | и || * 


Д оказательство аналогично доказательству леммы 1.2. Если 
о * 
иЕ ий то, в силу (7.2) и условия 3 я функция и удовлетворяет уравне 
) й. в 


нию: | 
Ио — ИО ВЕ (1.3) 
и условиям 1°и 2°. Обозначим 
{ 1 
= (Пи == — Е р (5, отаа и) ых и, ф = Ш == а(Р) (5, ота4 и) и. (7.4) 


Из условий 1°—3° и из (7.3) и (1.4) следует, что введенные функции ф 
и Ф удовлетворяют уравнениям: 
Тор, %6ДО, 1^9=Е, ЕО. (7.5) 
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Принимая во внимание леммы 2.2 и 2.3, получим из (7.5): 
е=р\Р, ф= (1) “Е = ОБ ЦЕ. 
Отсюда и из (7.4) найдем: 
Е 
ие = (ОБЕ, 
(7.6) 


Г 5, стад и То) о Е а 
а 7 2 


что, в силу леммы 2.2, и доказывает справедливость леммы 7.1. 
Множество функций 0), — линейное и содержится в 9. Линейное диф- 
ференциальное выражение и, вместе с областью его задания Лу, опре- 
деляет линейный оператор Г» с областью определения Р.. 
Введем в линейном множестве О, метрику при помощи скалярного 
произведения и соответствующей нормы: 


(и, Фр, == (Гош, То 0), [®| РА - У(, и). и, 9 Е По. 


В силу леммы 7.1, введенное скалярное произведение удовлетворяет 
всем аксиомам скалярного произведения. | 
Уравнение (7.1) запишем в операторной форме: 


Гай = 265и Е, иЕГ. 


Изучим подробнее свойства оператора Г. 
ЛЕММА 7.2. Если и и о Пу, то имеет место формула: 


(Г и, 5) = (и, 19) = ( (5, 0 +88) 5 (5, 9+8) + 


охл, 
+ и (5, От) 5 (5, О + 15) 48 40 + 
+ \ [5 (5, отад и) (5, стад 5) -- а(Р) ие 45 аР. (7.7) 


охс 
Доказательство. Пусть и и 5 ЕШ,. Тогда жи и [4ьЕ®. По лем- 
ме (7.1), и, в, - (5, втави) и (5, гад 5) 6. В силу (1.2) и (1.5), диф- 
ференциальное выражение [и в точке ($, Р) = (5, О, & примет вид: 
р ов" (0+8) Чи (5, 0+ #5). 


Принимая во внимание лемму 1.1, получим с помощью теоремы Фубини 
(как и при доказательстве леммы 2.1): 


(иные) к \ а(Р)ьи-о 4заР = 
ха 
к \ (5, дтад (5, вта и) › аз ЧР + (и, 5) = 
ох6 
№ т; 
д 1 В д = 
р \ № отв", 0+) 5 (5, 0+ #) 44340 + (и, 5). 


ЭХ; 4-18 
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Функции и и © удовлетворяют условиям 1°и 2°. Учитывая эти усло- 
вия, после интегрирования по частям получим: 


№ № 
(ош) = \ Хорн об, о-ва Ни) 
ОЖл, "ТЕ; 
м 
В У [ НЕ и (5, О- 5) [-и5 (5, О + 15) — 


ОХ, 


1 д 
— мое ое 1 (5, © + 5) Е-в2 (5, 9+ 65) |4 40 = 


ее ) ) о, О) 9Е5 (5, 0-5) & 4540 + (ив) + 
Х”, п: 0 


+ } №, 0+1) 2 (5, О лу) Ни, ОЭ ь(3, 0 --63)1 4340. 
ОХ” 


„Лемма доказана. 
Следствие. Полагая в (7.7) и=о, получим: 


- Та |2. 
(7.8) 


(5, ста и) | 2 
а 


Чьи) == к [и? (5, О &) - и? ($, О + 15) 4540 + 
ЭХт: 


Из (7.8) следует: если [и и =0 почти всюду вОХ С, то и = ($, отади)=0 
почти всюду в ОХС и и(5, О 8) =и (5, О Туз) =0 почти всюду 


6 О Хд.. 
ЛЕММА 7.3. При любом ЕЕУ существует единственное решение 
из Оу уравнения [и = Е, которое при почти всех (5, РЕ Оха дается 


формулой 
а Е 


р = {а (РЕ (5, Р^ )ехр |-- \ (Р—#;) | т 


0 


а (Р-- 3) 4}. 


а 


+ а(Р-+ Е) Е (5, РВ) ехр | -— 

Таким образом, 
О 
Доказательство. Из следствия к лемме 7.2 следует, что опера- 
тор [»‘ существует. При доказательстве леммы `7.1 установлено, 
функция и, построенная по первой из формул (7.6), принадлежит И 


и удовлетворяет уравнению /.и = К. Принимая во внимание леммы 2.2. 


и 2.3, убеждаемся в справедливости леммы И.о. 
Следствие 1. Область значений оператора Го совпадает с ЦИ. 


что 
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Следствие 2. Если и О%,, то существуют и ограничены интег- 
ралы: 
и? (5, О-- 55) 4540 < (4 —е 9) и |, 
охл; 
г (2240) 
}\ (5, О+ ли) 4540 < (1 — 9) пи. 


охл, 

Действительно, из (7.8) и из леммы 7.3 получаем: 

) И? (5, 9 + $) 4540 < (Гоц, и) = 
оЖт; 
— (Го, [о бьи) < 1 Го 1 (Геи, Ги) < (1—2) | и | м. 
Так же доказывается и второе из неравенств (7.10). 

Следствие 3. Если, в частности, Е 65%, то и = 1% 'Е 69%, причем 
По | 3 <1—е 29. (7.11) 


Утверждение вытекает из следствия 3 к лемме 2.2 и из (7.9). 
Следствие 4. 
а. (ТА 


Действительно, в силу лемм 2.3 и 7.3, имеем: 
а 1 = А 1 —1\* —1\* 
(= (Е -НИЕ 6) = КЕ ИЕ) = 
И РИ 


Следствие 5. Пространство О, плотно в пространстве %, О, = ®. 
Действительно, из соотношения (и, Р)=0 при всех и ЕО, в силу 
леммы 7.3 и (7.12) имеем: 


0 = (1% “Гьи, Е) = (Ти, (4-Е). 


Отсюда и из следствия 1 получаем: [4 Е =0. Следовательно, . 
Тод Е = Е =0. 

Следствие 6. Пространство Пу — полное. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.5. 

Следствие 7. [0 = [,. 

Область В, задания оператора /» плотна в У. Следовательно, су- 
ществует оператор /%, сопряженный к Дл. Кроме того, существуют опе- 
раторы (14 “)-* = Г, ° (15 ")° = [%*. Тогда [см. (4), стр. 329] имеем: 


(19) Ее В. 


Теперь для задачи (7.1) можно высказать теорему, аналогичную тео- 
реме 3.1. 
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ТЕОРЕМА 7.1. Для того чтобы функция и была решением задачи 
| (7.1), необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла уравнению 
[и = фо + Е, (1.13) 


где функция вЕН и является решением интегрального уравнения типа 
Пайерлса: 


| 


ое (Р-НЕ. (7.14) 


| 
| Доказательство. Обозначим р=6и. Так как ис, то 


СН. Из уравнения (7.1) следует уравнение (7.13). По лемме 7.3, из 
(7.13) получаем: 


в = Ао бо ЩЕ = . ШО - ЕО В 


Применяя оператор 5 к обеим частям полученного равенства, в силу 
` (2.6) находим: 


) 


> ОГ р + 5-Е 50РАЮЕ = 


би == 5 р +. 


О 


= + 5 (Е ОР). 


| Необходимость условия теоремы доказана. Аналогично, как и при 
доказательстве теоремы 3.1, доказывается и достаточность условия. Тео- 
’рема доказана. 

| Следствие. Из. сопоставления теорем 3.1 и 7.1, а также из ре- 
`зультатов $ 4 следует, что числа 7, суть собственные значения опера- 
тора [., причем Г[лих = «бп». Отсюда, в силу (4.11) и (7.9), имеем: 


Я ^; = = Е 
ив = к До бик = 5 (ЕН ОР Ц) бл = (< +9). — (7.15) 


Принимая во внимание формулу (2.3), получим соотношения: 
(1 Ик, из) — 7 (ть, и;) — И (пх, 5и:)н — 7 (п, т )н —= Ако. (7.16) 
При / == 7х также имеет место связь между решениями фи задач 


(1.1) и (1.1") и решением и задачи (7.1), однако для таких Ё, которые 
удовлетворяют условию (ср. условие (2.14)): 

571 Е = 5Г ПЕ. (7.17) 

ТЕОРЕМА 7.2. Для того чтобы функция и была решением задачи 

(7.1) с функцией Е, удовлетворяющей условию (7.17), необходимо и д0- 
статочно, чтобы имели место соотношения: 


1 1 
и=-— (2+5), -: ($, дтади) = ( 


$), (7.18) 


где © и ® суть решения соответственно задач ЕЕ 
Доказательство необходимости. Пусть функция и есть ре- 

птение задачи (7.1). Это значит, что и), и 1 и= и + К. Отсюда 

следует, как и при доказательстве леммы 7.1, что функции © и %, по- 
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Е Е ЕАН НЕК ЕЕ Я $ 


строенные по формулам (7.4), удовлетворяют уравнениям: 


[ю = \65и + Е, [Г = 5и - Е. (7.19) 

Из формул (7.4) следуют формулы (7.18). Из условия (7.17) и из тео- 

рем 3.1 и 7.1 следует, что би =6ф =5ф. В силу (7.19), построенные 

функции фи ф являются решениями соответственно задач (1.1) и (4.7) 

Доказательство достаточности. Пусть функции Ф и ф суть 

‘решения соответственно задач (1.1) и (1.1“). Это значит, что ФЕД, 
ФЕОД и что функции Ф и ф удовлетворяют уравнениям: 


= =, стад 2) + 2 = 65 + Е, 


= — в (5, втад 5) + ф = 65% + 2. 


Складывая и вычитая полученные уравнения и обозначая 
Ф-+-$=2и, о—ф=20, о=и-фо Ф=иь, (7.20) 
получим: 


1 ) у 
2 (в) (5 стад 5) - и = 5-6 ($Ф + 9%) + Е, 
: (7.21} 
а (Р) 
Из теоремы 3.1 и из условия (7.17) следует, что $$? = 6$. Тогда 
| 
а (Р) 


($, стад и) ® = >ь ($Ф —55). 


($, стад о) Ни = 26 5и + Е, 


, =, отад и) + о = 0. 
Исключая из последних уравнений о, получим уравнение (7.1) для функ- 
ции и; из (7.20) получим соотношения (7.18). Из условий 1)—3) для 
функций ф и 0$ и из соотношений (7.18) следует, что построенная функ- 
ция и удовлетворяет условиям 1°—3°. Это и значит, что функция и 
есть решение задачи (7.1). Теорема доказана. 

Замечание. Рассмотрим переход от задачи (1.1) к задаче (7.1) 
в случае п = 1. Здесь имеется всего два направления: $ и — $. Поэтому 
зависимость от 5$ будет учитываться введением двух функций, со- 
ответствующих этим направленйяям, $(5) и 0з(т). Оператор 5 в этом 
случае равен 


2 (2) + Из (2) = 2 (2). 


В силу сделанных предположений относительно области С, заключа- 
ем, что в данном случае она состоит из конечного числа взаимно не 
пересекающихся интервалов 


м 
У [= 
а Е > (54, т). 
2—1 
В силу сказанного, уравнение (7.1) примет вид: 


ии Е, 
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а условия 1“—3° запишутся в форме: 


1 = 
1°и (т) и т и’ (т) абсолютно непрерывны на (, 


Г Роза» и =-— чаи), 
| 


у 1 ГЕ 
Б) ивы) и), сое д) = руи 6%), 1,2,.. МА 


Ч 1 \! ь 
ие ( И А 
ее 


Таким образом, при и == 1 задача свелась к самосопряженному диф- 
ференциальному уравнению второго порядка с граничными условиями 
типа Штурма — Лиувилля и с областью, состоящей из конечного числа 
интервалов. Поэтому в дальнейшем мы будем считать п>2. Впрочем, 
все полученные результаты будут справедливы и для п = 1, если в них 
сделать предельный переход аналогично изложенному. 


$ 8. Вариационные принцины для интегро- -дифференциального 
уравнения 


ТЕОРЕМА 8.1. Собственное значение 7. равно наименьшему значению 
фунвционала 


(Том, и) 
а 8.1 
|5 | 
при условии, что и Е Буи (5и, би:)н =0, 1=1, 2,....Е —1. Это наи- 


меньшее значение достигается на собственной И ик, соответствую- 
щей собственному значению 1. 

Доказательство. Из (7.8) следует, что функционал (8.1) прини- 
мает только положительные значения. Поэтому имест смысл говорить 
о его наименьшем значении. Из следствия к теореме 7.1 выводим, что 
функционал (8.1) принимает значение /^х при и = ик; при этом 


(их, 5и:)н = (т, п;)н —= 0, В — 1 т. ОС А == 


Таким образом, для доказательства теоремы остается доказать невозмож- 
ность неравенства при и6 Дь: 


(Гош, и) 


— ел А (би, 5и:)н — 0, 
15 [15 


(8.2) 


Допуская противное, обозначим 
щи — би = Р. (8.3) 


Очевидно, РЕЭ. Принимая во внимание формулу (2.3), получим из (8.2) 


и (8.3): 
(Е, и) = (Ши, и) —® (65и, и) = (и, и) —1.(5и, би)н=0. (8.4) 
Обозначим п = би. По теореме 7.1, получаем из (8.3): 


АО Г. (8.5) 
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Так как (п, пн=0, {=1, 2,... А 20, В бАаУ (4.15), имеем: 
(п, п)н —^(Ёп, и > (1 т ее ии {2 > 0. 


Отсюда и из (8.5) следует, что (5/4 "Е, п), >0. Принимая во внима- 
ние (2.3) и (7.12), получим далее: 


И _ (8.6) 
( п 


Но из (8.3) следует: 


очбт = в. т. 


Отсюда, а также из (8.4) и (8.6) будем иметь: 
< (Ру врдивузнаьк ПРИ ЧИ 
Но. 20: ее (ЕЕ) 0. Обозначая 
Ее. 


получим ЕЁ = Ге. А тогда (Г, г) < 0, что, па основании (7.8), невоз- 
можно. Теорема доказана. 

Установленным в теореме 8.1 вариационным принципом неудобно 
пользоваться при отыскании ^,, так как для этого нужно знать все 
собственные функции с меныпими номерами. Следующая теорема, уста- 
навливающая максимально-минимальный принцип Куранта, дает прямой 
метод отыскания Ах. 

ТЕОРЕМА 8.2. Пусть Е,, Е,,..., Е — любые К—1 функций из 
пространства % и 


: и ом, Ш 
ИЕ Ра оби де | 
чет, | и |2. 
(5, 5; ) н=0, 
$ =1,2,..., АТ 


Тогда 
Ах = 58р (Аз, Въ ..., Ака) 
Е; 65 
и это наибольшее значение достигается, Кобо, аи 
‚КИ. 

ока ательство. Цо теореме 8.1, \(и, \,... =. Шо 
этому остается доказать, что у(Р\, Кь,..., Ик) <): при произвольных 
функциях Ё\, К,,...,Рк-а из 9. Выберем функцию и О, такую, что 


К 
=\,Сяих @5и; Сна Осака Эа, Веойеыйй Ч 


= 


Для этого достаточно выбрать числа С; удовлетворяющими системе 


= 


Сон =, УС =1. 


1 7—1 


| 


уе 
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Полученная система всегда разрешима (может быть, не единственным спо- 
собом). Принимая во внимание (4.14) и (7.16), получим отсюда: 


й 


К К 
У (Е, И ха Ик) < (о и, и) =» УС:С; (Го и, и) —= № на А, 
1==1 7=1 1=1 
что и требовалось доказать. 


Недостатком вариационного принципа, установленного в теореме 8.2, 
является то, что множество функций сравнения и должно пробегать про- 
странство /),, определяемое сложными условиями 1°—3°. Это обстоятель- 
ство затрудняет применение методов вариационного исчисления как для 
приближенного построения решения, так и для качественного исследова- 
ния свойств решений, собственных функций и собственных значений. 
Чтобы обойти это затруднение, мы расширим множество функций срав- 
нения: функция и будет пробегать не Ду, а более широкое множество 
функций 0, Дос О.. 

К множеству функций Л), отнесем функции и, удовлетворяющие усло- 
виям: 

а) при почти всех (5, 0) 6 ОХ =. функция и (5, О - 5$) абсолютно непре- 
рывна на замкнутом множестве т.о и удовлетворяет условиям: 


и (5, ОЧ 5) = и ($, О ч.5). г=1,2,....М-—Щ 


Ь) функция и такова, что 


=. ЕЕ ] [12 (5, О- 15) + и? (5, О + 1.5) аза0. 


охл, 


+ \ [Еву стад и)? -- а (Ру? 45 АР < э. 


ох 


Из условия Ъ), в частности, следует неравенство при всех и Г), 
|и!| < [9]. Кроме того, из условия Ъ) и из (7.8) при всех и Р, следует 
соотношение 

[м |2 < [м, и] = (и, в) < о. (8.7) 


Таким образом, Др, <. Функции из О; отличаются от функций. из 

О.о, в частности, тем, что они, вообще говоря, не удовлетворяют гранич- 
ыа 90 

ным условиям 2°’а) и второму из условий 2 Б): при почти всех 

(в, О хх, 


И, р 
(5,9 + &5) = Е 2% и (5, О- 85) Ев, 


С Л д 
и (5, 0 = 1м$)= а(о+ 13) дЕ и (5, 0 -В 8$) | 


1 д 
ОЕ 
1 д 
-—= ЕЕ И, 
а (@-ф т, 3) 98 
Эти граничные условия не входят в определение И и, как будет видно 
ниже, оказываются естественными граничными условиями для задачи 


(7.1). 


и (5, О) ЕЕ, = 


($, О- 25) Е, п ааа =. 
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Квадратичная форма [и, и] порождает билинейную форму: 


ш, = \ [ш($, 0+5) 2 (3, О) + 


охл, 
а 
+ (5, +5) 2 (5, 0 + луз) 40 + (С-вее, ви (и, о). 
На основании обобщенного неравенства Буняковского — ок 
(а, 2]? < [и, и] [2, 5] = [шРеР, 


билинейная форма [и, $] существует для тех и и 9, для которых суще- 
ствуют квадратичные формы [и, и] и [ъ, $]. 
Пусть и Дь, 56 Р,. Тогда имеет место формула: 


[№ 5] =(00 9.2). (8.8) 


Формула (8.8) доказывается так же, как и формула (7.7). При этом 
используются свойства 1°—3° для функции и и свойства а) и Ъ) для 
функции 5. 


ТЕОРЕМА 8.3, 
> ь [м]? 
Ак = змр 101 т ти х 
: 6 м 1 и 
О бы Ре ы 
$=150....> К 
причем зир достигается, когда 5Е; = 9, &=1,2,.... &— 1. 


Доказательство. Воспользуемся построением, принадлежащим 
К. Фридрихсу [см. (3), стр. 15]. В силу (8.7), на линеале Оу, плотном 
в полном гильбертовом пространстве ®, оператор /., — положительно опре- 


деленный. На множестве Ду определим новое скалярное произведение 
[#, |, полагая 


[#, #] = (ов), и ЕЛЬ (8.9) 


Легко проверить, что в силу такого определения множество Оу пре-’ 
вращается в новое гильбертово пространство, которое мы обозначим через 
0.. Норму в О, будем обозначать через [и], так что 


Ш [ш, и] = (ов), ее В 
В силу (8.7), имеем: 
и || < [4], иЕ6ШБ.. .- (8.10) 
Пространство О, может оказаться неполным; в этом случае мы обыч- 
ным способом пополним его. По теореме К. Фридрихса, 0, с 9. Тогда 


легко показать [см. (8), стр. 23], что равенство (8.9) справедливо также 
и при и Д., 56 Ш,, а неравенство (8.10) справедливо при 6 Д.: 


[2, 2] = (в, ©), 
(>| <[2], и6Дь оЕБ,. 
Итак, по построению, спраеедливы включения: 
сте э, Е. (8.12) 


причем Ру плотно в РБ, в смысле метрики [ |] и [у плотно в 9 в смысле 
метрики ( ). Докажем, что Р, < Р.. 


(8.11) 
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Пусть, напротив, найдется такой элемент и из Д., не принадлежа- 
щий 0.,. Рассмотрим вариационную задачу: 


м [и — и] = 4 (1) > 
чер 


По определению Ш, существует последовательность функций {ии} ср, 


такая, что 
та [ии — 1]? =а (ио). 
п- со 


Пусть задано => 0. Тогда найдется такое М`>>0, что 
[ии — и]? < 4 (и) + г, 
если п > М. Пусть пи т›> М. Очевидно, что 


|1 
3х (и, + ит) [< >. 
П 
оэтому } : 
[5 (= в") —ш] > 4 (щ). 


Отсюда и из очевидного равенства 
4 


1 2 й к 
| (и -- и") — щ | + [5 (и, —ш)] = 5 [и п— 10]? + 5 [ит — Шо 
следует неравенство: 
Л = 
а (и) + + [и» — ит]? < а (йо) - г. 
Следовательно, [и„ —ит|->0 при п, т-> со. Из полноты пространства, 
следует, что последовательность {и„} сходится к некоторой функции 
иЕЛ., для которой _ 
# — и]? = а (и). 
Так как й реализует в О, минимум функционала [и — и, ]?, то 
9, #—1щ1=0, ЕД р,. (8.13) 


Принимая во внимание формулы (8.8) и (8.11), из (8.13) при всех 

16 Ду получим: 

(Гот, и — шо) = 0. 
Но Гм пробегает все пространство 9, когда у пробегает все простран- 
тво Оу. Поэтому и = и,, что невозможно. Следовательно, 2, с р.. От- 
сюда и из (8.12) имеем: 

ей Ре ея 
Следовательно, Ду плотно в Д, по метрике [ ] и по метрике С). Опе- 
ратор 55 ограничен в ®. Отсюда и из теоремы 8. 1 непосредственно сле- 


дует теорема 8.3. 
Следствие 1. 


и]? 
Ах — . ры , (8.14) 
цер, || би | 
(Ви, би; )Н=0, 
4=1,2,..., Ш 


причем наименьшее значение \к достигается на функциях 


1 ет 
и == И бе) АЯ ко 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Е ОИ ее ОА о 
образующих собственное подпространство оператора Го, соответствующее 
собственному значению \№к, и только на этих функциях. 

На основании (7.15), (7.16) и доказанной теоремы достаточно устано- 
вить, что функция и, реализующая минимум в (8.14), удовлетворяет 
уравнению 

о = м9, ЕО, (8.15) 
Если шЕД, и реализует минимум функционала в (8.14), то для любой, 
функции *% из Р.С 0,, удовлетворяющей условиям 
(ть бин ==, (8.16) 
имеет место равенство: 
[@с, По] — Ак (5%, 5\о)н = 0. 
Принимая во внимание формулы (2.3) и (8.9); получим отсюда: 
(Го — Аки, Шо) == 0 (8.17) 


для любой функции 1.6 Д)., удовлетворяющей условиям (8.16). Дока- 
жем, что равенство (8.17) справедливо при всех ч6).. Действительно, 
полагая 

к 

%=1— У (57, Зи ни, 

= 
получим, ‘что % ЕД. и удовлетворяет условиям (8.16). Тогда из (8.17) 
имеем: 

тк 

(Гол — №кб5т, и) = (Го\о — Акб бе, Шо) + № (57, Эш) н (Го из — Акб, що) = 


1 
Из 


Е У (59, Зил)н (№ — №») (65, ш) = 
= 
1% 


— > (59, 5и:)н (7; — Лк) (би, 5 )н == 0, 7] [5 ты 
=1 
Это значит, что 
ЕД, —.ь5)* = Ду, —жьз = Ба, = Бу 


и удовлетворяет уравнению (8.15). 

Таким образом, хотя множество функций сравнения в (8.14) не удо- 
влетворяет всем условиям дифференцируемости и граничным условиям, 
необходимым для принадлежности к Д., однако функция, реализующая 
минимум функционала в (8.14), принадлежит О.. Следовательно, упомя- 
нутые выше граничные условия оказываются естественными. 

Следствие 2. Из теоремы 8.3 следуют оценки для собственных 
значений возмущенной задачи, когда а и ВБ изменяются согласно (4.23): ` 


(1 — в) (1 — в) < а. (8.18) 


Действительно, на основании (4.24) имеем: 


Ак = зар 11 те та 
Е: 69 мер, | 5и |5 
< (Зи, ЗЕ; )Н=0, 
4=1,2,..., А 
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} гм (5, О Е) + из (5, О-+- ли) 0 
< зар Ш е- т ие 


6 ео, | ‘— ети . | 
Увы Роны \ ИР \е(РУБ(Р)[\ы6.Р) 4] р 
1—=1,2,..., —1 с 1 


1 Е 
(1 + =!) \ == (5, ста@ и)? 4заР -- \ а (Р) и азаР 


= в вы ох = 
1 п ка ь 2 > 
ата \*Р)5(Р)|\ =.) 4| ар 
а (9) 
(+ _ зар Ш и 
м-в. мер, Си 
а, о 1 5м | 
а ЕЙ ых 
Е [287] 
=— Я = 1 -; © р 
о - 
т) %ЕР, Н 
аб (м, 86) =0, 


4=1,2,... КАЛ 


Через [и, и] и 0, мы обозначили форму [и, и] и множество О,, гдеа и 
‚6 заменены на а и 6. В силу условий (4.24), вместе с функциями 


® функции С; также пробегают все пространство ?. В силу (4.25), 9 


состоит из того же набора элементов, что и $. Поэтому имеем: 


А . и,щ 5 
ти = зир шт [ы, ы = (1 4 е,) : ее ли 
осо чет, Ш я 

(би, 56, = 


1=1,2,..., К—1 


что и устанавливает справедливость правой части неравенства (8.18). 
Аналогично доказывается и левая часть неравенства (8.18). 

Оценки (8.18) характеризуют поведение ^х в зависимости от изменения 
коэффициентов а и 6. В работе К. Фукса (5) даны другие соотношения, 
характеризующие поведение простого собственного значения }, в зависи- 
мости от а и 6. 

Следствие 3. Имеет место монотонная зависимость }. от коэф- 
фициента 6: если Ь(Р) <Ь(Р), то Л» >. ^№› и наоборот. 

Следствие 4. Имеет место монотонная зависимость \х от коэф- 
фициента а, если последний изменяется так, что а(Р) = (1+ =, )а(Р) 
почти всюду на С. Тогда \к > 1 при в > 0, \к < к при в < 0. 

ТЕОРЕМА 38.4. Решение и задачи (7.1) при < М№ сообщает функ- 
ционалу 


[и  —^ | 5и и —2(и,Р) (8.19) 
наименьшее значение в О.; обратно, функция и из );:, реализующая ми- 
нимум функционала (8.19), — единственная и является решением задачи. 


(0. 

Доказательство. В силу теоремы 8.1, при ^<_^Л самосопряжен- 
ный оператор Г. — ^65 — положительно определенный. Кроме того, Д, 
плотно в Д, в метрике [ |] и в метрике ( ). Поэтому [ем. (8), стр. 12],. 
если и — решение задачи (7.1), то оно сообщает функционалу (8.19), наи-- 


меньшее значение в Ду. 
4х 
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Обратно, пусть ши, и реализует минимум функционала (8.19) при 
< №. Тогда при всех 46), будем иметь: 


[4 о, 71 — ^ (и, 571) н = 5, Е) = 0. 


Отсюда, принимая во внимание формулы (2.3) и (8.8), при всех 6 До 
получим: 
(от — 651, шо) = (1, Е), 
откуда следует, что 
о Е Пт. —жь5)* — № и Ро о — 65 — У. 


В силу единственности решения задачи (7.1), эта функция и, — един- 
ственная. Теорема доказана. 
Выражаю благодарность Н. Н. Боголюбсву за повседневное внимание 


и руководство при вынолнении данной боты. 
Поступило 
25. ГУ. 1956 
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Л. М. ГАЛОНЕН 


О ФУНКЦИОНАЛЬНО-ИНВАРИАНТНЫХ РЕШЕНИЯХ 
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ В п-МЕРВОЙ ОБЛАСТИ 


`(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе находятся функционально-инвариантные решения волнового 
уравнения с любым числом независимых переменных. Полученные резуль- 
таты обобщают результаты Н. П. Еругина, относящиеся к случаю волно- 
вого уравнения с тремя и четырьмя переменными. 


Известно, что функционально-инвариантным решением дифференциаль- 
ного уравнения называется такое его решение, произвольная функция от 
которого также является интегралом уравнения. 

Вопросами — функционально-инвариантных решений — занимались 
В. И. Смирнов и С. Л. Соболев (!), предложившие в 1932 г. новый ме- 
тод решения задачи Коши для волнового ‘уравнения в трехмерной области 
при помощи функционально-инвариантных решений и применившие ре- 
зультаты к решению ряда вопросов теории колебаний и других задач 
математической физики. 

В 1948 г. Н. П. Еругин (?) дал другой метод конструктивного по- 
строения решений и нашел все классы вещественных и комплексных 
функционально-инвариантных решений волнового уравнения в двух- и 
трехмерной областях. М. М. Смирнов (3) применил метод Еругина к вол- 
новому уравнению в четырехмерной области, увеличив таким образом. 
число независимых персменных на единицу. Но при этом рассуждения 
значительно усложнились и дальнейшее обобщение стало весьма затруд- 
нительным в связи с громоздкостью выкладок. 

Можно, однако, изменить метод отыскания функционально-инвариант- 
ных решений, значительно упростив его и сделав возможным его приме- 
нение к уравнению с любым числом независимых переменных. Такое 
упрощение для трехмерной области рассмотрено в работе автора (“). 

Рассмотрим волновое уравнение в и-мерной области: 


У Е (1) 


И 
Функционально-инвариантное решение этого уравнения определится, 


очевидно, системой: 


У 2) 
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Второе из этих уравнений является уравнением характеристик. Полный 
интеграл его можно взять в виде: 


и У + У; а? Е ап, (3) 
1 1 


где а; = сопз. Чтобы получить все решения уравнения, достаточно уста- 
новить 1, 2,..., П зависимостей между коэффициентами полного интегра- 
ла (3). 

Будем варьировать произвольные постоянные а:, считая их функция-. 


ди 
ми т; и выбирая так, чтобы производные первого порядка -— не изме- 
1 


нили своего вида при переменных а;, т. е. чтобы решение (3) по-преж- 
нему удовлетворяло уравнению характеристик. 

Из всех получаемых при этом решений необходимо выбирать те, ко- 
торые удовлетворяют и первому уравнению системы (2), а это возможно, 
как легко видеть, если коэффициенты а; будут удовлетворять условию: 


— > =— [1 : (4) 
1 И а? 
1 


Проведем рассуждения для случая различного числа зависимостей между 
параметрами а; полного интеграла (3). 

Случай п зависимостей между параметрами а; пол- 
ного интеграла. Рассмотрим полный интеграл (3) уравнения харак- 
теристик и предположим, что между коэффициентами а: существует п 
зависимостей: 


Ф (ал, @>, аз, -.., ат1) =0, © = № 2, Зуя п, 
которые можно записать в виде: 
ар = а, (а:),. =, 3,... п -- 4. 


Функционально-инвариантное решение определится в этом случае си- 
стемой: 


и = У 1 -- и УЕ а, (3) 
1 м 


ыы й а -- у а; а; 
а УЕ (5) 
2 и хо а? 
Исключение 1, из уравнений (3) и (5) дает: 
о а; 1 
и = м (а — а, а) [ &- — И \ Каз, — а, ЕЕ (6) 
2 


И/т 
` и ха 
1 


= ^ 
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Дифференцируя это выражение по х;, принимая во внимание условия (5), 
накладываемые на коэффициенты а:, и подставляя в уравнение характе- 
ристик, после некоторых элементарных преобразований найдем, что коэф- 
фициенты а; должны быть подчинены условию: 


п п 
|5 (а — ад У (а км | =0. (1) 
1=2 $ К=2 
Уравнение (7) распадается на два: 
9—0 
и 
п п 
о (а — а1а,)? + ый (ака, — ва, =0. (8) 
2 + #=2 
Если а, +0, то уравнение (8) можно переписать в виде: 
ъ п 
Уи? + У (шир ши,)=0, (9) 
2 ВК 
где 
ый ‚ Чи; 
ве РИ 
Предположим, что и; = и: (и›), где { =3, 4,..., п. Тогда уравнение (9) 


примет вид: 
п п " 2 
, ди, \* =. аи; ) ( ди; } = | лез 
в 1+ (5) + (в те = о 5 — 0. 
з р 


откуда следуют две возможности: или и, = 0, или 


а а Чи Чи, \? 
и) Уи) + -шчы) а. 
з 


био 


2 


Случай и, == 0 будет рассмотрен позже. Во втором случае уравнение 
(10) можно рассматривать как обобщенное уравнение Монжа с п— 3 


неизвестными функциями и;, зависящими от и. 
Известно (5), что в случае двух независимых переменных уравнение 


в частных производных 
Е (х, у, и, р, 9) =0 (11) 
может быть приведено к уравнению Монжа с двумя неизвестными функ- 
циями: 
М (х, у, и, у’, и’) =0 (12) 


путем исключения ри 4 из уравнении 


т Р ий 99 
0 РТ } , 
РН” РУ ОЕ 

др др 


и, обратно, уравнение (12) приводится к. уравнению (11) путем исключе- 
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ния у’ и и’ из уравнений 


ом ‚2м „ом 

ду’ ду’ ди’ 
4. = ара 5: 9М 

ди’ ди’ 


Это положение доказывается у Гильберта и Куранта (5) геометрическим 
путем. Доказательство можно провести и аналитическим путем, что зна- 
чительно облегчит обобщение метода Монжа на случай любого числа 
неизвестных функций и на уравнение в частных производных с несколь-. 
кими неизвестными функциями. Действительно, уравнение (11) эквива- 
лентно системе: 


а _ “9 4и ра — ар в 49 
С > Е РУ ОЕ 9Е вой дЕ 
др т ПЕ оз В "ды -9 


Полагая у =у(2) и замечая, что при этом 


и = р- ау’, 
найдем: 
9 ВУ де 
р Ва З 94 
ЕО: ЕЯ РУ 
др др 


Исключение р и 4 из этих уравнений и уравнения (11) приводит к урав- 
нению (12). 

Обратное положение можно доказать введением тангенциальных коор- — 
динат. Рассматривая уравнение (12) и переходя к тангенциальным коор- = 
динатам 


р=Х, 4=7, рг-+ду-и=И, ш=р-+ау=хХ+Уу, 


получим уравнение в частных производных с параметром у’: 
М (Р, О, РХ + ОУ— (0, у, Х-+Уу’) = 0, 


которое, очевидно, эквивалентно системе: 


ах < ау ыы ай 
м 0м =“ эми эм _0м 9м _0м р 
ЭР Г ди 90 А Р(35 ди х)+9(-30 ди у) 
38.2 БИ 49 
Ея о 
ди’ У ди’ 
Возвращаясь к старым координатам, найдем: 
ам эм эм эм 
р’ 5 Гб Р п“ ду ди 1 
эм А ак эм , (13) 
ди’ о 


где р’и 4’ — производные ри $ по т. 
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——ы_——ыы=———ыы—ы„—„ АА 


С другой стороны, дифференцируя уравнение (12) пох и замечая, что 


и = ру, ш=р’ +9’ +4у, 
_ получим: 


МОМ, ое Ома ) у 9М 
бд Иду Та" Ри ФУ +9) + 5ру =0. 


Исключение р’и 4’ из этого уравнения и уравнений (13) дает при у’ == 0: 


ду’ хх ди’ т 0, 
И: 
9мМ ‚ М фи 9мМ 
ду’ ду’ ди’ 
Е В в 
ди’ ди’ 


Дальнейшее решение уравнения Монжа совпадает с решением, приведен- 
ным у Гильберта и Куранта, и сводится к исключению параметра а из 
полного интеграла уравнения (11) и его производных первого и второго 
порядка: 

42% 
аа? 


$ (х, у, и,а,6) =0, ——=0, =0, Об =о (а). 

В таком виде рассуждения легко обобщаются на уравнения с любым 
числом неизвестных и на случай уравнения в частных производных 
с несколькими неизвестными функциями. В первом случае для приведе- 
ния уравнения 


М (21, хз,..., Ти, и, х., т... 1, И’) =0, 2 =44(2)), (14) 


к уравнению 
ди 


р р) = 0, Ра — ‘ба, › (15) 
достаточно исключить т., т.,..- х,, и’ из уравнений 
^ 
п 
эм УМ = 
дл = 0%; 
М =0, И Ре ОМ 
ди’ ди’ 


Если обобщенное уравнение Монжа зависит от нескольких неизвестных 
функций нескольких аргументов каждая, 


; дил дил п—К р 
м (втьль и, и>,..., тк, ду, ....) д», ...., 951 ....) 97, = 0, 


то аналогичным путем можно показать, что для приведения такого урав- 
нения к уравнению в частных производных с одной неизвестной функ- 


ди. 
цией достаточно исключить А (п — # + 1) величин т из (п К-Е1) 1 
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уравнений: 
п—К 
ди ди; ) 
бе = р. Рк+ дд, › 
1=1 
9М 9М 
+ Ре ры=0, (16) 
ди. и . 
д 7 2 (5; ) 
9%; й 
М =, 
гдей = 1, 2,..., К, 1 =1, 2,...п—Ё; и=и,_к, ачерез р; обозначены про- 
изводные и по 1; в предположении, что и = и (21, 4,..., Тк, И1,....Итк), 
т. е. 
ди ди 


Р: = ‘д; › РАН — и, . 


Применяя эти рассуждения к уравнению (10), найдем, что оно может 
быть приведено к уравнению в частных производных: 


п—1 п—1 2 
| Зн+ [ Зны-в) = 0, (17). 
2 Е: 


которое является обобщенным уразнением Клеро. Здесь 


=, И = Иа (Ш, »,..., Ит—1). 
Полный интеграл уравнения (17) будет: 
%—1 В 
„= У Ани + / 1+ У 4, 
3 з 
где А; = сопз6. Варьируя произвольные постоянные и положив А; = А; (Аз) 


(1 =4, 5,.... п 1), мы получим решение уравнения Монжа (10), исклю- 
чая А; из уравнений: 


п—1 А 
И, = 2 лы] 1+ МР 
з 


тв (8) 
и. в а? и,, а и, _ 0 
аАз 77-248 9% ВВ 


Отсюда найдем: 
и; = $: (и›), ео. д, 


или, возвращаясь к старым переменным: 


а; = @. . 42 
: = а: ф: м 


Подстановка в уравнения (3) и (5) дает искомое функционально-инва- 
риантное решение в параметрической форме: 


и=а, Ё = + Ув (=) = Е ие у # ] - аъ41 (а), 
з 3 


РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 59 


а1 


п 
_а® аа» а.\ 9 (@1$;) 
А а да: == я (=) а 


® 
аз а а 
д, № т [с 9 (=) я + 


с параметром а. 
В частности, при п = 3 условие (8), накладываемое на коэффициенты 
полного интеграла (3) уравнения характеристик, имеет вид: 


(а, — а. а)? - (аз — а: а, )* + (ага, — аза,)? = 0. 
При и, -Е 0 уравнение (10) запишется в виде: 


ыы) 


Чил 


Интегрируя его, находим: 


и, = Си аа: И1- (*, С= 0018. 


Подстановка в уравнения (3) и (5) и исключение а, дает: 
и = а, (1. +: ИТ - СЁх, + Ст) + а, (1 Е. Ста + У1-СЕз.)), 
ео СЕ С аз (2. Ст У Т- С) = 0, 
откуда следует: 
и=Ф (2, НЕИ1- С.С, В Е (19) 


Мы получили решение (125) работы Еругина (?) (стр. 128). 

Рассуждения проведены в предположении, что коэффициент а, в урав- 
нении (3) не ‘равен нулю. В случае же, если а, =0, то зависимости 
между а; могут быть записаны в виде: 


а; = 0, Фк (а, аа 0, р =2, ел, 
или 
а; = а; (а), ое 


Система, определяющая функционально-инвариантное решение, будет за- 
дана уравнениями: 


п п 
и = Уча + Ух а ата, 
2 2 


з (20) 
аа; 
й аз + № тя пе 
а А+ == 0 


даа — т да 
т 
> 4 
2 
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Рассуждения, аналогичные предыдущим, приведут, очевидно, к решению, 
не зависящему от 2;. 

При а; =0, а. =0, ..., ал =0, ак 0, решение определится си- 
стемой: 


г а 
х+1 
и = акк + акзаткаа | р ве (=) д 


А: 
Ра у: - УеЕ- вы (ак) = 0, (21) 
Е 2 
о 
аак 
Если Ё = п, т.е. 491 =а.=...=а,_1=0, а, -Е 0, то получим: 
и = ав (2 + В + ата (ав), 
ди 


А р Нат е5 0: 


% 


да 


откуда и =$(х„ - #), где х — произвольная функция. 
Вернемся к первому случаю выполнения условия (9), когда и, = 0 
или и, == С (С = сопз1). Уравнение (9) в этом случае примет вид: 


ъ п 
(С) У, и о (ши, — ини, = 0, (22) 
3 3 
а: 
где и; = а . Полагая и; = и, (из), &=4, 5,...,п, получим, при и. ==, 


уравнение: 


(1 С°) (1 +» и) - У (и: — изи!)* У (ши, — ини)? = 0. (23) 
4 4 


4 


Применяя к нему указанный выше обобщенный метод Монжа, получим 
уравнение в частных производных: 


ОН У р?) + (У ран — и, =0, (24) 


ди 
где р; "Зы ИЛИ 


п—1 к - 
и, = Ури + Ув + с) (1+ Ум). (24) 
3 3 


Исключая А; из полного интеграла этого уравнения и его производных 
по Аз, т. е. из системы 


Чт = У Аш, + П/з С) (1+ Уд, 
з ь (25) 


и 
т =0, #=3,4,...п—1, А; = соп8ь, 
3 


сы 
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мы получим и— 3 уравнения, которые могут служить для определения 
их в функциях от из: 


; а 
к 
Ик = фк (из), где а о 
Искомый класс функционально-инвариантных решений определится 


уравнениями: 


и = аа; -- Салт, -- азаз 2 1$ (2) жи + 
я 


о у: ++ Се аа + Уве ана (а), (26) 
4 
ди 
рут, ) 


где а, — параметр. В частности, при п=4 мы получим решение (38) 
работы М. М. Смирнова (3). 


В случае и, =0, и =0,....и, =0 вспомогательное уравнение (21) 
будет иметь вид: 
К п п 
(+ У <) (1+ У) + Уши фиш =0. (27) 
$=1 Е-ф1 Е +1 ) 


Его также можно привести к обобщенному уравнению Клеро вида: 


п—1 3 т и—1 
и, = Ури + Уй+ Ус) (Е+ х 22), 
К + 


полный интеграл которого 


И Тат У4). (28) 
К 1 Е-+1 


Присоединяя сюда уравнения 


О" р 1 Аа, ПА 
АТ 


и исключая Ах, найдем: 
ах ц 
из = $4 (ик), а =: (№), п й ВОЙ, 


Решение получится, если исключить @1 ИЗ уравнений: . 


К +1 


Е—1 п 
и =а, (=, С р .) -Е акк + у фах | 
2 


Е т 


и › с) ++ Хе, } (29) 


и 
1 
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При & =п—1, т. е. если и, =0, фи 


- :=0, и + 0, мы по- 


т— 


лучим или тривиальное решение 


Ип—ф 


п—1 
1 (и) = № С; -- у У С?Е, С; = своп, 
1 1 


являющееся частным случаем формулы Смирнова—Соболева, или если 


#—1 


1+ УС =0, (30) 
2 


то будем иметь: 
п—2 


хе (= + Сож, Н.Н Сиои-а + ПИ: -Е ре $, 2) с (31) 
2 


Случай одной зависимости между коэффициентами а;. 
Предположим, что между коэффициентами а; полного интеграла урав- 
нения характеристик 


й = Ура: - Ух а + -- Чт (3) 
1 1 


существует одна зависимость: 


Ф (ал, а>,..., Яат+1) = 0. 


Допустим, что это уравнение разрешимо относительно одной из величин 
а. Пусть, например, 


@п--1 —= @п+1 (ал, а>,..., @)). 


Соответствующий класс функционально-инвариантных решений опреде- 
лится в этом случае системой: 


п а 
1 ме 
и = Уран Е у Уа -- алла, 
1 1 
ди _ а;{ ба (32) 
о У 


Исключение 1; из этой системы дает: 


п 


да 
®-1 
и = аи-+1 — м а; а = (33) 
7 о 
Кроме того, исключая 41, 1.,...,1п, { из выражения (3), его производных 


по а; и уравнения (33), получим: 


к ди 
2 Е (34) 


> “ 
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откуда 
и — (15, м. (35) 


Для определения а„;: имеем, очевидно, уравнение: 


п 
да 
о, ыы О 2 Чи 
= да; = Чт (= ) ом ...) г) (36) 
интегрируя которое, получим: 
‘ана би а» а п 
@п+1= $ я о 5) с) $ (2, ео. 5), (37) 
где фи $ — произвольные функции. 
Введем новые переменные, полагая 
а; : 
а ВЯ, ВВ (38) 
Уравнения (35), (32), в силу (37), (38), примут вид: 
п о т 
т - Зы + у 1 =е УВЕ-+ (Е, ь, .. м) ==.0. | 
2 
Е: д. ы 39 
Ва 0, 1-12. д — 
И '+ч | 
2 
Е р (35’) 


Полученная система (39)—(35’) определяет решения уравнения характе- 
ристик. Чтобы оно было функционально-инвариантным решением, необхо- 
димо, чтобы и удовлетворяло и волновому уравнению (1), а это возможно, 
если функция ф будет подчинена некоторому условию. Найдем его. 
Дифференцируя уравнения (3) по 21, в силу (32) получим: 


(40) 


Вместо того, чтобы, следуя методу Еругина, дифференцировать эти вы- 
ражения и подставлять в уравнение (1), что для п переменных приведет 
потом к решению весьма громоздких систем, определяющих производные 


—_ исключим а; из уравнений (40) и (38). Мы получим: 
7 
9 
т" ы + И 5 т (41) 


0%; г 9 о 


Дифференцируя эти уравнения по 1: и подставляя в уравнение (1), 
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найдем: 
п дЕ, 
еде ха д: 
У к (42) 


С другой стороны, дифференцируя уравнение (35’) по 24, подставляя в 
(41) и учитывая, что уравнения (41) должны удовлетворять условию 
О. | 
92:05, ‹ ддт, ' 
мы, исключая производные из полученных уравнений и уравнения (42), 
найдем, что функция ф должна удовлетворять уравнению: 


Убе (Ув =) =0. | (43) 
2 С 2 ° 


для интегрирования этого уравнения применим преобразование Лагранжа. 
Введем новые переменные, полагая 


п 
9% _х. 9Ф 
ай. > 5—9 = 2, 
что дает: 


п 
92 
нь, 2 Уж 


Уравнение (43) примет вид: 


п 


С +(% Хх =0. 


Я 2 - 


Общий интеграл его будет: 


вн 2 2 в 2 Хз Ха Х» 
2=:У ++. ++ (57, 16...) 
где Ф — произвольная функция. Возвращаясь к старым переменным, мы 
получим: 
О к, 
где 


причем ); должно, очевидно, удовлетворять уравнению: 


1+ Э + (ь + Уны 0 
з 3 


ИЛИ 
1+8 хам Ума =0. (44) 
3 3 


Таким образом, мы получили еще один класс функционально-инва- 
риантных решений, отвечающий случаю одной зависимости между аа: 


ве. 
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уефыу + финны. ‚ в) =0, 


Е 


т: —— 4. бала —е =0, 
у: — х 8 
(45). 
ешь аз, (9). 
д_ 
дЕ, 
= Ф (А, Аа, - - -, Ан) м= д › 
`9Е» 
1-е Ум 28 УмЬ =0, 
Е: Е 
где &», &,...,Ё являются параметрами. В частности, при п = 3 уравне- 


ния (45) и (35’) принимают вид: 
Аа 25 + (1 +а)м=0, и=Ф(), 


и мы получаем третий класс решений Еругина, определяемый формулами: 


т + 21% + ых У! як 5 НЕ р = ф(&1, 6) =0 


Е даа _ и и. 
Туаха Аа НА баЩь с: 
дФ 
#26 
и=$(), =, АВ 2 + (1-8) № =0, 
д, 


ли решения (84), (85), (86) работы Еругина (?). 
Случай любого числа зависимостей между а. Рассмот- 
оим еще раз полный интеграл уравнения характеристик 


и = 2 аи + Уз а Е- ата (3) 


предположим, что между параметрами а: существует п—# + 1 зави- 
имость, где К может принимать значения А =2, 3,....п— 1. Ох 
им эти зависимости в виде а; = а; (аи, а»,..., ак), где ; = АЛ А-О,. 
..п-1. Искомый класс функционально-инвариантных решений опре- 
елится системой 


п 


Е Хе + Уаз 1 ее @т- 1, 
1 
д Е “т 2 . да, да +1 
и О +1 п+1 _ 
рн И. У да га г . да 0, 
з=К+1 т з 
У. 
1 
де т=1,2,...,Ё, причем аё должны еще удовлетворять уравнению (4). 


’ Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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: ы < . 
Исключая из уравнений (46) Е переменных 14, получим: 


п К 
да: а; 

: % +1 

и = № («— и О - = @ы 1 — @т а, = 0. 
а т =1 

и У 
1 (47) 

1 


Это выражение и должно по-прежнему удовлетворять уравнению харак-. 
теристик. Дифференцируя (47), подставляя в уравнение характеристик и 


и 
принимая во внимание уравнения —— = 0, мы получим: 


бат, 
п - 
да 2 
4 
п к р | № « («- т Эд }| 
а ее: т 
У («- ч т. =) — Си т = . (48) 
+=К- т=1 бт Е ` 
2 
4 
х 
или, после некоторых преобразований, 
К п Е да р: 
7 
У: У («— У @т че 
4—1  )=К+1 т=1 ие 
п К Е 
да. да 2 
а а + 
-- У [4 («— уу _ —(% (&«— р а] =0. (48). 
КТ т=1 т т=1 т | 


Это уравнение может служить для определения коэффициентов а:. С дру- 
гой стороны, исключая 1; из выражения (47) и его производных по аз» 
в силу уравнения (48) найдем: 


7.3 
Уч» =0. (49) 
$—1 * 
Общий интеграл этого уравнения будет 
и а аз ый 
2 (= о ^) , (50) 


т. е. и является функцией а1, а», ..., ак, где ак+; определяются уравне- 
нием (48). 

Уравнение (48) можно рассматривать как обобщенное уравнение Монжа 
в частных производных с п— К неизвестными функциями ака, акуо, ..., 


аргументов каждая. Применим к нему изложенный выше обобщенный 
метод Монжа. 


Введем обозначения: 
а: = У}, аа @к+; = Ир Я 


Уравнение (48) можно записать в форме: 


= ЗЕ. ЭУт 
= 1—1 т=1 
п—К Ё К - 2 
ди. ди; 
Ех л | (. а , | Ч. о > а 
р ие ты Ут Ут Е. 2 Ут Эт и 5 


Если предположить, что и; = и; (и1), где #=2,3,...,п— &, то уравне- 


РЕШЕНИЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 67, 


ие (51) приведется к виду: 


"—К п п—К 
1+ Уш + У аш — Ш) + У (шик — ини = 0; (52) 
2 2 2 


оследнее уравнение, очевидно, эквивалентно обобщенному уравнению 
\леро: 
п—К—1 п—К—1 


а 2 р ( о рии — ии}, = 0. 
1 
олный интеграл его ь 


п—К—1 п—к—1 
ип_к = о А -- ПИ + »: А, А; = с0186. (53) 
1 
[олагая А; = А; (4А,), дифференцируя (53) по А, до порядка п —1 и 
сключая 4, из уравнения (53) и его производных 
аи 


а. 


= АИ. 


ы получим п — 1 уравнений, которые могут служить для опреде- 


ения 
= (0) Пе а еп, 


ли, возвращаясь к старым переменным, 
ав = @т (ат). т и +2, Е-З, 
ешение определится уравнениями (46) и (50), в которых ат = @т (@к+1). 
В общем случае, полагая в уравнении (51) 
Ипк = Инк (Ул, Уз, + --› Ук» 1» а, › - +3 Ит-к—1)» 
ы сможем привести его к уравнению в частных производных с одной 


известной функцией, применив к нему изложенный выше обобщенный 
отод Монжа. Уравнение (51) можно переписать в форме: 


п—К п— 
2 > уе + У (мП; —ш 0) =0, (51') 
1 $, 1=1 
[е 
а ди. 
аш — Хуа. (54). 
ыы и 


Первые # равенств системы (16) примут ‘вид: 


ду; = 70 ты Е ду; } 
е 
ик дих 
ди, ИР ди, 


5* 
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Отсюда 
п——1 


ОИт—к =) -Е У Рь40+, (56) | 
+= 1 


где 
к п—к 
Р=ив— Уир:— У изр:. | 
1 


1 


ди: 
ифференцируя авнение (51”) по —* и подставляя в остальные ав- 
р руя Ур Эу, Ур 


нения ‘системы (16), после элементарных преобразований получим систему: 


Е м—к—1 п—К п—Ё 
2 
(Уи-+ 2 из) У — (У и: 0 = 0, 
| 1 1 1 1 (57) 
Е п—К—1 ЯК | 
(Хи-+ У м), +. о-в) Ув = 0, 
1 1 3 
или — 
к п—^ п 
(Хи+ Ум) 0; -+ Р.Ю — щи Ушла =0 
1 1 1 
(57/)} 
(= а. па ! 
Исключая отсюда (;(] =1,2,...,п—), найдем: 
И, -+ Рк- Ок ат РЕ ик + Ри 1 ик гы 0х ана ] 
ит а Рк + ип в т —1 ы Ри—1 тк "тк } 


где, в силу уравнения (56), 


Ир) 
Ка (58) 
Ип-ь — я Ру 
1 
Отсюда 


О = Ами, 
что дает: 
И: = Ац, поп 1. 


Подставляя это значение 0; в первое уравнение (57), найдем: 


а [У и + у ий) ` Уш— ( $) = 0, 
1 +1 1 т 


п—ЁК 


к 
откуда К =0, или У у? =0, или Уи? =0. 
м + $ 
1 1 


При К = 0 имеем 
к п^^—1 
Р=и,-к — Ур: — У ри =0, (59) 
1 1=1 
| 


т, е. И,_к определяется линейным уравнением в частных производных 


> ^ 
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— 


го общий интеграл можно взять в виде: 


Е пи 
п—К шУ(, и ' . , А ИЯ ) (60) 


де ф — произвольная функция. Но при К=0 имеем (0; =0, или, в 
аскрытом виде, 


ш— Ху“ = 
; 


1 ; ду 
тто дает: 
к У2 Уз ) 
= Пе 61 
+ У: ф+ (# , 1 , 1 ( ) 
", следовательно, 
Уз Уз и 
т 62 
п—К Фи (№, у: ' и ( ) 


3 этом случае уравнение (47) принимает вид: 


да 
ий = 4+: — о Чт а 
т=1 и 


| полученное линейное относительно а»„;, уравнение, найдем, 
в силу (61): 
Е 2 23 ы о >) 
ана = фин, аа | Е ва: / 
| ф и $: — произвольные функции. 
Таким образом, решение определится системой: 


| ов - 
} | ъ в ) 
та - Уна тя $; (&., 8з, ...у к) т; Е у! + УИ, 6, „..вк)=0, 
8 К+1 2 
| ‚р ы р 63 
| ^ да г. 7 да, да» ( ) 
+ У д аа т =. 
| 24 | 
| 1 
абы...) ) 
где & = Ч ‚:=2,3,4,..., №. Полученное решение еще не является функ- 
а 


понально-инвариантным решением, так как оно должно удовлетворять 
гакже и волновому уравнению (1). Для этого необходимо, чтобы функция 
удовлетворяла добавочному условию. 

Проводя рассуждения, аналогичные случаю одной зависимости между 
оэффициентами а, найдем, что ф определяется уравнением: 


3 + (3 ня) 
п—к-+2 я—К-2 


ткуда следует, что | 
ф= Фи из Ани. №»), (64) 
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где | 


причем Х: должны удовлетворять уравнению: 


п ъ ) 
А-а и = НЗ 2 ина У мМаи=0. (65) | 
п—к-+3 п—^+3 | 


Соответствующий класс функционально-инвариантных решений определится | 
уравнениями (63), в которых последнее равенство и =Ф должно быть | 
заменено уравнениями (64), (65). 

Мы рассмотрели случай, когда исключение (; из системы (57) - приво- | 
дит к уравнению Д = 0. Е. } 


п—К 


хи-о, Уи- 


не дают принципиально новых результатов, так как меняют на единицу | 
число зависимостей между а:, т. е. увеличивают на единицу число (, 
правда, при этом несколько меняется и форма функционально-инвариантных | 
решений. Они определятся системой типа (63), (64), (65), в которой 

первое уравнение (63) будет иметь вид: | 


К—1 ЕЕ 
а Уна ‘ИУ е+> Ув и нео 
2 


К-1 


О 
2 


остальные рассуждения аналогичны предыдущим. 
В частном случае, при # -= 2, например, уравнение (49) будет иметь вид: 


ди 
10, Г @ 9 = 0, 
откуда 
а аз . 
и=$(*), в =/). (66) 


Уравнение (48’), определяющее а, в этом случае будет: 


| ам] 


да да.\2 ал да 
(мы) = бы 
8 “1 аз а1 + 23 
Полагая 
аа о а ыы = 0 
$ 1 дал 2 да» 


и интегрируя это уравнение, будем иметь: 


2 = (2) = (и). (67) 
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При этом 
| и = а, — а, = — а не 
и, следовательно, 
аа (2) +3 (4). (68) 


д , : 
й из уравнения (3), уравнения ее = Оииз уравнений (66), (67) (68), мы по- 


пучим формулу Смирнова — Соболева: 


В проверить, что в этом случае условие (4) выполняется. Исключая 


д + УЛ (и) а + ИУ ле+лы-о 
2 2 


где /,— произвольные функции. 
При п=4, & =3 имеем: 


ли ограничиться вещественными решениями, т. е. предположить, что 


да 
У о и р 0, 


го получим: 


ва) ше, ата а). 


аз а р: $ 
Исключая -2, -8 из этих оЕЬд Е, уравнений полного интеграла (3) 
@1 


’ а1 

я его производных 5, о 0, мы получим формулы (159), (161), (162) работы 
мирнова (3). : 

’ Таким образом, мы рассмотрели случаи одной, пип— &--1 зависи- 
остей между параметрами а; полного интеграла (3) уравнения характе- 
истик. Давая К различные . значения Е =2, 3,....п—1 и присоеди- 
яя сюда два первых случая, получим различные классы функционально- 
нвариантных решений. Решения Еругина и Смирнова получатся из 
их при и =3, п=4 и соответствующих значениях К. 


| 


Поступило 
8. ХИ. 1955 
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А. Ф. ФИЛИППОВ 


О РАЗНОСТНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТРИКОМИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе приведено разностное уравнение, решение которого сходится к ре- 
шению задачи Трикоми для дифференциального уравнения уи,., - ии = 1 (т, У). 


В работах (1), (2) метод конечных разностей применяется к решению 
(задачи Трикоми для уравнения 


92 д? 
+=, (1) 


где # (у) =1 при у>0, Ё(у) = —1 при ух 0. В литературе нет указа- 
ний о применении метода конечных разностей к уравнению смешанного 
типа с непрерывными коэффициентами. В настоящей работе приведено 
разностное уравнение, решение которого сходится к решению задачи 
Трикоми для уравнения (1), где А (у) ==, если последнее решение суще- 
ствует. Сходимость имеет место и в тех случаях, когда решение дифферен- 
'циального уравнения имеет особенности в точках пересечения границы обла- 
сти с прямой у = 0. Метод доказательства сходимости во многом совпадает 
| с методом, использованным К. И. Бабенко (3) для доказательства существо- 
' вания решения дифференциального уравнения (1) при произвольной 
' достаточно гладкой функции # (У). 
Л. И. Коваленко показала, что изложенный здесь разностный метод 
`применим к уравнению (1) и при А (у) = |у["ту, где О<п< о. 


$ 1. Основные предположения 


Пусть задана область Д (рис. 1), ограниченная простой дугой ОАВ, 
лежащей в полуплоскости у >> 0, с характеристиками ОС и ВС диффе- 
ренциального уравнения 


д?и 


| д?и 
Ги=ЕУ уз | дуз = 7 (1, у). (2) 
Будом предполагать *, что куски дуги ОАВ в окрестностях точек ОиВ 
3 
таковы, что они имеют с каждой из кривых 2 — 2 = Су? (—©< С<«- ео) 
не более одной общей точки; т, — постоянное число, заключенное меж- 


ду абсциссами точек О и В. Для выполнения этого условия доста- 
точно, чтобы куски дуги ОАВ в окрестностях точек О и В могли быть 


* Это прэдположение используется лишь в лемме 8 и теореме 5.. 
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заданы уравнениями х = /1(у) вблизи О и 2 = р (У) вблизи В, 
где /, (у) > — М> -— ®, (у) <М< +00 (ограничения на производ- 
ные нужны только в том случае, если эти кус- 
ки нс являются выпуклыми). 

Задача Трикоми состоит в том, чтобы найти 
решение уравеения (2) в области Д, если из- 
вестны его значения на дугах ОАВ и ОС: 


и олв=®$, Ис =. (3) 


Предположим, что при заданных ф и ф 
существует непрерывное в Д (черта означает 
замыкание) решение этой задачи, имеющее внутри 

9?и д?и 


Р непрерывные 55 и дл’, 910 РАЗЫ 


ЛИМА 


РИМУ 
ЕМУ 


9 == 
г ва уз, непрерывна также и на ОС, 


кроме, может быть, точки О (в окрестности 


З 
- д ==\ @ Е . 
точки О при у< 0 имеем 5% = о (| у} :), и =о(у| 1)), и что 7 (5, 9) 
непрерывна в Д. 
Мы покажем, что в случае выполнения этих условий решение разно- 
стного уравнения (построенного ниже) сходится к решению уравнения (2). 
$ 2. Аппроксимация дифференциального уравнения разностным 


Пусть граница области О пересекает ось абсцисс в точках О (0, 0) и 
В(тв, 0). Разделим отрезок ОВ на равные части. Через точки деления 
проведем характеристики: 


Эа 
2 


2 зи 
+5 (— и): = 21, Е у =2ий (п=0, 1,2,...) 
уравнения (2). Взяв при у<.О точки пересечения этих линий, а при 


2 
ю = 
у> 0 — точки вида х = пй, у= (5 т} (тип — целые), попавшие внутрь 
или на границу области О, получим сетку Д». Все точки сетки располо- 
жены на прямых у = ут и у= — Ут, т = 0, 1,2,..., причем 


/ 3 Е 
Ут = (5 тр ‚ ш=Ут- Ут (4) 
При ух0 ие (2) апнроксимируется уравнением: 


21 
то бт Ва бы 


А (2 А, — У”) ИВ (2 — й, —%»)| =— 7(х, ха Ут) (5) 


и при и> 0 — уравнением 


'Вьив = 


21 
7 и (2, — Ут—1) и > ил (1, — Ут) < 


Вь и" [4+ (2—Й, Ут) — 2ил (х, Ут) - ив (+ №, Ут)] + 


2 та 
йе а | 1.1 и Ил (т, Ут—1) — 1 (х, Ут) == 


= И ш, уча) | = 1 (т, Ут). | (6) 
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2. 
| При у = 0 уравнение (2) принимает вид ее =/(х, 0) и аппроксими- 
руется уравнением А 


Вь ив = ы [ил (5, Ук) — 2и. (т, 0) + ил (1, — ук)] = 1 (х, 0), (7) 


тде А =2 для х=2ий, & =1 для х= (2и + 1)й, п— целое. 

Назовем граничными точками сетки 0», во-первых, точки )», лежащие 
на ОС, и, во-вторых, те точки области Ш)‚, лежащие в полуплоскости 
у>.0, для которых не все соседние точки принадлежат Дь. 

Для точки (5, Ут), где у» >0, соседними назовем четыре точки, вхо- 
дящие в уравнение (6), а для точки вида (х, 0) — две точки (5, ук) и 
(х, — ук), входящие в уравнение (7). 

Множество граничных точек сетки обозначим через Гл; часть Г», лежа- 
щую в полуплоскости у > 0, обозначим через Г%. 

Граничные условия (3) заменим такими: 

1) в точках сетки, лежащих на ОС, положим и, = 5; 

2) непрерывно продолжим в область ОАВ функцию $, заданную на 
’ дуге ОАВ (способ продолжения произволен, но не зависит от й при 
'#—0); в точках р. положим ив = 5. 
| Дифференциальное уравнение (2) заменим системой уравнений вида 
" (5), (6), (7); число этих уравнений равно числу точек множества ДР» — Г». 
'Эту систему и граничные условия запишем так: 


Ввиь =), (8) 
и, =$ на ОС, и =ф на то, (9) 


В линейной системе уравнений (8), (9) число уравнений равно числу 
' неизвестных (неизвестными являются значения функции и» в точках 
| | сетки р»). В$3 доказывается, что при любых фи Ф эта система имеет 
| единственное решение и что это решение можно найти способом итераций 
(как решение задачи Дирихле на сётке). 

| Исследуем точность аппроксимации. ны 

| а) Предположим сначала, что существуют 54 И бд. Разлагая значения 
| функции и, входящие в (5), по формуле Тейлора в окрестности точки 
(2, — Ут), получим, что при у<0 


р? д2и 14 д?и Е та д3и 
1 — Въи = (17 — ) п и" 
Е 2 г д 
в —1 И, д4и 
а ПЕРИ 8 
РНЕ 9 сред’ (10) 
где 
д*и Е |6 < 
д“ сред 0х4 
т. п. Точно так же при у>0 получим из (6) 
74 0% и ди _ ег в та + а д“и . 
Га — А» бо 12Ут да сред 3 ду3 12 ду“ сред 


(11) 
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Оценим коэффициенты этих формул. В силу (4), 


ны) [уча (=) 


> 
5 
[5 


и: Е Е лее. 
(5 +58 ВЕР (е 3) _ 3 3 ве 7) „я - 
К=З 
п | 
Ай ого оС оовряАНАВ (*) 


Легко доказать, что все коэффициенты ряда положительны. В самом деле, 
это доказательство сводится к доказательству неравенства 


(1 зе) -— зав): (!— на) <. 


которое справедливо, так как логарифм левой части меньше, чем 


С другой стороны, положив в формуле (+) т=1, получим, что сумма 
_ всех коэффициентов ряда равна 


И 
д (28 —1=1,32.... 


С помощью этих и аналогичных оценок получим при т 1: 


2 
ев Ой 
< < 0,33 (> *) ее | 
р ра 12 ие 9 р 
= АИ < У", Оо» ионы (12) 
т — а а + ты ом 9 м | 
и 12 о. } 


`28 
Так как в (5), (6) и (12) т>1, "> (5. п) ‚ то выражения (10) и 
2 


(11) — величины порядка О (#3), т. е. уравнения (5) и (6) аппроксими- 
2 
руют уравнение (2) с ошибкой порядка 3. 
Заметим, что при любом %, >0 уравнения (5) в области у —% и 
(6) в области у>.%% дают аппроксимацию порядка й. 
Наконец, из (7) получим, что при у=0 


2 4 
Ги — Вии = — аи = (5 (13) 


12 д сред х: 7 да 


сред ‚ 


| 
| 
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6) Будем теперь требовать только существование и непрерывность 


| ди и 
| в: . Тогда формулы (10), (11), (13) заменятся следующими: 
72 р? д2 92 
Их = ПЖ 
И реа ам 
92и 9?и, 
ы рун ду? м : у<5, 
д?и, 9?и 9?и, 92и, 
и — = НВ В вавы 
ий Ви Ут (=: де? — - (5 ду? ря ; у > 0, (14) 
9?и, 9?и 
а. И 
В 9?и, 9?и 
силу оценок (12) и непрерывности 9 И эуз› Имеем: 


[л — Ви —0 при #й-—>0. 


$ 3. Существование решения разностного уравнения 


В $ 3 и далее предполагается, что область О лежит в полосе — У, < 
-Зу<У.. Обозначения Г», Гу, У: У»,...,Ут И Т. д.-те же, что в $ 2; 
О; и РО, — части О», лежащие в областях у>.0 и у< 0. 

ЛЕММА 1. Если функция и, определена в сетчатой области Бь,, со- 


‚держащейся в р» или совпадающей с ней, Ни >20 и ш<С на Г, 
| 3: 
{Г», — множество граничных точек О»,), то ик < С в Бь. 


Доказательство. Предположим, что в области О», шах и, = С, > С. 
Этот максимум достигается не на Г», поэтому найдется точка (2, Ут), 
принадлежащая О», вместе с четырьмя соседними точками и такая, что 
в этой точке и, = С, а в четырех соседних точках и» < Су, но не во всех 
этих точках и, = С.. Тогда, в силу (6), в этой точке (х,ут) Вниь < 0, 
что противоречит условию. Итак, неравенство тах и» >С невозможно. 

ЛЕММА 2. Если функция ив ОО А Зе 0, и<0 на 
ПЕ п, < Сна ОВ, С 0, ток 9С в О при уз у, где < 1. 

Доказательство. Пусть 


шр-С(1—;). 


Рис. 2 


Тогда в р 0<2<С, Вю=0, Аш —9> > 0: на Г# и на ОВ и—0и<0. 


Отсюда, в силу леммы 1, следует, что Ик — 9 5 <0в 1, т. е. при У: 
У 
<е-#)<ев-#) 


2 


Рассмотрим область Дь. Каждую точку этои области обозначим 


двумя индексами так, как на рис. 2. 
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Уравнение (5) запишем в виде: 


ы [(1 — ат) Я (1 ЯР ат) ИК—1, т-1 — ИК, т — Ифь т] =0, 


Внил == Г 
т тт 


ГДе Их, т— значение функции и» в точке. с индексами (Ё, т), 


тЫ [23 
не т — и ды —(т+ 0 + 2т3 — (т— 1) 


р а: о о а 


Е. 
а (т 1)3 —т— 9% 


ЕВ 
Е 


Докажем, что имеют место неравенства: 
О<а.<аиа<01, (1—0) (1-аи—)>1 (т=2,3,4,...). (45) 


Действительно, из неравенства 0 < [„.:<(» следует, что О а. 


1 И 
Остается доказать, что в >> 1. Для этого оценим —: 
ат, а и ат 
2 в 
1. _ Та _ 0 фт 0 О 
ба об 5 2 гу Е 
2т3 —(т-+ 1) ее 
2—1 
—2к-+2 Е 
[ен Пи] 
—б К=2 8=2 6 ЕО бт ( ==) = 
а со у 53 г И 5 
—2А-2 ы 
1+ [= (1-3) 
= 8=3 


со 21-1 
Е — ее ава - ре 
5 4 У [" Е ВЕ а 
Так как отношение каждого члена ряда, стоящего в фигурных скобках, 


1 9 
к соответствующему члену ряда 1 -- 5, заключено между - и -/_, то 


бт бт. (16) 


ЛЕММА 3. Если и ы. определена в )ь, Ви < 0 и если на 
ОВ и, >20, ана ОС 


0, т 20, (1-+ ат), та 2, т И А (17) 
то.в Оь 
ик > 0, (1--а) ыы Заки 0 =... Оо 
Доказательство проводится по индукции. Пусть неравенства (18) до- 
казаны для А =0,1,..., К —1(К > 1). Из Вьи, <0 следует, что 
Ик, т > (1 — ам) Ик, тя > (1 Нам) ИК—1, т41 — ИК, т 
Правая часть неотрицательна, поэтому 
ик, т 2 (1 — ат) Ик, т о) (19) 
Так как аи<\, ико>0 (по условию, и,>0 на ОВ), то из (19) 


> “ 
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находим: 


ик,т—> 0. (т=\1,2,.°..). 


| В силу (15), из (19) следует: 


(1 Е @т—1) ИК, т > -^ ИК, т—1 (т ле ть 2, о э), 


’т. е. неравенства (18) справедливы и при ^ = К. 


ЛЕММА 4. Пусть функция и, в точках сетки, лежащих на ОС, 


‚ принимает значения, равные значениям непрерывной функции ф, заданной 


на ОС и не зависящей от шага сетки й. Пусть ау “УЧествует и не- 


прерывна, кроме, может быть, точки О. Тогда для выполнения условия 
(17) при сколь угодно мелкой сетке необходимо и достаточно, чтобы на ОС 


$>0, &Ф=У+ 490. (20) 


’ Если функция ф равна на ОС некоторой функции и (х, у), заданной в О, то 


ах 


аф _ аи ‚ 
ау |0с 


`ау — ау го 


и = 
пены ЗЕ об 


Докажем достаточность условия (20). Пусть оно выполнено. Взяв про- 


ди ди 
— ду с * 5 ос 


' извольное = >0, имеем: 


ф--2>0, фе 490, у<0. 


Отсюда следует, что 


а(ф- =) ау 
ее 
Интегрируя от у = — Ут+!: ДО У = — Уж и обозначая 


$ (— Ут) = 1,” $(— Ут+1) = 0, ть 
получим: 
й 
1 (№, т Е ®) — 11 (и, та + ®) < -р (№ Ут4а — Ш Уж), 
У й 


Шо, т — 0 вы [ее — 1 бо, ина + 9) Зам (в, па +9), 


так как, в силу (4) и (16), 
в 
6 


ВВ 


Ут 


Ввиду произвольной малости = неравенство (17) доказано. 
Докажем необходимость условия (20). Пусть (20) не выполнено, т. е. 
в какой-либо точке на ОС (а значит, и в се окрестности) имеем: 


Р. 


где р 1. Деля на ф и интегрируя, получим: 
_. 


у 
10, т — Ио, та > [= —1] Ио, т--1. 
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Ъ 

Ут \ Г 

При измельчении сетки т-— -{ оо, ("Н- “— 
т 


при мелкой сетке неравенство (17) не выполнено. 
ЛЕММА 5. Если функция и» определена в Г», Ви, < 0 ив если на 
Г. ш_>0, а на ОС выполнено условие (17) (или (20)), то в Бь шв >.0. 
Доказательство. Предположим, что 


ши ил = — т 0. (22) 
у: 
Тогда на ГАЯ имеем — и, <0, на ОВ —ши<т; В, (—ш)>0. Приме- 


няя лемму 2 к функции — ил, получим, что — и, < ат при у > у,, т. е. 
и, > — дт, где а< 1. 
С другой стороны, функция и» + т удовлетворяет условиям леммы 3, 
поэтому в О» имеем: 
и-+т>0 шо —т. 


Рассмотрим Аи, в той точке отрезка ОВ, где достигается 


пп и = —1. Так как при у >> у, имеем и, > — 4т, а приу< 0 и > — 
то, в силу (7), получаем: 
Кик» т (4 —9)>0. 
У 


Но это противоречит условию. Значит, неравенство (22) невозможно. 

Итак, ии„ >0 на ОВ. Отсюда, в силу леммы 3, имеем: и, > 0 в ЛД». 
С другой стороны, применяя лемму 1 к функции — и», получим, что 
—и < 0 в Ду», т. е. и>0. Таким образом, везде и» >. 0. 

ТЕОРЕМА 1. Система уравнений (8), (9) имеет единственное решение 
при любых заданных функциях }, Фи %. 

Доказательство. Пусть 2, — решение однородной системы 
Во, = 0, з, =0 на Г и ОС. Тогда каждая из функций ©, и — 0 удов- 
летворяет условиям леммы 5. Следовательно, 9 ==0, т. е. однородная‘ 
система имеет только нулевое решение. Значит, детерминант системы не 
равен нулю, и неоднородная система (8), (9) имеет единственное решение 
при любых правых частях. 

Покажем, что систему (8), (9) можно решать способом последователь- 
ных приближений (так же, как соответствующую систему для задачи 
Дирихле на сетке). 

Для этого занумеруем все точки множества О» — Г» в таком порядке: 
сначала все точки в области у > 0 (в произвольном порядке), затем все 
точки на линии ОВ (в произвольном порядке), затем все точки в области 


у<0 в следующем порядке: сначала точки на характеристике 
З 


й — 
я—-5-(—-У? =21 (в а возрастания |у|), затем точки на харак- 


теристике Е. ты = 4й (в том же порядке), затем точки на сле- 
дующей характеристике и т. д. 

Разрешим каждое из уравнений системы (8) относительно значения 
и, водной из точек, а именно: уравнения вида (5) — относительно 
ив (х + №, — Ут), уравнения вида (6) — относительно ил (х, уж), уравнения 
вида (7) — относительно ил(х, 0). Входящие в эти уравнения значения ил 


=> “ 
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в точках Гь заменим известными значениями фи ф согласно (9). Тогда 
система примет вид: 


1 


Ив = У анкик + У атк ик + м (п=1,2,..., М), (23) 


К=1 К=п+1 


где и, — значение функции и» в точке с номером п. 

ТЕОРЕМА 2. Решение системы (23) может быть получено итерацион- 
ным процессом Зейделя, т. е. если обозначить через и®,...,и® 1-е при- 
ближение к решению системы (23), задать нулевое приближение произ-` 
вольно, а дальнейшие приближения вычислять по'формуле 


п—1 
И. 
К=1 К=п- 


то при 1-> + со получим: и и,, где В РН а (23). 


В 
Доказательство. Обозначим ЖЕ через 2. Тогда 


п—1 
оО — =» ар 5+0 т у и. 5 
К. Кэт 


и на Г» 29 = 5+0 =0. Пусть М>>0, ш (2, у) =М при у<0, (5, у) = 
= М ( — %) при у> 0. Предположим, что в О» 9 < ш. С помощью (6), 


2 
путем индукции по п, доказывается, что 


(1) С ) 
О (1 руз и 
в области у>0. Затем, используя (7), получаем, что при у =0 


оО = [1 — ==) М. (24) 


Наконец, учитывая нумерацию точек в области у<0, мы заключаем, 
что в этой области ВноЧ+) = 0. Отсюда и из неравенства (24) при по- 


мощи леммы 3 выводим, что (24) справедливо и при и< 0. 
2 


- й 
Итак, если в Д»ь ©® <, то 911 <4ш, где а= 1 иду Следова- 
2 


; ; 5 , о + 
тельно, тах 5® < С41->0 при #—> + ео. Аналогично, пит 5—0. 


& 4. Оценки решения разностного уравнения 


ТЕОРЕМА 3. Задача Трикоми для разностного уравнения (8) — (9) 


ее Г * 
поставлена корректно, т. е. если функции }, $, фи изменить 


меньше, чем на 8, то решение ик изменится меньше, и р в, где при 
$—>0 имеем в—>0 равномерно по В (или: разностное уравнение (8) — (9) 
устойчиво по отношению к изменениям правой части и граничных усло- 


„ Дф означает Фи Фин, ‚ где фи = ф (— ую). 
Ау Ут-++1 Ут 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Е 


вий). Имеет место оценка: 


и {© ф, фид — т Фин |- - К. М? < ив < 
Ут Фиы 1 р) 25 
«шах [о фа — "ИНЬ 5 КМ (25) 
т, 
где М = и ‚ а неотрицательные числа К\:, К. таковы, 
что — К, <} (5, у) < К» в области О». 
Если функция $ определена не только в точках сетки, но и на всей 


линии ОС, то в силу леммы 4 оценка (25) остаетвя справедливой, если 


. т Че: та аф 
фт — БЕ заменить на $ + 4у а 


Доказательство. Пусть 
Л 'у, (9У. 5 
= еН*.). 
Тогда в области Ш) имеем: 


0<2<- М, Вы =— 1, 


на ОС при —У, <у<0 имеем: 
> 0, оу >0. 


Отсюда, в силу леммы 4, следует, что 


и —о 
т т--1 
Ят-1 — а > 0, 
т 


где эт = (— уж). Для функции 2 =и, + Ко —Р, где 


Р= ши 9, $, фо Е ыы я 


Чт 
имеем 


2 


о. 


В < 0 в О», 2>0 на Гь, 2та — 


В силу леммы 3, 2 > 0 в Д,, т. е. 
и>Р—Кь> РЬ > К»М°. 


Второе из неравенств (25) доказывается аналогично. 


В силу линейности уравнения, из оценки! (25) следует корректность 
в указанном выше смысле. При этом нужно учесть, что 


Аф 


| тети 
Е г, 


< 
ат, т 


ЛЕММА 6. Если и =0 на ОС, |и,|<в на Ш, | Виш | За м 


2 


В ь: 2 
при |у| > = (5 ®) ›| Выш | 0,9% № при у = 0, У = шах {У Уз}, 
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тов р 


„ 


и №. 


Доказательство. Пусть 
2 


№2: В 
2 (т, 0) —0, э(х, у) = 21у|—№ 3 то (4 11 :) при |у| > У, 
2(2, У) линейна при О<|у|< у. Тогда, в силу (7), при у=0 


2 
3 


Вьо >0,9 | у 


а при |Уу| > У», в силу (5) и (6), получим: 


р = — В Вы ву = 


2 
2.3. Й 1 4 1 
И бы __ 
ее. та п (1 = + р п (1 + т | 


так как 


Ут = Ут — В» а = У ны 


Разлагая логарифмы в ряды, сокращая на [,--1,., и замечая, что 
1т+1 < (т, получим, что при |У| > У› 


2 
Во > № Зу->2. 


Простым подсчетом убеждаемся, что это же неравенство справедливо и. 


при |у| = Ул. 


Рассмотрим две функции: 
ин = (— щи 5 + й тЫ фея 


Пользуясь сделанными оценками для 9, получим, что в р, Виш < О, 
на Г, и: > 0, ана ОС и; удовлетворяет условию (20). В силу лемм Зн4 


8—0 во, =, че. 


и 10 4 и 
Зи, < е- #3 М шах (бу-уьи) к 


МУ 


Вычислив максимум правой части, получим оценку (26). 


$ 5. Сходимость решения разностного уравнения к решению 
дифференциального 


ТЕОРЕМА 4. а) Если существует решение задачи Триакоми для ди - 
ачным ловиями (3), имеющее в 0 
ференциального уравнения (2) с граничными условиям (3) | 
д?и, 


д?и ре зностного уравнения (8) 
ЕЕ О Пр № —>0 решение ра УР 
непрерывные ру и ду? ' 0 р 

6* 
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с граничными условиями (9) сходится к решению дифференциального урав- 
нения: тах | ии — (| —>0. 
р 


я ИН д“и 
6) Если жев р 2 й эл Непрерывны и граничное условие и = на 


ОАВ = с точностью до е на граничные точки Г# сетки (т. е. 
если на ГЁ имеем |ии— и|<е, где и — точное решение дифференциаль- 
ного уравнения), то имеет место оценка: 
10, 
[ии —и| <е Л МУ, 


где У — то же, что в лемме 6, 


3 ди 
№ = у шах | 55 ош 


4 


О%и 
94 


а д?и ди 
Доказательство. а) В силу равномерной непрерывности -„_, и ду 


в области О и оценок (14), можно выбрать такое малое №, что при й < № 
| Те — Вьи|<®, (27) 


где и — решение уравнения Ги =}. Пусть и, — решение уравнения (8) 
с граничными условиями (9). При #->0 точки множества Гй прибли- 
_жаются к дуге ОАВ, поэтому при # < В, 


дЗи, 


дуз 


З 
+ 3 шах 


и 
5а + — 16 И шах 


[11 —и!<е на ГЕ. (28) 
Так как Ги = Ани, =), то из (27) следует, что 


На ОС и„—и=0, поэтому из (28) и (29), в силу теоремы 3, следует, 
что при #й < па {#%, 11} в О» 

|шь — и] Зее, 
что и требовалось доказать. 

Утверждение б) доказывается тем же способом, только вместо теоре- 
мы 3 надо использовать лемму 6 и оценки (10) — (13) для [4 — Ви. 

ЛЕММА 7. Дана ограниченная односвязная область 0), в полуплоскости 
У> и, где т, >0. В Р, определена непрерывная функция Ф и построена 
сетка О»; Гь, — граничные точки сетки (см. $ 2). Тогда решение разно- 
стного уравнения (6) с граничным условием и, = на Гь, равномерно 
сходится при #—0 к решению дифференциального уравнения (2) с гра- 
ничным условием и = © на границе области Б.. 

Доказательства мы не приводим, так как утверждение леммы 7 
является частным случаем известного утверждения о сходимости метода 
сеток для эллиптических уравнений второго порядка с переменными 
коэффициентами. 

ЛЕММА 8. Дана область П., ограниченная характеристиками ОС и 
ВС уравнения (2) и простой дугой ОКГ.В, лежащей в полуплоскости у`> 0. 
Предположим, что при некотором хо, заключенном между абсциссами 
точек О и В, дуга в имеет только одну общую точку с любой кри- 


вой вида т— ту = Су (-<®<<«С< +). Если существует решение за- 
дачи Трикоми (2) — (3) в области О), обладающее свойствами, указанными 


«> “ 
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в $1, то решение разностного уравнения (8) — (9) сходится к нему при 

й>0. 

Доказательство. `В силу предположений об области Ш и о реше- 

нии и (5, у), функция 

Ис (т, у) 5 и (аз (+ Я %о) и То, %?у), 

ди, ди, 
“д? ду? 

летворяет уравнению вида (2) с заменой }(т, у) на функцию 


{и (д, у) ==] (93 (5 — 20) - 2о, 2). 
Возьмем => 0 и такое 1, чтобы в р при «<< 1 
[1 — и. |<... (30) 


| Это возможно, так как в силу равномерной непрерывности и(х, у) в р 
' Ша — и при «->1. Обозначим через и., решение разностного уравнения 
Вик = ]« © граничным условием 


’ где0< «< 1, определена в О, имеетв р непрерывные и удов- 


Нав = По. На, Гь, (31) 
Докажем, что в Дь 
[Иа — Ил | < 33, (32) 


’ тде и, — решение уравнения (8) с граничными условиями (9). 


При достаточно малом #(#<#,) имеем: {и — ик |< на ГИ, и =и 
на ОС. Отсюда, из (30) и (31) следует, что при и <«<1, #<№ имеем 
| на 13 


[ав — ив | < 28. (33) 


| Оценим разность в(и. — и), где &— то же, что в (20). По условию 
| в окрестности точки О при —8<у< 0. имеем: 


ди 
0х 


ди 


| ВИУГ. (34) 


3 
5 ее 
«ов 9| в 


|| В силу определения функции и. (т, У) и неравенств (34), при —6<у< 0, 
| “„<«<1 имеем на ОС: 


| 3 
ди, (1, у) ди (а3 (2 — 10) -- хо, ©?у) | Ех Г 
ти |= и < 16 [у 


и 
Аналогично оценивается бу . Из этих оценок и неравенств (34) получим, 


что на ОС при —8<у<0 
д (и, — и) ,/——д (и — и) 
и - 


<Г. (35) 


<. & 
Теперь возьмем такое аз, чтобы на той части линии Оби где < =5, 
при з<««<_1 было также выполнено неравенство (35); это возможно 


О о 
в силу непрерывности — —уУ— У на этой части ОС. 
Из‘ (30) и (35) следует, в силу (20) и (21), что на ОС 


18 (и. —и)|<2:. (36) 
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При %->1 имеем /»„->], поэтому при и. << 1 


| В (игь — ик) | <-> (37) 


где М — то же, что в (25). 
Возьмем а, >> шах {а1, ©», аз, и}, а < 1, й< 1. Тогда из (33), (36) и 
(37), в силу теоремы 3, следует неравенство (32). 
92 2 


= И 02и 
В области В ги дут непрерывны, поэтому, в силу теоремы 4 а), 


при х =о,, В < й, получаем: 
[Иа — Иод | < 3. (38) 


Взяв «=о,, й< ша {й,, #.}, получим из (30), (32) и (38), что 
и —и, |< 5е. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть в области О (такой же, как в $ Т) существует 
решение дифференциального уравнения (2) с граничными условиями (3), 
обладающее свойствами, указанными в $ 1. Тогда при й—>0 решение раз- 
ностного уравнения (8) — (9) равномерно сходится в решению дифферен- 
циального уравнения. 

Доказательство. Отрезком АГ, параллельным ОВ, разделим 
область Р на две части так, чтобы одна из них (область СОКГВ) удов- 

у летворяла условиям леммы 8. Это возможно в 
силу условий, которым удовлетворяет дуга ОАВ 
вблизи точек О и В. Проведем отрезок ММ, 

к , параллельный ОВ; точка М лежит на ОК, №М— 

М М на ВГ. (рис. 3). Обозначим область СОКГ.В через 
1 р:, МКАГМУМ — через О., соответствующие сет- 
чатые области — через Рь: и ),»>. Граничные точки 
БР»: разобъем на два множества: Г» и Гкг, где 
Г»: — точки, являющиеся граничными одновремен- 
р но для Оьы идля О)», Гкг — остальные граничные 
точки Дь (они расположены на одной прямой, парал- 
лельной АГ, или совпадающей с ней). Аналогично, 
Г» + Гмх — граничные точки О)»›. Пусть Й столь 


Рис. 3 


х а 
мало, что диаметр ячеики сетки меньше о где 4 — расстояние между 


КГ, и М№. Тогда расстояние между Гкг и Гмм больше с. 


Пусть и и и, — решения уравнений (2) — (3) и (8) — (9) в областях р 
и Ру; 2 и ш® — решения уравнения (8) в областях Ды и ДО» © гра- 
ничными условиями 20) = и) на Гы, ®=и на Гкг ш® = и, на Г», 


(0) 
10,’ =и на Гмм. Согласно леммам 7 и 8, имеем: 


19 — и| < 8 (А) в Ры, [и —и| < ей) в Рьь (99) 


где =(й#)—>0 при й-»0. 
Покажем, что решение и, может быть получено из %® и ш® при по- 


мощи альтернирующего метода и что оно мало отличается от и при ма- 
лых Й. 


+ “ 
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Построим две последовательности решений 59 и и®® (1=0,1,2,...) 


разностного уравнения (8). При Е =0 эти решения уже построены; пусть 
при #>0 не 
Вко = в Бы, 9’ = шв на Гы, 2 = 9 на Гкь, 


(1) . . .` 
Ву» =/в Дь,, ш® Аир ина ло 20 = 5@® на Гмм- 


(40) 


Покажем, что при #>. 0 
[2+1 — 5® | < 24-е (й) в.0. [№64 — %® | < 24*.е (#) в. (41) 


где а < 1, 4 не зависит от Й. 
Пусть  =0. Имеем: 


В, 0—0) =0в Бух 20-20 =0 на Г, 
[20 — 50 | = | 28 —и|<з(й) на КГ. 
В силу теоремы 3, 
[20 —5© | <е(й) в В, . 


Далее, на Гмм 


|2 — м0 | = [20 — и] < |5 —® [- [59 —и| < 2 (®), 
‚ на Гл> 
= 10) = 0, 
в О» 


Вь (2 — ш® )=0. 


В силу леммы 1, в О» 
[№0 — 0 | < 2 (®). 


| Итак, неравенства (41) доказаны при # =0. Докажем по индукции 
| что они справедливы при любом &, если взять 4 =1 ==>, У, —то же, 
] 2 
’ что в $8 3. Пуеть 
|150 — от | < 241 (№) в Ва, |328) — 06-9 | < 2471 (№) в Дь». (42) 
| Рассмотрим две функции: 

: Не (у— у») т 
РИО) (1 Яну, ==) (®), 
| где у, — ордината точек множества Гмм. Так как на Г» 2 — и В = 0, 
а на Гмх имеет место (42), то на Г, + Гмм 2, <0, 2 < 0. В Дь» имеем: 

АьЕ= ИВо== 0. 


| В силу леммы 1, в Дь» 2, <0, 2. <0. Следовательно, в О» 


, —%) 
[49 — 4—1) | (1 ть и 24 1е (№). 


В частности, на Гкг, имеем: ь 
у—9,. >>, 
поэтому на Гкг— 
[242 — и-о |< 24 (#). 


Значит, на Гкг, 
|0 — 5 |< 24 (В). (43) 
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Так как на Г»: 
+ е 58) = 0 
ав Ды 
Вь (54+ — 99) ==, 

то, в силу теоремы 3, неравенство (43) имеет’ место в Дь. 

Теперь, согласно (40), на Г». имеем 

и — и = 0, 
на Гим — 
поно — 0 | < 24 (1), (44) 
ав Рь —> 
В» (шё+и — 19) =0 

В силу леммы 1, отсюда следует, что (44) имеет место в Д».. 

Итак, из (42) следует (41). Значит, неравенства (41) справедливы при 
любом 1. 

Из (41) следует существование пределов: 

Пи 2 = 95°, Нтш@® = ш®. 
1- со 1— со 

В силу (40), Во =} в Бы, Вьиь =] в Ду», % =» в граничных точ- 
ках области МКЕМ. Следовательно, 27° = > и во всей области МКГ. 
Функция, равная 7 в )‚, иуюв О,,, удовлетворяет во всей области О, 
уравнению (8) и граничным условиям (9). Следовательно, она совпадает 
С и. 

Чтобы оценить разность и, —и, просуммируем неравенства (41) по # 
от 0 до со. Мы получим: 


= 
Из (39) и (45) следует, что в Дь 
У, 


шк — и < (5+1) = ( а 
При й->0 имеем и, —>и. 
Как следствие из теорем Зи 5, можно получить известные оценки 
решения задачи Трикоми для дифференциального уравнения (2). 


Если область О) и решение и удовлетворяют требованиям, высказан-. 
ным в $ 1, то в области В 


пул {Ф, $, 8 ($)} — 5 КМ? < и < шах ($, $, 5 (+ КМ, 


где К!, К,, М и 8($) —то же, что в (25) и (20). 
Более точные оценки получены в (3). 


2= И (45) 


+ 1)  (^). 


Поступило 
3. ХИ. 1955 
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А. А. ТЕМЛЯКОВ 


ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ДВУХ 
КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе устанавливается свойство функций, «аналитических изнутри», 
в двоякокруговой замкнутой области О: значения функции Р(и, 2) в 
области ПР определяются значениями оператора 


Г.Е] == {Е | 1 ({Е)„„- 2 (1Р), 


на гранхце области О, если известна функция } (и, 2) в этой области. 


В настоящей работе в качестве областей определения функций двух 
комплексных переменных рассматриваются двоякокруговые области. 
Функция Р (и, 2), определенная в какой-либо из этих областей Ор (замк- 
нутой), предполагается взятой из класса функций, аналитических в об- 
ласти Ш и «аналитических изнутри в замкнутой области С». Выделяе- 
мый клесс функций включает в себя класс аналитических функций в 
замкнутой области р ‘и содержится в классе функций, аналитических 
в области р и непрерывных в замкнутой области О. 

В работе устанавливается свойство, присущее функциям этого класса: 
значения функции Р\(и, 2) в области О определяются значениями' ли- 
нейного дифференциального оператора: 


ШЕЕ (№, 2) + шРь(ш, 2) + 2Е,(ш, 2) ==Ф_(и, 2) 


на границе области р. Из этого свойства следует и более общее пред- 
ложение: если известна функция рассматриваемого класса }(1, 2) в 
области Ш, то значения функции Р (№, 2) в области Др определяются зна- 
`чениями оператора Г,[/Ё] на границе области р. 

Так как всякая функция Ё\(и, 2) раоснитриваемого класса может 
быть представлена в виде: 


Е (№, )=Е(0, 0) + Р, (ш, =) -Е В. (и, 2), 


где Р, (0, 2) =0 и Р,(ш, 0) =0, то устанавливается еще одно свойство 
функций этого класса: значения функции Е(%, 2) в области О опреде- 
ляются значением ее в центре области О и значениями операторов 


на границе области ДО. Е 
Определение. Возьмем двоякокруговую область О, являющуюся 


подобластью некоторой области регулярности, ограниченную неаналити- 
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ческими гиперповерхностями || == т, (<), |2| == го (<), 0<*<1, где 


; (0) =0, 0 (<) т. т, (1) оо, 


7» () = ехр— \1 
0 


и функцию РЁ (0, 2), определенную в замкнутой области О. 
„., Формулы, определяющие функции г, (т), г» (т), выражают следующее 
требование: кривая, определяемая уравнениями 


$ == Г (*), у == го (<), < 


есть огибающая семейства прямых, заданного уравнением 


% У. 
о а 0<-<1, 


и расположена под огибаемой. 

Пусть Р (и, 2) — аналитическая функция в области Р и функции 
Е(и, 2), Е (в, 2), Е: (ш, 2) непрерывны в замкнутой области О. Здесь 
под производными Ри (1%, 20), Е, (и, 2) в граничной точке (1%, 20) 
области Р понимаются, соответственно, 


Е (№ -- Аш, 20) — Е (№, 20) 


Ви Е (шо, 25 - Д2) — Е (№, о 
До 


Ао ДА 


ое 

Ди 0 
если ‘точки (1 + Ди, 2%), (1%, 2, - Д2) принадлежат замкнутой области 
р. Функции, удовлетворяющие этим условиям, назовем функциями 
класса &. 

Следствие 1. Если функция Е (ш, 2) принадлежит классу «, то 
функция Ф(ш, 2) = [Е] является аналитической в области О) и непре- 
рывной в замкнутой области ПО. 

ТЕОРЕМА. Если функция Е(ш, 2) а Е классу «, то для 
точки (ш, $3) 6) 

2 


зд, о а + { ФАО. (1) 
| 0 С { 
где С — окружность |(| =1, м = (е-\, т С 5+ (1 —9)- ее. 
2 


Эта формула устанавливает свойство, присущее функциям класса а: 
значения функции Ё (№, 2) в области О определяются поведением линей- 
ного дифференциального оператора [, [Е] = Ф (и, 2) на границе области О. 

Доказательство. Пусть точка (ш, 2) О. Рассмотрим двоякокру- 
говую замкнутую подобласть О’ области Ш, ограниченную гиперпо- 
верхностями || = ри, (<), |2|=7» (<), 0<р<1, где р выбрано так, 
что точка (и, 2) 60’. Так как функция Р(ш, 2) регулярна в области 
р’ (область р’ ©), содержащей свой центр (0,0), то в этой области 
функция Р(, 2) может быть представлена равномерно сходящимся 
рядом [см.(т)] 


со 
Е (ш, х) = № ани. 
К, 1=0 


Ри 
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Непосредственным ам убеждаемся, что 


1 
а Я р (о (5) и)! (г (5) 5) 45 = в, 
0 
где числа Ё, [-— я положительные целые и 
РВ 
с т, а ме 
Принимая во внимание, что для любой точки (ш, 2) 6 0’ 
а -О < 0<5<1, 
и, в силу этого, при любых значениях о ти х, где О< Ех 2х, 
0<-<1, точка (г, (*)и, г. (<) 5) 6 О’, имеем: 


г = ие-й. 


[= [|< 


2" 1 
= \ 4 \ Ч [иЕ (1 (5) и, г (5) 54 = Е (и, 2), 
0 0 
или 
м1 | 
Е(ш, 2) === ( а \Ф 1” (ди, 5 (<) 1 ах. 
о 0 


Но функция Ф[г, (<) и, г.()%] при произвольных фиксированных 
значениях параметров { и < — аналитическая функция переменного и в 
круге |и|<р. Поэтому 


Я — и 


Ф иы 
ФР, (<) и, т» (<) 5] = — \ [71 (Ри, 7 (2) т] де 
С 
и, следовательно, 
Е(и, 2) = ра а 


где $ =р(, С — окружность | Я им, =. 
Оценим разность 


1 


'\ 4< ри (т) а, 7з (т) 9] с, 


пы 


2" ар 
Ф [ (©) 5, г» (<) 1] 
И -Е (№, 2) — я) Е \ ах о 
о 0 С 
Мы имеем: 
С (Фа, та (©) 
и [из ( 1, Га де — 


Я —и 


те 


К 


© 


[|= 


2 1 
< а а Бора 


ах ) Е. р % а 


) [9 —и| 

0 0 С 
1 
ФНО 8 ФИ |, 
\*\ Ги —и| и 


эп 
= \ 4 
Учитывая, что т о ое О’, а поэтому тах [и | <р, получаем: 
т тах | Ф [" (т) “1, 7 т [из (т) С, тз (т) 7] | 4 
рвать спят (2) 
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где М = шах | Ф (и, 2)|. В силу равномерной непрерывности функции 
Ф (1, 2) в замкнутой области 2, 
| тах | Ф [г, (*)(, го (<) 91] — Ф [т; (<), т» (<) 9] 
может ‘быть сделан при стремлении р к 1 сколь угодно малым. Следо- 
вательно, правая часть неравенства (2) стремится к нулю при стремле- 
нии рок 1. Но так как Г не зависит от р, то Г =0, т. е. справедлива 
формула (1). 
Следствие 2. Если Е (0, 2) =0 или Е (и, 0) =0, то для (ш, 2) ЕВ 
2п 1 
Ф |< т 1 ‚ / 
Е (и, 2) === \ а \ 4% \ 7 4, Ф, (ш, 2) = (шРь + 28) 
о. 0 С 


цли 
2" 1 


Ф (@; 1 / й 
Е (и, =чя) 4 \ а а, Ф,(ш, 2) = (шРЬ-- 2), 
0 0 С 
т. е. значения функции Ё(, 2) во всякой точке (ш, 2) р определяются 
поведением линейного дифференциального оператора ши» (ш, 2) + 2, (ш, 2) 
на границе области О. Это следует из формулы (1), если в ней вместо 
функции ЁР (1, 2) взять функцию ш 1Ё (ш, 2) или функцию 2 1Ё (и, 2). 
Следствие 3. Так’ как всякая функция класса х может быть 
представлена в виде: 
Е(ш, 2) =Е(0, 0) + Е, (№, #) + Е, (ш, 2), 
где Ру (0, 2) =Ои ЕР. (ш, 0) =0, то для (ш, } 6 
2п 1 
сы №. Ф: [71 (т) 5, гз (т) 1] 
Е(ш, 2) =Е(0, 0) + дя а \ а ет 
0 


0 
2“ 


и 
С 6 Аа, 


С—и 
9 += © / 96 
а В. 
ыы у 1 1 о 
где Ф, (ш, 2) = (253 +292), Ф, (№, 2) = 3 + ( — + = 2... 


Эта формула устанавливает, что значение функции Ё (и, 2) в точке 
(ш, 2) ЕР определяется значением ее в центре области Д и значениями 


ЭР; ‚ дР - 
операторов № Е 2; , К =1, 2, на границе области Ш. 
Следствие 4. Если» известно поведение линейного дифференциаль- 
ного оператора Г, [1Ё] = Ф (№, 2) на границе области р и известна функ- 
ция ](ш, 2) в области О, то функция Е (ш, 2) в каждой точке (ш, 2) Бр 
определяется формулой 


2 
1 (в, 2) Е (№; 2) = ая | а \ ат Ри 
0 оС 
Поступило 
7. Г. 4956 
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О КОЭФФИЦИЕНТАХ ФУРЬЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым ) 


В работе исследуется, при каких ограничениях на систему неотрица- 
тельных функций {Ф,, (и)} существует непрерывная функция периода 2к 


1 (2) — У, 6», с0$ (12 — а) (2 > 0), 


п=о 
со 
для которой р Ф, (21) =со. 
П=1 


Введение 


Начало качественному исследованию поведения коэффициентов Фурье 
непрерывных периодических функций 


со | со 
1(5) — г + № (а» соз пх -Е В, 1 их) = > 0 с0$ (п% — о), 
тт п=0 
где р» >.0, было положено Карлеманом (4) в 1918 г. Карлеман показал, 
что существует такая непрерывная функция ]/(7), Что 


со 


И 5 


П=1 
для любого е > 0. 
Эти исследования Карлемана были продолжены многими авторами: 


Гронваллем (5), Банахом (3), Сидоном (3), Палеем ("), Стечкиным (?) см. 


также (!), $$ 5.34, 9.604]. 
В настоящей работе рассматривается следующая задача. Пусть си- 


стема функций {Ф„(и)} удовлетворяет условиям: 
Ф„ (и)>0 (и>0), Ф„(и)|, и*Фи(и) (0.1) 


При каких дальнейших ограничениях на эту систему существует непре- 
рывная периодическая функция /(2), для которой 


У! Фи.) = ©? (0.2) 


П=1 


Оказывается, что если функции Ф»„ (и) ведут себя достаточно правильно, 
то искомая функция /(2) существует в том и только том случае, если 
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найдется числовая последовательность о удовлетворяющая условиям: 


со со 
2 %) 
ен о =. (0.3) 
п=1 п=1 . 
Поскольку это не вызывает дополнительных осложнений, мы рас- 
сматриваем также аналогичную задачу о существовании функции 


Е (2) = — Стд", 
п=0 
регулярной в круге | 2 | < 1 и непрерывной в замкнутом круге а - 
для которой 


со 

ХФ, (с) = > (0.4) 

Т=1 
(в дальнейшем указанный класс функций Р (2) обозначается через С). 

Очевидно, условия, необходимые для существования непрерывной 

периодической функции ](х), удовлетворяющей условию (0.2), будут 
одновременно необходимы для существования функции Р (2) ЕС, облада- 
ющей свойством (0.4). В самом деле, если существует функция Р (2) С, для 
которой имеет место (0.4), то тем более существует непрерывная периоди- 
ческая функция /(2) © расходящимся рядом УФ, (р»).. Это сразу вы- 
текает из того, что если положить 


7 (2) = ВеР (е), 
то будем иметь 


би = Ст [. 


План работы таков. В $1 даются необходимые и достаточные усло- 
вия существования числовой последовательности {г»„}, обладающей свой- 
ствами (0.3). $ 2 посвящен некоторым вспомогательным неравенствам. 
В $3 доказывается основная теорема; при этом мы существенно опи- 
раемся на результаты нашей работы (?). Наконец, в $ 4 мы показываем, 
что все результаты, полученные ранее в тэм же направлении, являются 
частными случаями нашей теоремы. ! 


$ 1. Теорема о числовых рядах 


ГВ качестве подготовки к более трудной задаче о расходимости рядов, 
зависящих от коэффициентов Фурье или коэффициентов Тейлора непре- 
рывных функций, рассмотрим аналогичную задачу для числовых рядов. 
Именно, зададим систему неотрицательных функций {Фи (и) и исследуем 
вопрос о том, когда существует числовая последовательность {г„}, удов- 
летворяющая условиям: 


опа (1.4) 


= п—=1 


Очевидно, эта задача эквивалентна следующей: когда сущее 


р 
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ствует функция /(2) 6 [^, для которой 


- 29) =®, (1.2) 


или же функция Ё (2) 6 И*, для которой 


ХФ, (с) = =? (4.3) 


Поскольку для любой непрерывной периодической функции / (1) 


[> 
®>0и У < о, 

п =1 
‚то ясно, что условия, необходимые для существования последователь- 
ности {7„}, будут одновременно необходимы для существования непре- 
рывной периодической функции /(5), для которой имеет место (1.2), и 
тем более необходимы для существования Р(2)6 С, для которой выпол- 
няется (1.3). 

Мы получим решение поставленной задачи в предположении, что 
система функций {Ф„(и)} удовлетворяет условиям (0.1); при этом не ис- 
ключается, что Ф„ (и) =0 для некоторых номеров п. 

Введенные в этом параграфе обозначения сохраняются на протяжении 
всей работы. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 


(и) =0 (0), о, в) П=Ьа...).. (19 
Для того чтобы существовала, последовательность {т}, Удовлетво ряющая 
условиям (1.1), необходимо и достаточно, чтобы система функций {Фи (и)} 


удовлетворяла следующему условию (А): 


для любого &>>0 расходится ряд 


Уи, (1.5) 


П=1 
где и„(&) есть наибольший корень уравнения 
2 
Фи (и (2) = би» (5). (1.6) 
| Сделаем несколько замечаний относительно определения чисел и» (5). 


Если для некоторых пи $ 
Иифи 2 Ф, (и) < 
м—-0 


то мы полагаем и» (2) = 0; если же для некоторых п и $ 


Нши?Ф, (и) > Ь 


иИ—>со 
2! 

то, по определению, и» (2) = ©о и У и? (Е = ©. Таким образом, строго 
говоря, формула (1.6) имеет место лишь в том случае, если 

уе ай 

1 72 Ф, (и) >> На и *Ф» (и). 

м—-0 и—со 
Однако мы будем формально считать, что она справедлива и в перечи- 
сленных выше исключительных случаях. 
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В силу последнего условия (1.4), функция и» ($5) является невозраста- 
ющей функцией от & при любом фиксированном п. Поэтому условие (А) 
равносильно утверждению, что существуют сколь угодно большие &, 
для которых расходится ряд (1.5). Дальнейшие замечания, относящиеся 
к условию (А), будут сделаны в конце этого параграфа. 

Доказательство. Необходимость. Пусть для некоторого &>0 

со 
У ш<». (1.7) 
П=1 
Зафиксируем произвольно последовательность {г„}, удовлетворяющую 
условиям 


ле (1.8) 


П=1 
и покажем, что для нее 


} Ф, (г,) < ©. 


Для каждого номера п либо г„ < и» (&), либо г, > и, (&. В первом 
случае, в силу условий Ф„(и){ и (1.6), имеем: 


Фи (Гл) < Фи (и» (2) = и (8), 


а во втором, в силу и ?Ф‚(и)]| и (1.6), — 
Ф 
в в) а п (Ил (5)) _ а. 


> ил, (6) 


Таким образом, в обоих случаях 


Фи (Ги) < Е {п + и" (}, 


откуда, учитывая (1.7) и (1.8), а что 


Ф» (г) = т 


Хе, ия х и? (6) } < оо 


и необходимость доказана. 
Достаточность. Пусть выполняется условие (А). Покажем, что суще- 
ствует последовательность {г„}, удовлетворяющая всем условиям (1.1). 
Расходимость ряда (1.5) может быть обусловлена двумя причина-\ 
ми: 1) может оказаться, что для любого #0 существуют такие номера 
п, для которых и» (5) = со, и 2) может оказаться, что для всех достаточно 
больших & 


и (< (п=1,2,...), вю У шШ@=ою. (1.9) 


п=1 
Первый случай сравнительно прост. Прежде всего отметим, что если 
для любого $>>0 существуют номера и, для которых и» (&) = со, то та- 
ких номеров бесконечно много. Это сразу вытекает из того, что при 
любом фиксированном номере п и, (&) есть невозрастающая функция от Ё 
и и, (5) < со при &> (п). Далее, найдем возрастающую последователь- 
ность номеров {их}, для которой 


ит; (К) = со (Ё=1,2,...). 


=> “ 
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3 силу сделанного выше соглашения это означает, что 


шт и 2 Фи, (и) > А, 


>. 14—00 


ткуда, поскольку и *Ф, (и) |, 


Фи (и) > Ки? (и (1.10) 


Чаконец, положим 


4 . 
т =Ф (#=1,2,...), та=0О (п пы). 


Гогда будем иметь г„ >20 (п=1,2,...) и 
о т* = ру = У >> 
п=1 Е=1 —1 


{роме того, в силу (1.10), 


со со © со 
1 
о Фи (т„) > № Ф„, (’"») > у АР == я и 53). 
п=1 х-1 Кл «= 
Переходим к рассмотрению второго случая. Итак, пусть выполняются 
словия (1.9). Положим 
5, = Ф, (+ 0) = Нм Ф, (и). 


и—-0 
‘нова возможны два случая: 


У, в. = во и в. 
п=1 


п=1 


[ервый из этих случаев почти тривиэлен. В самом деле, пусть {"„} — 
роизвольная последовательность, удовлетворяющая условиям 


со 


ее м < 


п=1 


‚ силу монотонности функций Ф„(и) получаем, что 


о 9 (и) > — Ф„ (+ 0) = > 9п = 0. 
т п—=1 п=1 


Остается рассмотреть основной случай, когда выполняются условия 
1.9) и условие 


р Яо © 
П=1 


оскольку отбрасывание конечного числа первых членов не влияет на 
кодимость и расходимость ряда 


о Ф„ (т»), 


п=1 
ы имеем право предполагать, что 
©о 
р (1.14) 
п=1 


Известия АН СССР, серия математическая, №1 
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Изучим некоторые простейшие свойства функций Ф„(и) и и ($). 
Прежде всего, при любом п=1,2,... функция Ф„(и) непрерывна для всех 
и _>0. В самом деле, если Ф(и) |,.и?Ф (и) | и, например, О<и<.о, то 


Фи < Фо < ФФ Фи «Фи +, 
если только и - 1(з). Аналогично рассматривается случай О<о< и. 
Отсюда и из условия и ?Ф,(и){ вытекает, что функция 
=, (и) =и *Ф, (а) 
непрерывна и не возрастает при и›> 0. Обратная функция Ив = И, (5) не 


возрастает и стремится к О при &—>с®. Кроме того, функция и„ (5) не- 
прерывна слева, и если в точке & она имеет разрыв, т. е. 


и, (0) = Ш и, (< и (&), 
=>. +0 
то для любого и, удовлетворяющего условиям 
ит (&% + 0) Зи ия (5), 
выполняется соотношение: 
и? Ф, (и) =%. (1.12) 


Переходим к построению искомой последовательности {г„}. Положим 
по = 0 и построим индуктивно возрастающую последовательность номе- 
ров {пк}. Именно, если числа п,,...,пк_—: уже определены, то поло- 
жим их равным наименьшему натуральному числу, для которого 


пк 
\ Фи) >1. ее 
Я=Пк—1+1 
Так как 
о Фи» (и (Ё?)) = А? № из (?) = ©, 
ПЕПк—1+1 Я=ПА—1+1 


то такое число заведомо существует. 
В силу условий и„ (1) 0 (1-— со) и (1.11), получаем, что 


пк пк со 
ив У ®0щ()= У оу 
пп —1-1 ИИА +1 п=1 


Отсюда и из (1.13), учитывая, что функции и„(7) непрерывны слева, 
выводим существование такого числа тк >. А?, для которого 


пк 9 
Х 9+0) <1< У Фи (м). (44 
ПП к— 1-1 ППК 1+1 


В силу непрерывности функций Ф,„(и) отсюда вытекает, что существуют 
* 
числа и„(7„), удовлетворяющие условиям: 


и» (дк Е 0) < и (1%) < ии (1%) (пыли) (1.15) 


| => “ 
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| — „ 
| УХ $ (и (и) = 1. (1.16) 
| ПИ 1+1 
Согласно (1.12) и (1.15), для них 
| 

Ф, (ил (пк) кии (к) (пп «ть. (1.17) 

’ Наконец, положим 
И) ап. ДЕБ (1.18) 


Пи таком выборе последовательности {г„} имеем, в силу (1.17), (1.16) 
и оценки 9, > А?: 


со со ПЕ со Ш 

Зн- х н-х $ чр- 
1 К=1т=тк 1-1 К=1 р 

со Е бо - 

- У ош - Уд а. 
К=1 п=т 1-1 К=1 А=1 


другой стороны, 


со со пк © 
ро оды (в ых по 


п=1 =1 пит К=1 


теорема полностью доказана. 
’ Эта теорема содержит в себе весьма большое число различных пред- 
пожений о сходимости и расходимости числовых рядов. Отметим несколько 
е частных ‘случаев. 
Следствие 1.1. Пусть 


4» >20, т„>0, +(и)>0 (и>0), $()|, и (и) }. 
ты того чтобы ряд 


| 2 аъ (гл) 


со 


| а 1 
пе всякий раз, как сходится рлд 


р 


— 
п =1 


еобходимо и достаточно, чтобы ряд 
е 4 
я 12 (2. : 
ря ь/ 
де $ (5) — функция, обратная к и?/ф(и), сходился для некоторого &> 0. 


В частности, полагая $ (и) = и?, где О%р<2, и заменяя 4» на 


*Р, получаем такое хорошо известное предложение. 


Следствие 1.2. Пусть 0% р<2, 4. 20 и ее Тогда суще- 


п=1 


твует последовательность т, 20, для которой 


Уи<= и УР? со. 


П=1 


7* 
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Более общее предложение было установлено Орличем (°): | 
Следствие 1.3. Пусть 9 <1,<2, а, > 0, г, > @(п= а, > .). Для] 
того чтобы из сходимости ряда»!"® всякий раз вытекала сходимость ряда 


со 
< 
р а 


п=1 


необходимо и достаточно, чтобы ряб 


со т 
ба 


п=1 

слодился для некоторого > 0. 
В формулировку условия (А) входит параметр &. Однако, например, 
в случае следствия 1.2 соответствующие ряды 


Зе (6) 


т= 


—= 


= 


сходятся или расходятся одновременно для всех с в зависимости" 
от сходимости или расходимости ряда 


со 

о 
У 4». 
п=1 


Мы покажем сейчас на примере, что такое явление для некоторых систем 
{Ф, (и)} может и не наблюдаться. 


Положим 
Фи (и) = и", 
ГД@ =; = р ее! Тогда уравнение (1.6) принимает вид: 
"= Ш@е-+9 Ша ° в " 
и 
откуда 

2 2тЕ 2ШЕ 

а - ——— 1 (и-) о 

из ()=Е " =е М =(п-+ М 


м 

Таким образом, в этом случае ряд (1.5) расходится при &<е? и сходится 

м | 

при 6” 

С другой стороны, можно указать простые достаточные условия, при 

выполнении которых ряды (1.5) сходятся или расходятся одновременно 
для всех &. Например, таким условием является 


«и РФ, (и) | для некоторого р< 2». (1.19) 
В самом деле, тогда | 


о, ‚ФО 
о В 7 .22-Р (О<и<о. 1 


Поэтому, если, скажем, Ё`>1 и, следовательно, и» (5) < из (1) == 4„, то 


а: | 


` 


р 
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1 

ил (5) > 2 4. 

аким образом, справедливо 

Следствие 1.4. Пусть 0% ра, 

Ф„ (и) >0 (и>0), ©, (и) 1, итФ, (| п=12...). (20 


Для того чтобы существовала последовательность {т„}, удовлетворяющая 
условиям (1.1), необходимо и о чтобы расходился ряд 


Ян, 
П=1 
де А» есть корень уравнения Ф„ (а,) = ах. 

Никаких оговорок относительно понимания этого корня уже не тре- 
буется, так как в силу условий (1.20) либо Ф, (и) ==0, либо функция 
2Ф„(и) строго убывает при возрастании и и обладает свойствами: 

м а 2, (и) =<, Ши Фа) =0. 
11— © 


и— +0 


$ 2. Леммы о числовых рядах 


Установим несколько лемм, относящихся к числовым рядам. 
ВЕМАА 1. ЛЬ 0 р 2 м —0. в=14....М, 
Ф, (и)>0 (>20), Фк(и)>0 (и>0), Фь(и)|, и ?Фки) В 
(= ата) 


к есть корень уравнения 


4% = Фх (4,). (2.2) 
`огда 
| м м 
| > $, (№) > бе м ул. (2.3) 
К=1 К=1 


’ Доказательство. Отметим, что, согласно замечанию к следствию И, 
-О = 2 


рассмотрим два случая: гк > 4х и 0 <». < 4+. В первом случае имеем 


2 
яв Рф ги, 


во втором, в силу условий (2.2) и и РФь (и) |, — 


в. Рф = к ?ф, (ак). м ГЕ - РФ, (гк) . ть == Ф» (гк). 


г 
аким образом, при всех гк 20 имеем: 


ее и 


ткуда 
М 
м: <У Фи (тк) — +. 
А=1 К=1 


ь приложений 
то неравенство эквивалентно (2.3), и лемма доказана Для пр 
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важен тот случай, когда | 
м 
Уа@-® (М-> о). (2.4) 
к=1 
ЛЕММА 2. Пусть 0% р<2, 0<М<\, В>>0, Вы>0, 
Фи (и)>0 (и>0), Ф»(и)>0 (и>0), и-2Ф, (и), 
и ?Ф, (и)|, и?Ф, (и) >< (и—>0) (Ё =М-1,..., №). 


Тогда система уравнений 


В Ва, \. 26 
А (я) ай о РЕ ( ) 
где 


Ре эры 3» обе М Ва 


имеет единственное положительное решение {4к}. 
Если, кроме того, система функций {Ф» (и)} бесконечна * и удовлетворяет 
условию (А), то 


У @=о. (2.7) 
км 
Доказательство. Введем в рассмотрение функции 
Фи (и) = и-2Ф, (и). 
В силу (2.5), они обладают следующими свойствами: 
Фи (и) >0 (#20), ©,(и)>0 (и> 0), Ф.(и)Т, 
иР-2 9, (и), ИР, (и) > °о (и-0); (2.8) 


в частности, как при доказательстве теоремы 1, убеждаемся, что все 


функции $,(и) непрерывны при и >0. Система уравнений (2.6) внаших 
новых обозначениях имеет вид: 


2—р __ Ва, ЗИ р 
= [ 7) в=МЬ...,М. (2.9) 
Г 


Пусть числа Ам+1,..., ак: уже определены. Покажем, что К-е уравне- 
ние (2.9) имеет единственное положительное решение 4». Этс уравнение * 
можно записать в форме 


Ва 
Еф | 2.10 
Е Е с 


где Р,_, — известная неотрицательная константа. Если Д,»_, =0 (это 
возможно лишь в случае & = М + 1, Эм =0), то уравнение (2.10) при- 
нимает вид: 


% =, (В), 


* Т.е. М = со 


=> ^ 
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| 


| откуда 


1 
4, = {в (В)уг? >0. 
Обратимся к рассмотрению основного случая, когда Ох, >0. Положим 
2—р 
фк (и) = - - 


$ Би 
} (у В + я) 


ий сделаем замену переменной: 


. 1 р 
ея А И 
Ир. У в2— 
Так как 
[1 ВОу 1 
аи = 3 -- 0, 
(Ру и?) 2 


‘то при возрастании и от О до > функция Ё(и) строго возрастает от 
'#(0) =0 до Ё(>) = В. Имеем: 

1 
| Рф? Ро 


р 
и) =. В—=( (и). 
фк ( ) ПИ" фк (1) ( ( )) 
(в —в) 
Здесь первый множитель строго возрастает вместе с &, а второй — не 


‘убывает. Таким образом, %/ (и) является непрерывной и строго возраста- 
‘ющей функцией от и. Так как, кроме того, 


уе) 
1— — 
е 2—р 
2 1 
0) = ——— Им 0 
и (0) В?-Р 1-0 Фк И) у 
р 
1— — 
1 ды р 
к (>>) = Им . 5 ©9 
| ь ево о 
| а 
‘то при возрастании и от 0 до со $» (и) строго возрастает от 0 до с. 
Отсюда следует, что уравнение 
фи (и) =1 
имеет единственный положительный корень 4х, для которого 
ЕР — Е 
К = Фк р °. 
ИЕ 


Остается показать, что если система функций {Ф»(и)} бесконечна 
и удовлетворяет условию (А), то 


м @ = со. 
к-М-1 
Допустим противное. Пусть 
Зи, 


К=М-Ы 
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Положим 


Тогда система (2.6) принимает вид: 


У 
2 


абы ОП: (2.41) | 


В2-Р. 


Отсюда следует, что 


жи 


р 2 | 
Ф» = р (А = М-УЧ,.. зе (2.12) | 


Рассмотрим еще вспомогательную систему 


ое (2.13) 


В 
о 


В силу условия (А), 


\ р = ©, 
&=М-1 
из (2.12) и (2.13) следует, что 
их Фх (ик) < эк “Фь (к). 


Но и °Ф, (и)|. Поэтому их > ок и 


К=М-1 


В силу же определения последовательности {их}, имеем: 


х ох @ В < 
к=М+1 к-М+1 № М+1 км 
Поэтому 
со 
У 4% = со, 
к=М+1 


что противоречит сделанному предположению. Отсюда вытекает, что 


# @ = оо, 
х=М+1 
и лемма полностью доказана. 
ЛЕММА 3. Пусть0 < р<2, В > 0, > 0(Ё=мМ-А.... ‚ №), система 
функций {Фь (и)} удовлетворяет условиям (2.5) и {4к} (Е =М-А,..., №) — 
положительное решение системы уравнений (2.6) при некотором Бы >. 0. 


| Тогда 
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М 
У $ (> ‚У @ 


К=М+1 к=М-+1 о - 
Доказательство. Положим 


ва, 


к 
и рассмотрим два случая: 7,58, и Г, >&,. 


2—р 2—р 
ак ть < ак в 


>) 
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(2.14) 


(2.15) 


В первом случае имеем 


Га во втором, в силу определения 4х и условия и-? Фх (и) |, — 


2—р 
2—› Е 
и от, 
Е 2% РФ, (Ев) Е К А Е К Е 


'Таким образом, в обоих случаях 


4 "УР < Фь (ть) + ай "ЕР. 


| Отсюда следует: 


м м м 
я а (тр < я № ак "ВР. 


К=М+1 К=М-+1 К=М-и 


Остается оценить последнюю сумму. Согласно (2.15) имеем: 


М 2 М 


м 
а р, — 
э 2—р ор В 9% р Ё Е—1 
о А БН < 
= = ®-М 
К=-М +1 Е М+1р2. +1 и 
р р 
М Ре р м р а р. 2 
<в? У иода = В? \ и ти вм 
К-М+1 БЕ м т 
р р 
В Е В и 
= (Ри— Вы) *= Е | У 4 2 * 
1—- 1 вы 


Отсюда и из (2.16) получаем: 


М М 
у < У Фи 
К= М+1 #-М +1 р 


и лемма доказана. 


| 


ха 


(2.16) 


Отметим, что, согласно лемме 2, если последовательность {Ф» (и)} 
бесконечна и удовлетворяет дополнительному условию (А), то 


Уд 


К=М-1 


* Мы воспользовались элементарным неравенством: 


(а 5)“ < а“ 5“ (220, 620, 0<а<\) 
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$ 3. Основные теоремы 


В этом параграфе мы выведем несколько предложений о расходимос- | 
ти рядов 


УФ, (|<), (3.1) 


зависящих от коэффициентов Тейлора функций 


со 
Е (2) = Ус,” ЕС. 
п =0 
Нам неизвестно, будут ли условия теоремы 1 достаточны для того, 
чтобы существовала функция Р (2) ЕС с расходящимся рядом (3.1). Од- | 
нако мы покажем, что это действительно так, если функции Ф,„ (и) удов- | 
летворяют некоторым дополнительным условиям правильности поведения. 
Мы будем опираться на результаты, установленные в моей работе (?) 
и представляющие собой обобщение и уточнение одной теоремы Палея (?). 
Полагая в следствии 1.1 и теореме 2 указанной работы 4» = 
(п- п») и заменяя 4„, на 4», немедленно убеждаемся в справедливости 
следующих двух предложений: 
ЛЕММА 4. Пусть О «< р<2, {пк} — возрастающая последовательность 
номеров, 0 < М < М и 4 >.0 (Е =М, М-+У,..., М). Тогда существует 
многочлен вида 


фм 
Рм.м (2) = ХУ с," = 0, 
пП—ПМ 
удовлетворяющий условию: 
м м р 
Утес, Р>в| ха} ® | Ры, м(2) |, (3.2) 
К=М Е=М 


где В — абсолютная положительная константа и 
1$(=) | = шах | $ (2) |. 
12| <1 


ТЕОРЕМА 2. Пусть 0<р<2, {пк} — возрастающая последователь- 
ность номеров, 


4% >0и Уф =. (3.3) 
К=1 
Тогда найдется функция 


в (2) = У "ЕС, 
по 
для которой 


Ура [сть = оа. (3.4) 


—=1 


Переходим к исследованию ряда (3.1). 


р 
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условиям (В\): 


. 


Ф,)>0 (и>0), Фь(и){, ишРФ, (и) | 


Для того чтобы существовала функция 


Е (2) = У сил" 6 С, 
| в=0 
‘для которой 


2 ©, (ен) = 


необходимо и достаточно, чтобы расходился ряд 


со 
| а 
а, 


| Е—1 


‚где Як есть ворень уравнения 
4 — Фу» (ак). 


ТЕОРЕМА 3. Пусть О0<р<2, {пи} —- возрастающая последователь- 
‘ность номеров и система функций {Фу (и)} удовлетворяет следующим 


(& =1, 2....). 


(3.5) 


(3.6) 


(3.7) 


Доказательство. Необходимость условий теоремы непосредствен- 
но вытекает из теоремы 1 или следствия 1.4. Установим их достаточ- 


ность. 


Без ограничения общности можно считать, что 


Фк(и)>0 (@>0), #=1,2,. 


5) (3.8) 


В самом деле, в силу условий (В,) либо Ф, (и) >0 (#>0), либо Ф, (и) =0, 
и в последнем случае 4х =0. Поэтому из расходимости ряда (3.6) выте- 
кает, что первый случай встречается для бесконечного множества значе- 


ний А, скажем, для К = (1=1, 2,...). Полагая 


Ф, (и) = Фк, (и), т=т, @ = 


и учитывая, что 
со 
\л 2 
ре у #4, = У& = о, 
1=1 т К=1 


мы сводим дело к рассмотрению случая (3.8). 
Воспользуемся леммой 1, 
ются. Получаем, что 


все условия которой, очевидно, выполня- 


м м м 
оз Ф» (гк) > р. Я м ии 0). 
К=1 Е=1 К=1 
Полагая здесь гк = | с,„|, ВЫВОДИМ, ЧТо 
М 
у Ф, (с. |) > 7 Фе РЕ — 2 ел (3.9) 
К=1 => 


Пусть теперь функция Ё(2) имеет тот же вид, что и в теореме 2. 
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Тогда 
М 
За Ре, | ">> (М- оо) 
—1 
и 
М со 4 п 
Хе < Ук 199) «1. 
К=1 п=0 и 


Отсюда и из (3.9) следует, что 


>, Фи (сл |) = 50, 
= 
и теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть 0% р<2, {пк} — возрастающая пйоследователь- 
ность номеров и система функций {Фь (и)} удовлетворяет следующим 
условиям (В,): 

Ф, (и) >0 (>0), штФ,(и)1, и? Ф, (и) |, 
и? Ф, (и) > <> (и->0), ЕЁ=1, 2..... 


Для того чтобы существовала функция 


В’ (=) = Уст Е С, 
п-=0 


для которой 


со 
У Фи (ешь |) = оо, (3.5) 
К==1 
необходимо и достаточно, чтобы система функций {Фу (и)} удовлетворяла 
условию (А). 
Доказательство. Необходимость условий теоремы является след- 
ствием из теоремы 1. Докажем их достаточность. 
Зададим последовательность положительных чисел {з.}, удовлетво- 
ряющую условию 


У (3.10) 
8—1 
и положим 
т 
В (2— р)\\ р 
в, = (6 ”)»., ($=14, Я...) (3.11) 


где В имеет то же значение, что и в лемме 4. После этого, положив 
№ =0, 4% =0, построим индуктивно возрастающую последовательность 
номеров {#.}; именно, если А.,..., А; и 4»... ‚ уже определены, 
то положим 


5—1 
м 2 
В. = У @ 
К—1 


и для чисел В, и И построим последовательность {ак, з} (Е =^._-1, 


„> ^ 
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А.—-2,...), определив ее из уравнений 


где 


Е 
Пк, == Вы Е р а 


ХА; 1+1 


Согласно лемме 2, эти уравнения разрешимы и 


со 

< 2 

о Як, з —= с. 
КИ; —1-1 


Поэтому можно найти номер А; из условий: 


К; ЕР | и = и 

\` 5 2 = ® р 

м а. а 2. (3.12) 
КА 1+1 КК 


После этого полагаем 4х = Ак, ; (А. << А.) и продолжаем конструкцию. 
Воспользуемся леммой 4. Эта лемма показывает, что существует 


многочлен вида 
Кз 


2 (а) = р Сл” = 0, 


пез 
для которого 
5 Кв тв 
х би! У @ АР. = 84 
С КК +1 


В силу однородности этого неравенства, мы вправе считать, что 


Далее, пользуясь леммой 3 и учитывая (3.13), (3.14), (3.11) и (3.12), 
выводим, что 


Кз Юз ВР К Рей, 
У Фе > > ба > 4 | и 
Кат КК: _—1+1 жа 
кз 
В? 5 Е 
иР 8 2 
>| Вир. | ри 
и о у м: ) 
Ка а = 
В Е 
Е 2 | р 44. и о) 
КА; 1-1 


Таким образом, если положить 


В) = >В, (@) = Жени”, 


$—1 Т—=0 
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то, в силу (3.10) и (3.14), функция РЁ (2) ЕС и для нее 


Е 
со со 8 В со 
УФ (с, |) = № Фи (| с" к) 5 У, 1 = оо. 
К=1 8=1 А: 1-1 81 


Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 5 (основная теорема). Пусть {пк} — возрастающая 
последовательность номеров и система функиий {Фх(и)} удовлетворяет 
следующим условиям: существует число р (0«р<2) такое, что для. 
каждого Е либо 


(В) Ф»(и)>0 (и>0), Фь(и) |, ш?РФь(и){, 
либо 
(В) Ф‚(®)>0 (>0), и?Ф, (и), и Фь (и) |, 


и—2*Ф, (и) > © (и—>0)*. 


Для того чтобы существовала функция 
со 


Е (2) = Усы" 6 С, 
П=0 
для которой 


У Фи (си, ) = с, 


К=1 
необходимо и достаточно, чтобы система {Ф,(и)} удовлетворяла усло- 
вию (А). 

Доказательство. Необходимость условия (А) очевидна. Для до- 
казательства его достаточности обозначим через А, множество тех на- 
туральных А, для которых выполняются условия (В,), и через К,— мно- 
жество тех К, для которых выполняются условия (В.). Тогда либо 


Зем. 
р Ик (5) — ©, 
КЕК, 
либо 
® ия 
Хил ($) = во 
ЕК: 
для любого &>>0. Каждый из этих случаев возвращает нас к одной из 
двух предыдущих теорем, и теорема доказана. 
В дальнейшем мы встретимся с такими случаями, когда не выполняют- 


ся условия ни одной из теорем З и 4, но выполняются все условия основной 
теоремы. 


Отметим в качестве следствия аналогичное предложение о коэффи- 
циентах Фурье непрерывных периодических функций. 

Следствие 5.1. Пусть {пк} — возрастающая  последовательность 
номеров и система функций {Фк(и)} удовлетворяет всем условиям тео- 


ремы 5. Для того чтобы существовала непрерывная периодическая функ- 
ция 


1(х) — № оп 60$ (Их — и) (0. >20), 
п=0 


* Можно показать, что на самом деле последнее из этих условий излишне. 


р 
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для которой 


р № Ф, (ри) ©, 


К-=1 
необходимо и достаточно, чтобы система {Фхь(и)} удовлетворяла усло- 
вию (А). 


$ 4. Частные случаи 


Здесь мы рассмотрим ряд частных случаев теорем, установленных 
в предыдущем параграфе. 

Теорема Гронвалля и ее обобщения. Гронвалль (5) доказал 
такую теорему: 

ТЕОРЕМА ГРОНВАЛЛЯ. Пусть $ (и) -> оз (и->0). Тогда существует 
функция 


Е (2) = Ус," 6 С, 
п=0 
для которой 


Уре, ВФ (с, |) = оо. (4.1) 
И 
Эта теорема была обобщена Палеем (7). Аналогичное обобщение вы- 
текает также из результатов Сидона (19) [см. (1), $ 9.604]. 
ТЕОРЕМА ПАЛЕЯ — СИДОНА. Пусть {п»} — возрастающая после- 
довательность номеров и ©(и)->> (и->0). Тогда существует фучкцил 


Е (2) = Ус," 6 С, 
п=о0 
для которой 


У [ель ВФ (ик |) = со. (4.2) 
й—1 


Покажем, что эта теорема может быть выведена из теоремы 4. Нам 
понадобится такая лемма: 
ЛЕММА 5. Пусть $ (и) >0 (и > 0), э(и) > оо (и—>0). Тогда сущест- 
вует функция Ф, (и) (и > 0), обладающая следующими свойствами: 
1) 0< 2 (и) < 9 (и) (0<и< и), 
2) из (и)[, 


3) #1 (№) |, в) со (#->0). | 
Доказательство. Положим ф»›(и) = ШЕ Ф(и). Тогда, очевидно, 
0<”<и 


0 < 9» (и) < (и), 92(и)] и фз (и) — со (и >0). 
Пусть $. (и) > 1 при О < и <. Положим 
2) = 2 иг 19() 0<и<в), ай=ащ) @>щ) (43) 


и< < ио 
и покажем, что эта функция является искомой. Прежде всего, в силу 
(4.3), имеем: 
Ф1 (и) < 92 (и) (0<и <) 
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и так так $, (1) >1 (0<1< щи), то $, (и) > 1. Таким образом, 


О< р (и) < (и) (0<и<ь). 


Кроме того, очевидно, из, (и) |. 


Далее, покажем, что ‹,(и)]. Пусть О<%и<о<щ. Возможны два 


случая: либо 


Ш 92 (1) = ШЁ 1 (9), 
ити << 
либо 
Ш 92. (1) = п 1(1])< ПЕ 1$(7. 
и<т<о << 


ит < о 


В первом случае имеем: 
ы - 1 - 1 . 
фл (и) =-— И 122 (1) ня 11Ё 722 (7) = —. 1Ш1Ё $2 (71) = Фи (5), 
ити и5т<\ << 


а во втором — 


и 4 : 
Ф1 (и) =-- ШЕ 125(1) =-_ Ш 12 (9) = 


и<т<ио б << 


==‘ 01 о фе (1) > 92 (в) > 91 (0). 


ито 


Наконец, докажем, что $, (и) > <о (и->0). Пусть О<е<щ. Имеем: 


4 а . и : Л з 
1 (и) =--- Е 2» (1) = шт о 10 7 (7), —— И 1» (9)}> 


и<1<иш и<т<е =<1<\ 


и | 


а Й 
> ша а (=), - е 
Полагая в этом неравенстве з = Уи, получаем, что 


1 (и) > > пи {2 ( (Уч), | = (и — 0), 


и лемма доказана. 
Положим в теореме 4 


(=, (И) Л 
Так как 


и 'Ф (и) = ит, (и) 1, и? Фик (и) = 91 (и) } ии *Фь (и) = 91 (и) > 0 (и—0), 
то все ее условия выполнены. Цроме того, их (5) есть корень уравнения 
Фа (ик (5)) = $. 


Поэтому их (7) ==и(:) >0 для всех &>0 и, следовательно, для системы 
{Фх (и)} выполняется условие (А). Теорема 4 показывает нам, что суще- 
ствует функция / (2) ЕС, для которой 


Фе ([еы) = Фены (1) = оо 


Так как $: (и) <Ф(и) (0<и<и) и |с.| < щ (> А), то отсюда вы- 


м Зе Иер 


=> “ 
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текает, что для гой же функции ГР (2) 


со 
Хель РФ ( [сз | ) = оо, 
К=1 


и теорема Палея — Сидона доказана. 

Теорема Палея и ее обобщения. Палей (7) доказал такую 
теорему: 

ТЕОРЕМА ПАЛЕЯ. Пусть 4, >0 (п=1,2, ...). Для того чтобы 
существовала функция 


Е (2) = Усы ЕС, 


п =0 
для которой 
[®.> 
У 4, [с = о, 
2, —1 
[>>] 
необходимо и достаточно, чтобы растодился ряд р и 
®—1 


Очевидно, это частный случай нашей теоремы 2. 

Рассмотрим более общую задачу о том, при каких ограничениях на 
последовательность 4„ > 0 существует функция Ё(2)ЕС, для которой 
расходится ряд 

[*. >] 
Ура 
ЦЮ $ ( [Сп о 
7—1 
где функция $ (и) (и > 0) удовлетворяет нашим обычным условиям: 
274 
$ (и)>0 (>20), 9(и)>0 (и>0), э@®)Т, и}. 
В этих обозначениях теорема Палея относится к случаю ф(и) = и, 
а теорема 2— к случаю $ (и) = и? (0<р<2). 

Наши методы не позволяют полностью решить поставленную задачу. 
Теорема 1 показывает, что для существования искомой функции #Ё (2) 
необходимо, чтобы для любого &>>0 расходился ряд 


со 


Уи. 


И—=1 


где и» (=) есть корень уравнения 


| 
В } тся достаточности 
где ® (5) — функция, обратная к — 5”. Что же касае д 


этих условий, то результаты $ 3 показывают лишь, что она имеет место 
при одном из следующих дополнительных ограничении на функцию $(и): 
= 0, либо если и-Ро (и для 
либо если и-Ро(и) 1 для некоторого р —0, Ф (и) | 


| 
В Известия АН СССР, серия математическая, №1 
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некоторого р«2. Понятно, что этот результат полноссью покрывает как 
теорему Палея, так и наше ее обобщение. 

Теорема Банаха и ее обобщения. С. Банах (3) показал, что 
существует положительная последовательность {еп}, е„ —> 0 (п со), такая, 
что найдется непрерывная периодическая функция /(5), для которой 


со 


» ре == ©9". 
п=1 
Из результатов Банаха и С. Сидона (*) фактически вытекает, что для 
любой возрастающей последовательности номеров {пк} можно построить 
положительную последовательность {=}, =к->0 (Ё->оо), такую, что 
найдется непрерывная периодическая функция }(57), для которой 


Здесь мы рассмотрим следующую сходную задачу. Зафиксируем по- 
следовательность {п}; при каких ограничениях на последовательность 
{к} где 0<<.2, существует функция Р (2) ЕС, для которой 


со 


В 
У | С»; | = со? 
К=1 
Оказывается, что искомые условия на {ех} не зависят от вида иоследо- 


вательности {п„}. Именно, из теоремы 5 немедленно вытекает такое 
предложение: 


ТЕОРЕМА 6. Пусть 0<=<2 (Е =1,2, ...). Для того чтобы су- 
ществовала функция 


Е (2) = Ус," ЕС, 


в =0 
для которой 
Хе “= оо, (4.4) 
к=1 
необходимо и достаточно, чтобы ряд 
ай 
а 45) 


растодился для любого > 0. 
Очевидно, это имеет место, например, если 
И |573 = 0 


Кс 


или 


1 = ш А = со. 
К—со 


Отметим, что теорема 6 содержит в себе теорему Карлемана (4) м 
теорему Сидона (®). 


> “ 
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Остановимся еще специально на том частном случае, когда ех | 0. 
В этом случае условие расходимости ряда (4.5) может быть преобразо- 
вано к значительно более простому виду. 


ТЕОРЕМА 7. Пусть 0< = <2 и =„ |0. Для того чтобы существо- 
вала функция 


й (2) = Ус, ЕС, 


п =0 


для которой 


со 
> | Спь м. —= со, 
К =1 


необходимо и достаточно, чтобы последовательность {=} удовлетворяла 
условию 


Пт = ш А = оо. (4.6) 


>) 


Доказательство. Установим, что ряд (4.5) расходится для любого 
1-0 в том и только том случае, если выполняется условие (4.6). Пусть 
ряд (4.5) сходится для некоторого 7 >0. Так как это ряд © монотонными 
членами, то 


откуда 


Обратно, если 


то 
1 ША 
= 
и 
ы 5% шп ея Пл 
со 1 со 1 ее 
А ИЕ — А 
т М $ М 
ини ый И 
т #1 К-1 и 
при < ем. 


Новый случай. Желая объединить результаты Палея, Банаха и 
Сидона, мы рассмотрим здесь вопрос о расходимости для функций 
Е (2) ЕС рядов вида 


со 
У а,” | с» Е 
п-1 


где а. >0и 0«:=„<2. Применяя теорему 5, получаем такое предло- 


жение: 
8* 
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ТЕОРЕМА 8. Пусть 4. >20 и 0<в<2 (п=1,2, ...). Для того 
чтобы существовала функция Е (2) © С, для которой 


У о п, 


п =1 


необходимо и достаточно, чтобы ряд 


Хы" (4.7) 
й =1 
расходился для любого 1 > 0. 
Если „2 >0 (п=1,2, ...), то, очевидно, это условие эквива- 
лентно тому, что 


со 
2 
№ (Е. == 55). 
п=1 
ь 4 
Если же, например, 4» = у и -„ |0. то оно эквивалентно условию 
п 
То ви, №0 № = ©0. 
т-> со 
Математический институт Поступило 
имени В. А. Стеклова Ак. наук СССР 10. 1. 1956 
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С. Н. СЛУГИН 


ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ОДНОСТОРОННИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 
РЕШЕНИЯ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе приводится одна общая схема построения приближений 
в смысле С. А. Чаплыгина — верхних и нижних приближений решения 
операторного уравнения в полуупорядоченном пространстве. Приближения 
чередуются: если предыдущее приближение — нижнее, то следующее — 
верхнее, и обратно. Схема конкретизирована на некоторых типах уравнений. 


При использовании метода С. А. Чаплыгина (!) и различных видоизме- 
нений этого метода приходится либо накладывать условие знакопосто- 
янства на соответствующие производные в нелинейной части рассматри- 
ваемого уравнения, либо действовать на участке изменения аргумента, 
ограниченном определенными условиями. 

В настоящей работе предлагаются неограниченно применимые алгорифмы 
приближенного решения операторных уравнений, дающие, как и в. 
методе С. А. Чаплыгина, монотонно сходящиеся к решению последова- 
тельности верхних и нижних приближений. Для применения предлагаемых 
аигорифмов достаточно выполнения вполне естественного условия огра- 
ниченности соответствующих производных. 

В случае дифференциального уравнения п-го порядка в качестве 
вспомогательных линейных уравнений алгорифма берутся уравнения 


первого порядка с числовым коэффициентом. 
Так же, как и в работе А. Н. Балуева (?), впервые применившего 


ппарат функционального анализа в полуупорядоченных пространствах 
см.(3)] к исследованию метода С. А. Чаплыгина, в настоящей работе ис- 


тользован этот же аппарат. 


$ 1. Операторное уравнение в полуупорядоченном пространстве 


Пусть операторы И, И, И’ переводят К-пространство элементов 5 в 

ебя. Если д<т< а, то 16 [0,1]. Элементы, сравнимые с нулем, 
9 В“ ь ые й 

бозначим через Ах. / — тождественныи оператор: 7 (5х) ==. ГУ означает 


-ю итерацию: 


7? (2) = [У (2), У? (® =” (2) 
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и т. д. Сходимость сверху (снизу) означает, что 


[2 — 2” |->0, 2 >24 (< а). 


В пространстве непрерывных на [&%,&] функций х(1) монотонная сходи- 
мость (если 5” принадлежит этому же пространству), как известно, 
является равномерной. 


ЛЕММА 1. Пусть на [2,5%] определен монотонно возрастающий 
и монотонно непрерывный оператор И’, х, < И’ (т), > И’ (20). Тогда 
уравнение х = И’ (5) имеет на [хх, 71| решения, наибольшее и наименьшее 


из которых т, х могут быть получены методом итераций: 
та = И (1), ть (в,) Л. 


Эта лемма — несколько видоизмененная теорема 2.11 гл. ХП работы (3). 


Методом математической индукции нетрудно установить, что хи х— 
наибольшее и наименьшее решения. 


ЛЕММА 2. Пусть на [т,, 2] определен монотонно убывающий и мо- 
нотонно непрерывный оператор И'и ху < И (1), х >. 0 (то). Тогда алгорифм 
7141 = О (2.) определяет последовательности 


Тп`\ Я, Я: ФИ, бы ИЯ, 


где х и х— наибольшее и наименьшее на [2 2] решения уравнения 
2 = 0? (2). ` Если т1— 2-0 при п-> оо, то х= х = 2° — единственное 
но [2% 2] решение уравнения х = 0 (1). 

Положив 0” = И’), можно доказать, что оператор И’ определен, моно- 
тонно возрастает и монотонно непрерывен на [25, 24]. 


Возьмем оператор И от обеих частей неравенства И (2) > о: 


0? (20) < И (%%) «зо, 
16» 
И? (о) 
Аналогично, 
Й (20) > 5 


Согласно лемме 1, 

т 2, Ти Г, 
где х, 4 — наибольшее и наименьшее на [2о, т] решения уравнения 
д = 0* (2). 


Легко установить, что 2 может служить нижним первоначальным 


приближением для решения уравнения х = 0?(2) на том же отрезке, 
и поэтому 


та ЛД т. 
Аналогично, 


Тт-+1 т. 
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Переходя к пределу в равенствах 
ана == 0 (т), 2141 = 0 (2), 
получим: 
#=0 ($), +=@(). 
А так как, по условию, 1.1: — 72.->0, то х = 5. Итак, х = х — единст- 
венное решение. й 
ТЕОРЕМА. Пусть на [1о, 2] определен оператор И, на множестве 
элементов Ах — аддитивные положительные операторы Г и Л, причем 
Л (Аз) > >И (1- 42) —Г (1) > — Г(42) при Ах > 0, 
А — 20) ЗИ (1) — %, А (% — 2) < %— ТИ (2); 
пусть, кроме того, сушествует обратный положительный оператор 
(7—1) * и последовательность элементов (Г + 2)" (Ал) —>0 при п-—> со 


2 любом Ах > 0. 
Тогда итерационный алгорифм 


Тт-1 = — (7—4) " (1—И) (х»), п =0, И 


определяет последовательности т», Хэтлл, стодящиеся сверху, ий тп, Хопдль 
слодящиеся снизу к единственному на [1, 2%] решению 1” [уравнения 


х=У (5). Оценка быстроты сходимости: 
|2. — "|< (Г +24)" (& — 3). 
Для фактического проведения процесса достаточно взять за первона- 


чальное приближение лишь одно из 2 и 2, так как если, например, 
2 Я) 0 2” > Иа и разность т — Та —0 дает эффективную 
оценку погрешности приближения. 

Алгорифм теоремы можно переписать в другом виде: 

Тира = Д (2.41 — 2) И (2). (1) 
Доказательство теоремы. Положим 
И=лЛ— (7—4) "(7- И). 
Монотонная (непрерывность ‚оператора П следует из монотонной непре- 
рывности Г. Взяв однородный оператор (Л — Л)" от всех частей сротно- 
шения 
(7— Л) [0 (= + 42) —0 (2)] = —А (41) У(т-+ Д;) — УТ (2) <0 

(при Ах> 0), находим, что оператор И монотонно убывает. Взяв адди- 
тивный и положительный оператор (7 — Л)! от обеих частей неравенства 


%—%— Д (2 — 42) > —% ТУ (1), 


получим 2 > И (20). Аналогично проверяем соотвошение 
2 < <0 (м). 

Докажем, что 1: — 4. -0. По лемме 2, выполняется только одно 

из соотношений: либо 1) 1. <14 <, либо 2) "2—1 > м > Я. 
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В первом случае из аддитивности и положительности оператора А 
следует: 
Д (1, — 1—1) > А (2. — 24). 
Поэтому [ем. (')] 
Ти — Фп = д (дача 2—1 — 22) + У (2") — У (2,1) > 
>2Л (жи — 2%) + И (4) —И (2.—) > 2 (хил — ба) — Г (и -- Фи, —1). 

Итак, 

0> 2.1 — 22 (Г- 24) (2% — 4). 
Во втором случае аналогично 

0< 11, — 2 < (Г-+ 24) (5- —2»). 

В обоих случаях 

[Фа — 4 | < (Г НЕ 24) ( | 1» — Хп—1 |}, 
причем элемент 2„— х„_. сравним с нулем, т. е. 

[2 — Фи = (2 == Хил). 
Поэтому, в силу однородности оператора Г -+2Л, 
(Г+2^) (1. — |) =|(Г-+ 24) (2, — 2—1). 

Отсюда 

[2и-нь — 2. | < |(Г + 24) (2. — 2—1) | < 

< Т+2^)* а)... < +2 (а -ц)-0 
при п-> со по условию теоремы. Итак, х.:, —х„->0 и, по лемме 2, 
2—5“) где = 0”), те = И@’, 
Наконец, из неравенств 


[21 — 21 < [2 — |, |9 — |< — 20 


[23а — | < (Г +24)” (|3 — 41|) 
следуот, что 


[2 — "| < (Г-+ 24)" (2 — 2%). 


$ 2. Обыкновенное дифференциальное уравнение 72-го порядка 


Уравнение 


у = уу у,.... ТО) ИУ о СО. т—1), (2) 


можно рассматривать как уравнение х=У (5х) относительно х == у (1), 
так как У) вычисляются по у(”) и начальным условиям, а Ах = ДАу@5(1), 
где Ду*® (1) =0. Выделим достаточно большую область определенных 
на [%, & -- 2] (число Г, — произвольное, но фиксированное) функций у(1). 
Пусть эта область содержит в себе все функции у(1), удовлетворяющие 
начальным условиям и неравенствам 


95” (0 < у (д < (0. 
Функции у и У, определены ниже. 
Пусть в этой области 


Г 
45 >> —Вк (420, Вк>0) 


= “ 
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Обозначая 
ДЬу,..., Ут 9) = У, 
находим, что при Ау”) >>. 0 
т—1 т—1 
У 44 ую > Лу+ А —Ли>— У Вью. 
к=0 к=0 
Пусть 
т—1 т-——1 т—К—1 
АТ Е 
А > Е > ый о 


_ Нетрудно проверить, пользуясь выражением Ду® через Лу”, что 


р 
Л (у) = 4 \ Ау (<) «>79 —ЛИ> 
ь 
> —В( Ду (*) 4" = — Г (Ау). 
ь 


Пусть существуют т раз непрерывно дифференцируемые функции у», 
у, удовлетворяющие начальным условиям и неравенствам 


и уе] — 5”, 
% <, А (\›— у)" 9 5 == ии) 
и 
Например, их можно искать в форме: 
\” — Ау" ® = шах {/ [У] — Ау}, 
9” — дуб" = пай {7 [У] — Ау}, 
где шах и шш берутся по указанной выше области. Хотя в определе- 
ние самого числа А уже входят функции Уо› Уо, но здесь предполагается, 


д 
что производные ыы равномерно ограничены настолько, что имеется 
У 


возможность такого выбора функций уши У. 
Если 


(7 — ^) (Ду) =$()>20 


1 
Ду” = (1 —А)-Ф) = $ (0 НА \ е^-9 9 (5) 4 > 0, 
% 


то отсюда следует: 


т. е. существует обратный положительный оператор (1 — Ме 
Проверим выполнение условия теоремы для (Г 2)” (Ау("). 
Имеем: 


| бл 
(Г+ 24" (Ду) = (В+ 24)" и Ду” (5) к... аи = 
И И 


(В+ 24)" (1—6) 


п! 


: 
т \ (Е — *)"—1 Ду” (<) 4% < шах Ау >0 (3) 
5 


при п-> со и любой непрерывной Ау”) >. 0. 
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Согласно теореме, алгорифм 
1 
ит, = Уфы] — А | е49-9 (уе — Уи), УФ, = 


ь 
где у(”) равномерно сходятся при п-> оо поочередно сверху и снизу к 
у”) (у’— решение уравнения (2)). В алгорифме используется уравнение 
первого порядка относительно неизвестной у"; 


Ут, — Аутть = [у] — Ауб”-® (ем. (1). 


п-+1 
Быстрота сходимости порядка общего члена экспоненциального 

ряда: 

(В+ 24) (Е — в)" 


п! 


о — у" | < шах (4(”) — у"). 


$ 3. Дифференциальное уравнение с запаздывающим аргументом 


Все результаты предыдущего параграфа без труда переносятся на 
приближенное решение уравнения 


ут (8) = (Ь у(0,..., УВ (8, у (Е — = (1), ..., Ут (Е — (1); 
(5) 
запаздывание *(1) >0, начальное условие у = (1) (где х(1) — (т— 1) 
раз непрерывно дифференцируемая функция) задано на начальном мно- 
жестве, состоящем из точки & и тех &, при которых > &, #&—*( >. 
Если & — изолированная точка, то задаем также 


У®) (&) =ок (Ё=0,.... т—1). 
Пусть 


>— 2), 


9} 
г ду" (#—т (1) 
Ак = Ск + Е», Вьк= Ок Еь. 
Если Аут) >. 0, то 
Ду® (1) >. Ау®) (1—*(1)) >.0, 


> —Рк (Сь Пь, Еь РЕ>0), 


так как *(>0 и функция Ду удовлетворяет нулевым начальным усло- 
виям. Пользуясь этим обстоятельством и повторяя все предыдущие рас- 
суждения, получаем прежний алгорифм (4), где ] [у] означает теперь пра- 
вую часть уравнения (5). Функции У® (1—*(1)) вычисляются по 
Чт, (1) и начальным условиям. 


$ 4. Система обыкновенных дифференциальных уравнений 


В системе 
У, = /% (6 Ч, У2,..., Ут), Ук (в) ВУ И. о 


91, 


Аи > 9,,>.— Ви (Ак_>.0, Вик > 0) 


=> = 
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роль элемента 5х играет совокупность {у,, у,,..., у}. В качестве опе- 
раторов А и Г возьмем линейные преобразования над {Лу,, Ду.,... А 


с квадратной матрицей, соответственно, || Ах | и ||Ви|. 
Из неравенства (/ — Л) (Ал) =э> 0, т. е. 


Ду, — > АнДу; = (020, Лу, (&)=0, 


$=1 


следуют неравенства Ду, >0. А отсюда, так как Аж>.0, следует 
Ду, >0. Итак, оператор (Л — Л)" положителен. 
Легко установить, что при А = шах Ах, В = шах Ву 


(Г-- 24)" (да) < ПВР пак лу, 0. 


Первоначальные приближения должны удовлетворять начальным усло- 
виям и неравенствам: 


= и —= [к [фо ] сы, У 
Уко < Ув У Ак (Ую — Ую) < | — и 
эко Ко г. св У о ыы Ть [о]. 


Вместо Ак, очевидно, можно взять А, от чего неравенство только уси- 


лится. Уко, Ук можно искать в форме: 


т 


У 2% Ах уь = ет [^ р 4 у. 
$ =1 4=1 
Алгорифм [см. (1 


т 


Уека— у Ауцил) = № У] — № Атунь Укача (№) = 4. 


1=1 


Порядок сходимости прежний. 


8 5. Интегральное уравнение 


Применим теорему для интегрального уравнения 
{ 


2 (1 = \к (т, (9) 4. 


Ах (<),  Г(А2) = В \ Дх (5) ах. 


а 


а 
Если А> — > —В (А>0, В>0), то можно принять 
р 
А (Аз) = \ 
а 
Оператор (Л —Л) 1 положителен, так как из неравенства (7—^) (Аз) = 
—=Ф_> 0 следует Дг>.0, 


! 


Аз = (+ А \ е^@—9) ф (<) ах. 


а 


Для последовательности (Г-- 24)" (42) сохраняется оценка (3), пере- 
писанная для Ах вмеето Аут. 
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Первоначальные приближения должны удовлетворять неравенст- 
вам: 


1 
` К (#, "т, п) 4 — 2, 


2 < 2 А 


еб бе 
ее 
© 
| 
, 8 
> 
>. 
а 
Л 


й 
ее \к (Ь х, 20) ах. 


Например, 
! р 
% — А \ % (<) а* = __ | [А (<, *, 2) — Ах (<)] 4) : 
Алгорифм 
р р 


ее \ К (#, т, 1.) &—А ео Е би (с, $, ди) 48 а<. 


а 


Порядок сходимости прежний. 
Теорему можно применить и для уравнения 


[г] 
2(9 = кс, <, 2) ах, 


а 


но при этом должны выполняться весьма жесткие условия, накладывас- 
мые на максимум ^. 


Поступило 
1. 11. 41956 
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АНТИПРОСТЫЕ И СИЛЬНО ИДЕМПОТЕНТНЫЕ КОЛЬЦА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе вводятся и изучаются ассоциативные кольца, не допускаю- 
щие гомоморфных отображений на подпрямо неразложимые кольца с идем- 
потентной сердцевиной. Рассматривается связь этих колец © кольцами, 
которые не отображаются гомоморфно на подпрямо неразложимые кольца с 
нильпотентной сердцевиной. 


Введение 


В работе (5) рассматривались ассоциативные кольца, у которых в‹я- 
кий идемпотентный минимальный идеал * отщепляется в качестве. пря- 
мого слагаемого. Там 2ке доказана следующая основная теорема: всякое 
кольцо с указанным выше свойством и условием минимальности для глав- 
ных идеалов представимо единственным образом в виде прямой суммы 
полупростого кольца в смысле Брауна — Маккоя (13), присоединенно-про- 
стого кольца [см. (1), (4)] без нильпотентных идеалов и кольца, являю- 
щегося подпрямой суммой подпрямо неразложимых колец с нильпотент- 
ной сердцевиной. Ввиду указанного результата, целесообразно рас- 
смотреть кольца, которые представимы в виде подпрямой суммы подирямо 
неразложимых колец с нильпотентной сердцевиной. 

В настоящей работе рассматривается частный случай таких колец, а 
именно изучаются кольца, всякий гомоморфный образ которых есть под- 
прямая сумма подпрямо неразложимых колец с нильпотентной сердцеви- 
ной. Это — в точности кольца, не отображающиеся гомоморфно на под- 
прямо неразложимые кольца с идемпотентной сердцевиной. Мы их назы- 
ваем антипростымиа кольцами, так как они совпадают с кольцами, вся- 
кий идеал которых не отображается гомоморфно на простые ненулевые 
кольца (теорема 1). 

Нильпотентные, локально нильпотентные и трансфинитно нильпо- 
тентные кольца являются антипростыми кольцами. Коммутативное ан- 
типростое кольцо совпадает с квазирегулярным кольцом Джекоб- 
сона (17). ы 

Изучение антипростых колец основывается на своиствах простых полу 
максимальных идеалов, т. е. таких идеалов, фактор-кольца по которым 


* Здесь и всюду ниже под идеалом понимается двустороннии идеал. 
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являются подпрямо неразложимыми с идемпотентной сердцевиной. В ком- 
мутативных кольцах понятие простого полумаксимального идеала совпа- 
дает с понятием простого максимального идеала. 

Доказывается, что в классе ассоциативных колец определен антипро- 
стой радикал * В, причем В есть пересечение всех простых полумакси- 
мальных идеалов кольца. Таким образом, К-полупростые кольца — это 
в точности подпрямые суммы подпрямо неразложимых колец с идемпо- 
тентной сердцевиной. В кольце с условием минимальности для всех идеа- 
лов антипростой радикал нильпотентен. Это утверждение обобщает ана- 
логичный результат Левицкого (24) для локально нильпотентных колец. 
Если же в кольце выполнено условие минимальности лишь для главных 
идеалов, то антипростой радикал есть ниль-кольцо. 

Далее в работе рассматриваются кольца, не отображающиеся гомоморфно 
на подпрямо неразложимые кольца с нильпотентной сердцевиной. Мы их 
называем сильно идемпотентными, так как это — в точности кольца, у 
которых всякий идеал идемпотентен. Показывается, что сильно идемпо- 
тентные кольца совпадают с /-регулярными ** кольцами Блэра (1), 
т. е. с кольцами, у которых для любого элемента а справедливо соотно- 
шение а (а)? ***. 

Известно [см. (1)], что в классе ассоциативных колец определен 
сильно идемпотентный радикал Г. В работе показано, что сильно идем- 
потентные кольца могут быть охарактеризованы как сильно В-полупро- 
стые кольца, т.е. как такие кольца, всякий гомоморфный образ которых 
является К-полупростым. 

Обратно, антипростые кольца — это в точности сильно Е-полупростые 
кольца. 


В произвольном кольце К справедливо равенство 
Е(К) п В(К) =0, 


причем К(К) есть наибольший среди всевозможных радикалов в смысле 
А. Г. Куроша, имеющих (в произвольном кольце) нулевое пересечение с 
К(К), и, обратно, Р(К) есть наибольший радикал, имеющий нулевое 
пересечение с В (К). 

Заметим, что равенство Р(К) П К(К) = 0 усиливает аналогичное со- 
отношение, полученное в работах (1?) и ($), где вместо антипростого. 
радикала берется меньший радикал, а именно нижний радикал Бэра 
[ем. (3)]. 

Наконец ($ 5), в работе устанавливается ряд результатов, относящихся 
к различным сильно полупростым кольцам. В частности, доказывается, 
что если в сильно идемпотентном кольце К аннулятор всякого простого 
полумаксимального идеала отличен от нуля, то К есть дискретная прямая 
сумма простых ненулевых колец. 


* Под радикалом мы будем всюду понимать наиболее общее определение этого 
понятия, данное в работе А. Г. Куроша [см. (2?), стр. 15—16]. 


** Нам кажется, что термин сильно идемпотентное кольцо является более подхо-- 
дящим. } 


*** (а) обозначает идеал, порожденный элементом а. 
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Это утверждение обобщает теорему Уодделя (31) о бирегулярных 
кольцах [см. (")]. 


. 


$ 1. Определение и примеры антипростых колец 


Согласно известной теореме Биркгофа (?), всякое ненулевое 
кольцо представимо в виде подпрямой суммы подпрямо неразложимых 
колец. 

Кольцо К называется подпрямо неразложимым *, если в любом его 
изоморфном представлении в виде подпрямой суммы имеется слагаемое, 
изоморфное К. Это равносильно тому, что в кольце К пересечение всех 
ненулевых идеалов есть также ненулевой идеал. В дальнейшем этот единст- 
венный минимальный идеал будем называть сердцевиной подпрямо неразло- 
жимого кольца К и обозначать его через С.Так как С°С С, то сердцевина 
подпрямо неразложимого кольца является либо нильпотентным кольцом, 
причем тогда уже С? =0, либо идемпотентным кольцом, т. е. С*=С. 

Для произвольного кольца А эквивалентны следующие условия: 

1.1. Кольцо К не отображается гомоморфно на подпрямо неразложи- 
мые кольца с идемпотентной сердцевиной. 

1.2. Всякий ненулевой гомоморфный образ кольца К представим в 
виде подпрямой суммы подпрямо неразложимых колец с нильпотентной 
сердцевиной. 

Замечание \1. Всякий гомоморфный образ кольца К с условием 
1.1 также удовлетворяет условию 1.1. 

Действительно, если гомоморфный образ некоторого кольца К отобра- 
;кается гомоморфно на подпрямо неразложимое кольцо с идемпотентной 
сердцевиной, то само К также отображается гомоморфно на это кольцо и 
поэтому не удовлетворяет условию 1.1. 

Выведем сначала условие 1.2 из условия 1.1. Для этой цели пред- 
ставим кольцо К в виде подпрямой суммы подпрямо неразложимых ко- 
лец. Ввиду условия 1.1, все слагаемые в этом представлении кольца К 
должны иметь нильпотентную сердцевину, а потому, в силу замеча- 
ния 1, и любой гомоморфный образ кольца К имеет аналогичное пред- 
ставление. 

Выведем, теперь, условие 1.1 из условия 1.2. Допустим, что кольцо 
К гомоморфно отображается на подпрямо неразложимое кольпо К с идем- 
потентной сердцевиной. Тогда, по условию 1.2, кольцо К изоморфно неко- 
торому подпрямо неразложимому кольцу с нильпотентной сердцевиной, 
что, очевидно, невозможно. 

Определение 1. Кольцо К назовем антипростым, если оно 
удовлетворяет одному из условий Г.1 и 1.2. 

Заметим, что не всякая подпрямая сумма подпрямо неразложимых 
колец с нильпотентной сердцевиной является антипростым кольцом. Дей- 
ствительно, существуют коммутативные подпрямо неразложимые кольца 
с нильпотентной сердцевиной, отображающиеся гомоморфно на поле 
[см., например, (*)]. 


* Кольцо 0 к подпрямо неразложимым кольцам не причисляется. 
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Ясно, что нильпотентное кольцо является антипростым. 
Определим теперь, как это делается обычно, трансфинитную степень 
К^ некоторого кольца А, следующими условиями: 


К’ =К; 

К^ = К^\, если ^— 1 существует; 

К^ = П К,, если ). — предельное порядковое. 
У< А 


Если существует такое /, что К^ =0, то К называется трансфи- 
нитно нильпотентным кольцом. Так как всякий гомоморфный об- 
раз трансфинитно нильпотентного ` кольца К является кольцом такого 
же рода, то трансфинитно нильпотентные кольца будут антипро- 
стыми. 

Напомним, что кольцо К называется локально нильпотентным [ем. (23)], 
если всякое конечное множество его элементов порождает нильпотентное 
кольцо. Любой гомоморфный образ, а также всякий идеал локально 
нильпотентного кольца являются локально нильпотентными  коль- 
цами. 

Сумма всех локально нильпотентных идеалов некоторого кольца есть 
также локально нильпотентный идеал. Этот единственный максималь- 
ный локально нильпотентный идеал А, называется радикалом Левицкого. 

ЛЕММА 1 [см. (5)]. В произвольном кольце К всякий идемпотентный 
минимальный идеал есть простое кольцо. 

ЛЕММА 2. Простое локально нильпотентное кольцо является нильпо- 
тентным. 

Действительно, в силу теоремы Левицкого (?), всякое локально ниль- 
потентное кольцо с условием минимальности для идеалов нильпотентно. 

Следствие 1. Простое ненулевое кольцо является полупростым в 
смысле Левицкого, т. е. В, =0. 

Следствие 2. Всякое локально нильпотентное кольцо есть анти- 
простое кольцо. 

Действительно, предположим, что локально нильпотентное кольцо К 
отображается гомоморфно на подпрямо неразложимое кольцо К с идемпо- 
тентной сердцевиной С. Тогда прообраз С в К был бы локально ниль- 
потентным кольцом, отображающимся гомоморфно, в силу леммы 1, - на 
простое ненулевое кольцо С, что противоречит следствию 1. 

Если бы удалось доказать, что всякое простое ниль-кольцо является 
локально нильпотентным, то отсюда следовала бы антипростота любого 
ниль-кольца. 

Напомним, что кольцо называется присоединенно-простым [см. (21), 
('3), (“)], если оно не допускает гомоморфных отображений на ненулевые 
кольца с единицей, или, что то же самое, на простые кольца с единицей. 

Присоединенно-простые кольца являются обобщением квазирегулярных 
колец Джекобсона (1?) и совпадают с ними в коммутативном случае. Так как 
простое кольцо с единицей является подпрямо неразложимым с идемпо- 
тентной сердцевиной, то всякое антипростое кольцо является присоеди- 
ненно-простым. 

Обратное утверждение неверно, как показывает пример простого не- 
нулевого кольца без единицы. 
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ЛЕММА 3. Коммутативное подпрямо неразложигмое кольцо К с идем- 
потентной сердцевиной является полем. 

Действительно, как хорошо известно, в коммутативном кольце всякий 
идемпотентный минимальный идеал является полем и отщепляется в ка- 
честве прямого слагаемого. Так как кольцо А подпрямо неразложимое, 
то его идемпотентная сердцевина совпадает с самим К, т. е. К есть 
поле. 

Следствие 3. В коммутативных кольцах понятия антипростоты, 
присоединенной простоты и квазирегулярности совпадают. 

Так как существуют коммутативные квазирегулярные кольца без 
нильпотентных элементов [см., например, (3)], то из следствия 3 выте- 
кает, что не всякое антипростое кольцо является ниль-кольцом. 


$ 7 Антипростые кольца и простые полумаксимальные идеалы 


Из определения антипростого кольца А следует, что в нем отсутству- 
ют такие идеалы, отличные от самого А, фактор-кольца по которым яв- 
ляются подпрямо неразложимыми с идемпотентной сердцевиной. Даль- 
нейшее изучение антипростых колец основывается на свойствах указан- 
ных выше идеалов, которые и рассматриваются в настоящем параграфе. 

Напомним, что идеал Р, отличный от самого кольца А, называется 
простым, если из соотношения АВ СР, где А и В — идеалы в К, сле- 
дует хотя бы одно из соотношений АСР или ВС-Р. Кольцо К назы- 
вается первичным [см. (??)], если нулевой идеал является простым. Оче- 
видно, идеал Р в кольце К является простым тогда и только тогда, 
когда фактор-кольцо К/Р есть первичное кольцо. Первичные кольца 
рассматривались в работах Маккоя и Джонсона [см. (?"), (9 (9 СУ 

Коммутативные первичные кольца — это в точности кольца без дели- 
телей нуля. 

ЛЕММА 4. Кольцо К является подпрямо неразложимым с идемпотент- 
ной сердцевиной тогда и только тогда, когда оно первично и содержит 
минимальный идеал. 

Действительно, пусть первичное кольцо А содержит минимальный 
идеал С. Ясно, что С? = С. Если теперь А — произвольный ненулевой 
идеал, то АС-Е0О и поэтому АС=С, откуда А С. Таким образом, 
К — подпрямо неразложимое кольцо с идемпотентной сердцевиной С. | 

Обратно, пусть К — подпрямо неразложимое кольцо с идемпотентной 
сердцевиной С. Если А и В — произвольные ненулевые идеалы, то АЭС, 


ВАС и поэтому 
АВ (= 0, 
т.е. К — первичное кольцо с минимальным идеалом С. 


Из определения антипростого кольца и предыдущей леммы следует, 


что антипростые кольца — это кольца, не допускающие гомоморфных ото- 


бражений на первичные кольца с минимальным идеалом. 
Определение 2. Идеал Р произвольного кольца К назовем про- 


тым полумаксимальным идеалом, если Р — простой идеал, причем суще- 


ствует идеал О, покрывающий (в структурном смысле) Р, т. е. РзО. 


) Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Ясно, что всякий простой максимальный идеал являетея и простым 


полумаксимальным идеалом. Не всякий простой идеал является простым. 


полумаксимальным идеалом. Действительно, в кольце целых чисел нуле-_ 
вой идеал является простым, но, очевидно, не покрывается никаким о 


идеалом. 
‚С другой стороны, не всякий простой полумаксимальный идеал будет 


максимальным. Действительно, во всяком подпрямо неразложимом коль- 


це К с идемпотентной сердцевиной С и не совпадающим с С (например, 
в кольце всех линейных преобразований бесконечномерного векторного 
пространства над некоторым телом) нулевой идеал, в силу леммы 4, 
является простым полумаксимальным, но не максимальным идеалом. 


ЛЕММА 5. Идеал Р будет простым полумаксимальным в кольце К. 


тогда и только тогда, когда фактор-кольцо К = К /Р подпрямо неразло- 
жимое с идемпотентной сердцевиной. 

Действительно, если Р— простой полумаксимальный идеал в К, 
причем РО, то фактор-кольцо К=К/Р первично и 030, где 
и =0О/Р. По лемме 4, фактор-кольцо К подпрямо неразложимо с идем- 
потентной сердцевиной. 

Обратно, если фактор-кольцо К =К/Р является подпрямо неразложи- 
мым с идемпотентной сердцевиной О, то, го лемме 4, 0 кольца К есть 
простой полумаксимальный идеал, причем 030. Отсюда следует, что Р 
будет простым идеалом, причем Р30О, где О — прообраз идеала о. 

Замечание 2. Из определения антипростого кольца и леммы 4 сле- 
дует, что антипростое кольцо — это такое кольцо, у которого нет иро- 
стых полумаксимальных: идеалов. 

Отметим также, что, в силу сказанного выше, подпрямо неразложи- 
мые кольца с идемпотентной сердцевиной могут быть охарактеризованы 
как такие кольца, у которых нулевой идеал является простым полу- 
максимальным идеалом. 

Из лемм Зи 4 вытекает следующее утверждение: 

В коммутативных кольцах всякий простой полумаксимальный идеал 
является простым максимальным идеалом. 

Из леммы 1 получаем 

Следствие 4. Если Р — простой полумаксимальный идеал в К 
с покрывающим идеалом (0; то Р является простым максимальным идеа- 
лом в кольце 0. 

Действительно, в фактор-кольце К = К /Р идеал 0 = О/Р есть идем- 
потентный минимальный идеал. 

Замечание 3. В кольце К с условием минимальности для идеалов. 
всякий простой идеал является простым полумаксимальным идеалом. 

Действительно, пусть Р -Е А есть простой идеал. В силу условия 
минимальности, среди. идеалов, строго содержащих Р, существует мини- 
мальный. 

Пусть А — произвольное ассоциативное кольцо. Под левым аннулято- 
ром А! некоторого идеала А будем понимать, как обычно, идеал, состоя- 
щий из всех таких элементов х кольца К, что хА =0. Аналогично оп- 
ределяется правый аннулятор А”. Наконец, под аннулятором А“ идеа- 


ре 
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ла А будем понимать идеал 
= АОИ А", 


т. е. совокупность всех Таких х из К, что ХА = Ах =0. 
ЛЕММА 6. Если кольцо без нильпотентных идеалов А является идеа- 
лом в некотором кольце К, то А* = А' = Аи АП А*=0. 


’ Действительно, 
(А"А)? = АГАА"А = 0 


и так как А А есть идеал в кольце без нильнотентных идеалов А, то 
АГА = 0, т. е. А’ С А” и поэтому А” = А*. Аналогично получим А' = 4*, 
Далее, 

А А .0. 


а потому АП А =0. Отсюда, между прочим, следует, что аннулятор А“ 
является наибольшим среди всех идеалов кольца К, имеющих нулевое 
пересечение с А. 
ЛЕММА 7. Если первичное кольцо А является идеалом в некотором 
кольце К, то аннулятор А” есть простой идеал. 

Действительно, пусть В и С — два таких идеала кольца К, что 
ВА’ и ВС С АА*. Умножив обе части последнего соотношения слева 
и справа на А, получим: 

(АВ) (СА) с АА”А = 0, 


причем АВ и СА — идеалы в первичном кольце А. Следовательно, по 
меньшей мере один из идеалов АВ и СА есть нулевой идеал. По пред- 
положению, В % А*, а потому СА = 0, т. е. СЕ А! = А*, что доказы- 
вает лемму. РЯ: 

Следствие 5. В произвольном кольце аннулятор любого идемпотент- 
ного минимального идеала является простым полумаксимальным идеалом. 
Действительно, так как идемпотентный минимальный идеал А яв- 


ляется простым кольцом и, следовательно, первичным, то, в силу лем- 
мы 7, аннулятор А” есть простой идеал, причем 4” ПА = 0. 
| По теореме об изоморфизме, 


а % 


А ети 


тЫ 


т. е. простой идеал А” покрывается идеалом А“ - А. 
ЛЕММА 8. Если ненулевой идеал В кольца К содержится в идеале 4, 
причем А есть первичное кольцо, то В" =: 4 
Действительно, во-первых, из соотношения В СА следует В* С 4. 


Если теперь обозначим через В’. аннулятор идеала В в кольце А, то 
В. = В* ПА. Так как В — ненулевой идеал, то, ввиду первичности 
кольца А, получим ВА —0, т. ©. В ПА=О и, тем более, А =.0. 
Следовательно, В" © А! = А". 

ЛЕММА 9 [см. (6). Пусть В — произвольный идеал в некотором 
кольце К. Если идеал А кольца В идемпотентен, то А будет идеалом 


ав К. 
9 
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ЛЕММА 10. Если подпрямо неразложимое кольцо В с идемпотентно й 
сердцевиной является идеалом в кольце К, то аннулятор В” есть прос 
той полумаксимальный идеал. 

Действительно, пусть С — сердцевина кольца В. Ввиду леммы 9 и 
следствия 5, аннулятор С* есть простой полумаксимальный идеал. С дру- 
гой стороны, в силу лемм 4 и 8, С" = В". 

ЛЕММА 11. Всякий ненулевой идеал подпрямо неразложимого кольца 
с идемпотентной сердцевиной является кольцом такого же рода. 

Сделаем сначала одно замечание. Если К — первичное кольцо и В — 
ненулевой идеал, то из Ва =0, где а — элемент кольца К, следует а = 0. 
Действительно, из Ва =0 вытекает В (а) =0, где (а) — главный идеал 
в Б, а потому а=0. Аналогично, из аВ =0 следует а = 0. 

Пусть теперь В — ненулевой идеал подпрямо неразложимого коль- 
ца К с идемпотентной сердцевиной С и А — ненулевой идеал в коль-| 
це ВБ. Покажем, что АС. В силу леммы 4 и сделанного выше замеча- 
ния, ВА -- 0 и поэтому ВАВ = 0. Но ВАВ является идеалом в кольце К 
и поэтому ВАВОС. С другой стороны, так как А — идеал в кольце В, 
то А ВАВ. Следовательно, А > С. 


ЛЕММА 12*. Пусть А — идеал в произвольном кольце К, а В — идеал 


в очЬНЕ А. Если в фактор- кольце А=А/В справедливы равенства’ 


а о (в частности, если А — кольцо без нильпотентных идеалов), 
то В является идеалом в К. 


Действительно, во-первых, ВК С АК Аи ВКА < ВА © В. Перейдя 
теперь к фактор-кольцу А= А/В, получим: ВК.А=0. Отсюда, ввиду 
предположения о кольце А, следует ВК =0, т.е. ВКС В. Аналогично, 
АВЕ. 

Установим следующие свойства простых полумаксимальных идеалов: 

П.1. Если К — гомоморфный образ некоторого кольца К, то иде- 
ал Р является простым полумаксимальным в К тогда и только тогда, 
когда его прообраз Р — простой полумаксимальный в К. 

И.2. Если простой полумаксимальный идеал Р кольца К не содержит 
целиком идеала А, то РГ] А является простым полумаксимальным идезлом 
3 кольце А. 

П.3. Если Р’— простой полумаксимальный идеал в кольце А, где 
А — идеал кольца К, то в К существует такой простой полумаксималь-, 
ный идеал Р, что Р’=РПА. 


и 
Свойство П.1 непосредслвенно следует из соотношения К/Р—=К/Р, 
и леммы о. 


Свойство 1.2 есть просто другая формулировка леммы 14. Выведем. 
“ ® 
сначала свойство П.2 из леммы 11. По теореме об изоморфизме, 


А А+Р 


—^ 


ИР 


[ 
Слева стоит ненулевое кольцо. Оно будет подпрямо неразложимым коль-! 


цом с идемпотентной сердцевиной, так как справа стоит ненулевой идеал 
подпрямо неразложимого кольца К /Р.с идемпотентной сердцевиной, ко-. 
торый, в силу леммы 11, есть такое же кольцо. 


` 


* См. также (20), лемма 2.1. 
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Обратно, пусть выполнено свойство П.2 и В есть ненулевой идеал 
подирямо неразложимого кольца К с идемпотентной сердцевиной. Так как 
О есть простой полумаксимальный идеал в К, то, по свойству П.2, 
В ПО =0 будет простым полумаксимальным идеалом в кольце В. Та- 
ким образом, кольцо В является подирямо неразложимым с идемпотент- 
ной сердцевиной. 

Выведем теперь свойство П.З. В силу леммы 12, Р’ является идеа- 
лом в кольце К. Перейдем теперь к фактор-кольцу К =К/Р’ и рассмот- 
рим идеал А =А/Р’. Этот идеал есть подпрямо неразложимое кольцо, 
так как, по предположению, Р’— простой полумаксимальный идеал в А. 


`Всилу леммы 10, аннулятор Р идеала `А является простым полумакси- 
мальным идеалом в К, причем Р ПА = 0. Прообраз Р идеала Р, в силу 
свойства П.1, будет простым полумаксимальным идеалом в К, причем 
РП А=Р,, что и требовалось показать. 

’ Из сделанного замечания в конце доказательства леммы 6 следует, 
‘что Р сесть максимальный среди идеалов кольца А, имеющих с А пере- 
сечение Р. 

Из свойств П.2 и П.З легко вытекает утверждение: 

Соответствие Р—>Р ГА есть взаимно однозначное отображение мно- 
жества простых полумаксимальных идеалов Р кольца К, не содержащих це- 
ликом идеала А, на множество простых полумаксимальных идеалов коль- 
ца А. 

Очевидно, нужно проверить только взаимную однозначность соответ- 
ствия Р->РПА. Пусть 


РП А=Р, ПА. 


Тогда РАСР, и Р.АСР, и, ввиду простоты идеалов Р\ и Ро и со- 
отношений А%Р,, АЗ Р,, получим Р, СР, и Р. СР», т. е. Р, =Р.. 

ЛЕММА 13. Всякий идеал В антипростого кольца К есть также 
антипростое кольцо. 

Действительно, ‘предположим, что идеал В не является антипростым 
кольцом. В силу замечания 2, в кольце В существует простой полу- 
максимальный идеал Р’, а потому, по свойству П.3, и в К имеется 
простой полумаксимальный идеал, что противоречит тому же замеча- 
нию 2. 

`ТЕОРЕМА 1. Кольцо К является антипростым тогда ш только то- 
гда, когда любой его идеал не отображается гомоморфно на простое не- 
нулевое кольцо. 

Действительно, антипростое кольцо К не отображается гомоморфно на 
простое ненулевое кольцо. Ввиду леммы 13, любой идеал кольца. К об- 


ладает этим же свойством. 

Пусть теперь кольцо К не антипростое. Тогда К гомоморфно отобра- 
жается на подпрямо неразложимое кольцо К с идемпотентной сердцеви- 
ной С. Прообраз С является идеалом в К, гомоморфно отображающимся 


на простое ненулевое кольцо ©. 
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$ 3. Антипростой радикал кольца 


В последнее время в работёх А. Г. Куроша (2?) иС. Амицура [см. (2), 
(1), (2)] начато построение общей теории радикалов. Напомним, как вво- 
дится в работе (??) наиболее общее понятие радикала в ассоциативных 
кольцах. 

Рассматривается класс колец, обладающих некоторым свойством 5, 
или, короче, б-колец. Идеал кольца К, являющийся 5-кольцом, назы- 
вается 5-идеалом. Если кольцо К обладает таким 5-идеалом К, в кото- 
ром содержится всякий другой 9-идеал этого кольца, то идеал А назы- 
вается б-радикалом кольца К. Наконец, кольцо К, не содержащее нену- 
левых ©-идеалов, называется 5- полупростым. 

Говорят, что в классе ассоциативных колец определен 6-радикал, 
если свойство 5 удовлетворяет следующим требованиям: 

11.4. Гомоморфный образ 5-кольца есть 5-кольцо. 

Ш.2. Всякое кольцо обладает 5-радикалом. 

11.3. Фактор-кольцо любого кольца по его 5-радикалу 5-полупросто. 

Из Ш.1 следует, что нуль является 5-кольцом, а поэтому 65-полу- 
простое кольцо можно определить как такое кольцо, 5-радикал которого 
равен нулю. 

В той же работе А. Г. Куроша доказано, что требования ПТ.1 — 1.3 
эквивалентны следующим условиям: 

ГУ.1. Гомоморфный образ 5-кольца есть 5-кольцо. 

. [У.2. Всякое кольцо, любой ненулевой гомоморфный образ которого 
обладает ненулевым 5-идеалом, есть 5-кольцо. | 

Возьмем в качестве свойства 5 антипростоту кольца. В силу замеча- 
ния 1, антипростые кольца удовлетворяют условию ТУ.1. Покажем, что 
антипростые кольца удовлетворяют и условию ТУ.2. 

Действительно, пусть К — не антипростое кольцо. Тогда А гомоморфно 


отображается на подпрямо неразложимое кольцо К с идемпотентной 
сердцевиной. В силу леммы 11, всякий ненулевой идеал кольца К есть 
подпрямо неразложимое кольцо с идемпотентной сердцевиной. Следова- 
тельно, кольцо К не содержит ненулевых антипростых идеалов. 

Из сказанного выше следует 


ТЕОРЕМА 2. В классе ассоциативных колец определен антипростой * 


радикал. 


В дальнейшем антипростой радикал кольца К будет обозначаться че- 
рез А(К) или просто А. | 

ТЕОРЕМА 3. Если А — произвольный идеал кольца К, то В(А)= 
= АГА. 

Действительно, так как фактор-кольцо А/В(А) не содержит нильпо- 


тентных идеалов, то, в силу леммы 12, В(А) является антипростым иде- 
алом в кольце К и поэтому 


ПЕ. 


С другой стороны, по лемме 13, А Г] В есть антипростой идеал в коль-. 


це А, а потому 


` 


=> ^ 
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& Со 
ТЕОРЕМА 4. Антипростой радикал В кольца К есть пересечение всех 
его простых полумаксимальных идеалов Ри. 


Доказательство. Покажем сначала, что В© ПР.. Предположим, 
[а 


что в кольце К существует простой полумаксимальный идеал Ро, не со- 
держащий целиком А. Тогда, по свойству П.2, В ГП В, является простым 


полумаксимальным идеалом в И, что противоречит антипростоте коль- 
па А. 


Докажем теперь, что идеал Т = П Р. есть антипростой идеал. Допу- 
[#2 


©тим, что это неверно. Тогда в кольце Г существует простой полумакси- 
мальный идеал Р’и, по свойству П.3, Р’=Р, ПТ. для некоторого «.. 
Так как Р’-ЕТ, то из последнего равенства следует Т %&Р., что про- 
тиворечит определению Т. 

Следствие 6. Кольцо К есть В-полупростое кольцо тогда и только 
тогда, когда оно изоморфно подпрямой сумме подпрямо неразложимых ко- 
лец с идемпотентной сердцевиной. 

Так как А-полупростое кольцо не содержит нильпотентных идеалов, 
то, в силу теоремы Веддерберна — Артина, такое кольцо с условием ми- 
нимальности для правых идеалов является конечной прямой суммой пол- 
ных матричных колец над некоторым телом. 

Легко доказать следующее утверждение: 

Если в кольце К всякий ненулевой идеал содержит идемпотентный 
минимальный идеал, то К есть В-полупростое кольцо. 

Действительно, пусть А = (0). По предположению, Я содержит идем- 
потентный минимальный идеал, т. е. простое ненулевое кольцо, что про- 
тиворечит лемме 13. 

ЛЕММА 14. Если ненулевое идемпотентное кольцо К порождается (как 
идеал) конечным числом элементов, то К содержит простые максимальные 
идеалы, т. е. гомоморфно отображается на простые ненулевые кольца. 


Действительно, пусть КЁ? = К = (а1, а»,..., ав). Без ограничения 
общности можно предположить, что а: Е (а, а5,..., а: 1). Рассмотрим 
идеал 


В (аб. био А: 
Так как а, ЕВ, то, в силу принципа максимального элемента, среди 
идеалов, охватывающих В и не содержаших элемента а„, существует 
максимальный идеал М. Ясно, что М является максимальным идеалом 
в кольце К, причем, ввиду идемпотентности К, фактор-кольцо К=к/М 
также идемпотентно, т. е. М — простой идеал. Если п =1, то лемма оче- 
видна. 

Из теоремы 1 и леммы 14 вытекает 

ЛЕММА 15. В произвольном кольце К всякий ненулевой идеал В, по- 
рожденный конечным числом элементов и содержащийся в радикале В, 
удовлетворяет соотношению В? + В. 

В связи с леммой 15 возникает вопрос: будет ли во всяком антипро- 
стом кольце, для любого ненулевого идеала В, справедливо соотношение 
В* -- В? Нет, не будет, так как известно, что существуют коммутативные 
‘идемпотентные ниль-кольца, т. е. коммутативные идемпотентные анти- 


простые кольца. 
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Определим теперь индуктивно в произвольном кольце К невозрастаю- 
щую последовательность идеалов: 
2° г 
К =А; } 
[2 я 
К? =(К” ), если «— 1 существует; 


В 
П А*”, если х — предельное порядковое. 
в<а 


ТЕОРЕМА 5. Если в кольце К выполнено условие максимальности для. 
| 


идеалов, то существует такое «, что В*® = 

Это утверждение непосредственно вытекает из условия максимально-' 
сти и леммы 15. 

ТЕОРЕМА 6. В кольце К с условием минимальности для идеалов ан- 
типростой радикал В есть нильпотентное кольцо. 

Доказательство. В силу теоремы 4 и замечания 8; в кольце К. 
с условием минимальности для идеалов радикал В есть пересечение _ 
всех простых идеалов из К. Но известно [ем. (25)], что в произвольном ! 
кольце пересечение всех простых идеалов совпадает с нижним радикалом 
Бэра (8), который содержится в локально нильпотентном радикале коль- 
ца. Последний, как известно [см. (24)], в кольце с условием минималь- , 
ности для идеалов есть нильпотентное кольцо. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 7. В кольце К с условием минимальности для главных 
идеалов антипростой радикал В есть ниль-кольцо. 

Действительно, если а — произвольный элемент из А и (а) — главный _ 
идеал в А, то, ввиду леммы 15, получим: 

(а) > (а 2 (5 (#52 (@>5..., 
откуда 
@оюо@ и 

В силу условия минимальности для главных идеалов, существует 
такое целое п, что а?" = 0. 

Следствие 7. В кольце с условием минимальности для главных 
идеалов антипростой радикал содержится в радикале Джекобсона. 

Действительно, как известно [см. (17)], радикал Джекобсона содержит 
все ниль-идеалы кольца. 

Как обычно, кольцо всех матриц порядка п с элементами из некото- 
рого кольца К будем обозначать через А_.. 

ЛЕММА 16. Если кольцо К — кольцос единицей, то К» будет подпрямо 
неразложимым кольцом с идемпотентной сердцевиной тогда и только 
тогда, когда и К — такое же кольцо. 

Действительно, так как кольцо К имеет единицу, то между идеалами 1 
кольца К и идеалами /„ кольца А„ существует взаимно однозначное соот- 
ветствие /->/„, причем из [С Л, очевидно, следует [„ Сы, т. е. при 
этом соответствии сохраняется пересечение. Следовательно, пересечение С 
всех ненулевых идеалов кольца К будет отличным от нуля тогда и толЕ. 
ко тогда, когда пересечение С„ всех ненулевых идеалов из К»„ также от- 
лично от нуля. Далее, легко видеть, что С*-20 в том и только в том 
случае, если С + (0) и поэтому сердцевина С будет идемпотентной то- 
гда и только тогда, когда сердцевина С„ идемпотентна. 


=> “ 
АНТИПРОСТЫЕ КОЛЬЦА 137. 


ТЕОРЕМА 8. Если В — антипростой радикал произвольного кольца К, 
то антипростой радикал полного матричного кольца К» есть Вь, т. е. 
ВК) АК, =. 

Предположим сначала, что кольцо К имеет единицу. Если /[ — неко- 
торый идеал А, то, как легко видеть, 


(К/ Г. Кы/ 1. 


Отсюда и из лемм 4 и 16 следует, что Р,„ будет простым полумакси- 
мальным идеалом в кольце \А„ тогда и только тогда, когда Р — простой 
полумаксимальный идеал в К. Далее, в силу теоремы 4, получим: 


В(К„) = п (Ри = (ПР.). =[8 (К)] м 


Пусть теперь кольцо К не имеет единицы. Тогда, как известно, коль- 
цо К можно вложить в кольцо с единицей К’ таким образом, что К 
будет идеалом в А’. По теореме 3, 


В(К)=КПАКК°). 


Отсюда, перейдя к кольцу матриц К», получим: 
[8 Юм = К, П [Е (Кн. 


Но [В К”), = В(К’,), так как кольцо А’ имеет единицу. Если теперь 
) 

учесть, что А„ является идеалом в А’», то, применив еще раз теорему 3, 

получим: 


[В (К) = И П В (&») = (Ан) 


Теорема доказана. 
Следствие 8. Полное матричное кольцо К» будет антипростым 
тогда и только тогда, когда само кольцо К антипростое. 


$ 4. Сильно идемпотентные кольца и антипростой радикал 


Для произвольного кольца К эквивалентны следующие условия: 

У.1. Кольцо К не отображается гомоморфно на подпрлмо неразложи- 
мые кольца с нильпотентной сердцевиной. 

\У.2. Всякий ненулевой гомоморфный образ кольца К представим в ви- 
де подпрямой суммы подпрямо неразложимых колец с идемпотентной 
сердцевиной. 

У.3. Любой идеал кольца К есть пересечение всех простых полумакси- 
мальных идеалов, его содержащих. 

У.4. Всякий идеал кольца К идемпотентен. 

Заметим, что условие У.2 выводится из условия \У.1 точно так же, 
как условие 1.2 из Г.1. 

Выведем условие У.3 из условия У.2. Отметим сначала, что условие 
У.2, ввиду следствия 6, равносильно следующему утверждению: всякий 
гомоморфный образ кольца К есть В-полупростое кольцо. 

Пусть В — произвольный идеал кольца К с условием У.2. Фактор- 
кольцо К = К /В является В-полупростым, а потому, в силу теоремы 4, 
0= п р. где Р, пробегает все простые ео идеалы 

© _ 
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— } 
кольца К. Перейдя к кольцу К, получим В = ПР., где Р. — все. 
“ 


проетые полумаксимальные идеалы кольца К, содержащие идеал В. 

Выведем теперь условие У.4 из условия \У.3. Пусть В — произ- 
вольный идеал в кольце К с условием У.4. Так как В и В?®, очевидно, 
содержатся в одних и тех же простых идеалах, то В = В*. 

Наконец, легко видеть, что условие \У.1 следует из условия У.4. 
Действительно, всякий гомоморфный образ кольца с условием У.4А яв- 
ляется кольцом такого же рода. й 

Кольцо К, удовлетворяющее одному из условий У.1—У.4, назовем 
сильно идемпотентным. 

Напомним, что кольцо К называется }-регулярным [см.(П)], если 
для любого элемента а из К справедливо соотношение а Е (а)*, где (а) — 
главный идеал в К. Ясно, что всякое сильно идемпотентное кольцо яв-. 
ляется /-регулярным, так как соотношение а © (а)? равносильно равенству ' 
(а) = (а)?. Обратно, пусть. К —/-регулярное кольцо. Тогда для любых 
двух идеалов А и В справедливо равенство 


АП В АВ. 
Действительно, если аб А Г В, то 
(а) = (ас АВ 
и, следовательно, А П ВСАВ. Так как всегда АВСА [\ В, то 
А В АВ. 


Положив в последнем равенстве В = А, получим А = А?. Таким обра- 
зом, сильно идемпотентные кольца — это в точности /-регулярные 
кольца. 

Если в качестве свойства 5 (см. $ 3) взять сильную идемпотентность 
кольца, то в классе ассоциативных колец определен сильно идемпотент- 
ный радикал Е [см. (")]. Радикал Е есть пересечение всех таких иде- 
алов Т«, что фактор-кольца К/Т. являются подпрямо неразложимыми 
с нильпотентной сердцевиной. Таким образом, Р-полупростые кольца — 
это в точности подпрямые суммы подпрямо неразложимых колец с ниль- 
потентной сердцевиной. В работах (1?) и (б) было доказано, что для 
любого идеала В некоторого кольца К справедливо равенство 


ЕВ) = ВЕ): 

В частности, всякий идеал сильно идемпотентного кольца есть сильно 
идемпотентное кольцо. 

В произвольном кольце К имеют место следующие соотношения: 

и ОЕ 

р ИГ. 

3. ЕП Е* =0; 

4; В=А(Е°), ХЕ) 

Доказательство. Если а6Ё ПВ, то идеал (а) является одно- 
временно А-полупростым и А-радикальным кольцом, а потому а=0, 
т. е. ЕП А =0. Из свойства 1 следует: 


ЕВ АРВ, 


„> “ 
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откуда получаем соотношения 2. Далее, легко проверить, что для лю- 
бого идеала В кольца К справедливо равенство 
1 ЯП В = ЕВ, 

а потому 

ЕПЕ* = ЕЁ* = 0. 
Наконец, из первого соотношения 2 и теоремы 3 получим: 

Пя ВЕ”) 
Аналогично, 


ЕЕРП А* = Е(В°). 


Заметим, что соотношения 1, 2, 4 являются улучшением аналогичных 
соотношений, полученных в работах (1?) и (5), где вместо антипростого 
радикала берется меньший радикал, а именно, нижний радикал Бэра 
(м. (°)]. 

Напомним, что кольцо К называется регулярным [см. (30)], если для 
любого элемента а из К существует такой элемент х в К, что 
@. = ата. 

Если за свойство 5 взять регулярность кольца, то в классе ассоци- 
ативных колец определен регулярный радикал М [см. (1)]. Так как вся- 
кое регулярное кольцо является сильно идемпотентным, то МСРЛ. 
Имеет место 

ТЕОРЕМА 9. В кольце с условием минимальности для главных 
правых идеалов сильно идемпотентный радикал совпадает с регулярным 
радикалом. 

Доказательство. В силу сказанного выше, достаточно устано- 
вить соотношение РСМ. В работе ($) (теорема 13) доказано, что в 
кольце с условием минимальности для главных правых идеалов сильно 
идемпотентный радикал Р есть дискретная прямая сумма простых не- 
нулевых колец с минимальными правыми идеалами. Но всякое простое 
ненулевое кольцо с минимальными правыми идеалами изоморфно плот- 
ному кольцу линейных преобразований конечного ранга подходящего 
‚векторного пространства над некоторым телом [см. (16), теорема 9]. По- 
следнее [см. (1), лемма 7] есть регулярное кольцо. Так как дискретная 
прямая сумма регулярных колец есть регулярное кольцо, то сильно 
‘идемпотентный радикал Ё является регулярным кольцом, а потому 
ЕСМ. Теорема доказана. 

Заметим, что теорема 9 обобщает аналогичный результат Блэра [см. 
(2), теорема 4], где предполагалось выполнение условия минимальности 
для всех правых идеалов. 

Пусть Г — некоторый 5-радикал кольца. Кольцо К назовем сильно 
Т-полупростым, если всякий его гомоморфный образ есть 7-полупростое 
кольцо *. 

Из свойств У.2 и [.2 следует, что сильно идемпотентные кольца — 
это в точности сильно А-полупростые кольца, а антипростые кольца — 
это в точности сильно Ё-полупростые кольца. Таким образом, сильно 
идемпотентный радикал Е может быть охарактеризован как сильно 


* См. также (2), определение 7.2. 
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П-полупростой радикал, а антипростой радикал — как сильно Е-полу- 
простой радикал. 

Легко показать, что антипростой радикал А есть наибольший среди 
всевозможных радикалов в смысле А. Г. Куроша, имеющих нулевое пере- 
сечение с Ё, и, обратно, сильно идемпотентный радикал Е есть наиболь- 
ший радикал, имеющий нулевое пересечение с А. 

Действитильно, пусть в произвольном кольце К для некоторого ра- 
дикала В’(К) справедливо соотношение 


Е(К п В’ (К) =0. 


Тогда, в частности, для К = В’ получим Е(ЁВ’) =0, т. е. В’-радикаль- 
ные кольца являются Р-полупростыми. Так как гомоморфный образ вся- 
кого радикального кольца есть радикальное кольцо, то, в действитель- 
ности, А’-радикальные кольца будут сильно Ё-полупростыми и поэтому 
антипростыми кольцами. Следовательно, В’(К) С В(К). Аналогично до- 
казывается обратное утверждение. 

Точно так же, как выводилось свойство У.3 из свойства У.2, можно 
доказать следующее утверждение: 

Кольцо К будет антипростым тогда и только тогда, когда всякий 
его идеал представим в виде пересечения таких идеалов, фактор-кольца 
по которым суть подпрямо неразложимые кольца с нильпотентной серд- 
цевиной. 


$ 5. Некоторые теоремы о сильно полупростых кольцах 


Как известно, элемент 4 некоторой структуры 5 называется нераз- 
ложимым в пересечение или просто неразложимым, если он не может быть 
представлен в виде пересечения двух элементов, отличных от 4. //севдодопол- 
нением а’ элемента и структуры 5 с нулем 0 называется наибольший, 
элемент, имеющий 0 в пересечении с а, в случае если таковой суще- 
ствует [см. (10), стр. 209]. В дальнейшем через Эй будем обозначать 
множество всех неразложимых элементов некоторой структуры 9. 

ЛЕММА 17. Пусть 5 — полная дедекиндова структура (содержащал: 
более одного элемента), в которой всякий элемент а обладает псевдодо- 
полнением а’ и может быть представлен в виде пересечения неразложи- 
мых элементов 4 из некоторого подмножества 3 множества ЭМ. Если 
каждый элемент 4-Е 1 из Э\' имеет ненулевое псевдодополнение 4’, то 
единица структуры 5 есть объединение точек. 

Доказательство. Заметим сначала, что для любого неразло- 
жимого элемента 4 из 9’ справедливо равенство 4" = 4, где 4" = (4’)'. 
Действительно, если 4 = 1, то доказывать нечего. В противном случае 
положим 6 =904’. Так как всегда 49”>4, то, в силу дедекиндовости. 
структуры 5, получим: 


4" По = 9" П (909') =9а Ц (а" Па) =900=4. 


Отсюда и из неразложимости элемента 4 следует, что по крайней мере’ 
один из элементов 49" и б равен 4. Если $=4, то из определения 6 
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следуета '<4, а ее 9’ =9П 9'=0, что противоречит предноложе- 
нию. Следовательно, 4" = 
Покажем теперь, что’ а” =а для любого элемента а из ©. 
Действительно, по предположению, а == [1 4«› Где 9. ©. Изаз д. 
[3 


следует 
и < Ча. — До, 
те. 
а < 4 =, 
В 
откуда а" = а. 


Теперь легко видеть, что 55 есть структура с дополнениями. 
Действительно, если а — произвольный элемент из 5 иб=а |] а’, то 
а ааа = 0. 
Следовательно, 5" = =1, т. е. 1=а(] а’. На основании леммы 
Блэра (") заключаем, что единица структуры есть объединение точек. 
ЛЕММА 18. Для того чтобы в кольце К для лю5ого идеала А было 
справедливо равенство А [| А* = 0, необходимо и достаточно, чтобы К не 


содержало нильпотентных идеалов. 
Действительно, если К не содержит нильпотентных идеалов, то из 
па лсАА=0 
следует 
АП А* = 0. 

Пусть теперь в К существует нильпотентный идеал В == 0. Положив 
А = В" " где п— наименьшее целое, для которого В” ==0, получим 
4 =0. Следовательно, А^2А и АП А' =А- 0. 

Следствие 9. В кольце без нильпотентных идеалов всякий идеал 
А обладает псевдодополнением А’, причем А’ = А*. 

Действительно, если А П А, =0, то А.А, = 4А,.А=О0Ои А.С А". 

ТЕОРЕМА 10. Если в кольце К без нильпотентных идеалов аннуля- 
тор всякого неразложимого идеала О += К отличен от нуля, то К есть 
дискретная прямая сумма простых ненулевых колец. Обратное утвержде- 
ние также верно. 

Действительно, в любом кольце структура идеалов является полной 
и дедекиндовой. Кроме того, как известно [см., например, (1г)], всякий 
идсал произвольного кольца может быть представлен в виде пересечения 
перазложимых идеалов. Наконец, в силу предположения и следствия 9, 
всякий идеал кольца К обладает псевдодополнением. ‘Таким образом, 
если мы положим 9’ =00, то все условия леммы 17 выполнены, и кольцо 
К есть сумма идемпотентных минимальных идеалов. Легко проверить, 
что эта сумма является дискретной прямой суммой простых ненулевых 
колец. 

Обратное утверждение сразу вытекает из того, 
прямой сумме простых ненулевых колец аннулятор всякого идеала, от- 
личного от самого кольца, есть ненулевой идеа л. 

Напомним, что идеал Т кольца К называется сильно неразложимым, 
если из АПВСТ, где Аи В — также идеалы в К, следует хотя бы 


одно из соотношений АСТ или ВС Т. 


что в дискретной 
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Так как в кольце с дистрибутивной структурой идеалов понятия не- 
разложимого и сильно неразложимого идеалов совпадают [см. (15), (и)], 
то справедливо 

Следствие 10. Если в кольце К без нильпотентных идеалов и с 
дистрибутивной структурой идеалов аннулятор всякого сильно неразло- 
жимого идеала Т = К отличен от нуля, то К есть дискретная прямая 
сумма простых непулевых колец. 

Заметим, что простой идеал кольца, очевидно, является сильно не- 
разложимым. Так как в сильно. идемпотентном кольце всякий идеал 
есть пересечение простых полумаксимальных идеалов, то, применяя 
к этим кольцам лемму 17, где в качестве 9’ берется множество всех про-- 
стых полумаксимальных идеалов, получим следующее утверждение: 

ТЕОРЕМА 11. сли в сильно идемпотентном (сильно В-полупро-. 
стом) кольце К аннулятор всякого простого полумаксимального идеала 
отличен от нуля, то К есть дискретная прямая сумма простых ненуле- 
вых колец. 

Напомвим, что кольцо А пазывается бирегулярным [ем. (7)], если 
каждый его главный идеал (а) порождается центральным идемлотентом, 
или, что то же самое, если кольцо (а) имеет единицу [ем. (23), (5)]. 
Ясно, что бирегулярное кольцо является сильно идемпотентным. 

егко показать, что в бирегулярном кольце всякий простой идеал Р 
являстся максимальным модулярным * идеалом. Действительно, фактор- 
кольцо К =К/Р является одновременно первичным и бирегулярным. 
кольцом. Если К не ссть простое кольцо, то в К существует такой 
элемент а == 0, что (а) = К. Так как идеал (а) обладает единицей, то он 
отщепляется прямым слагаемым в А и поэтому (а) +0, что противо- 
речит первичности К. Следовательно, К — простое бирегулярное кольно, 
т. е. простое кольцо с единицей **. 

Из сказанного выше и теоремы 11 получаем следующий результат 
Уодделя [см. (3"), теорема 5]: 

Если в бирегулярном кольце К аннулятор всякого максимального 
идеала отличен от нуля, то К есть дискретная прямая сумма простых 
колец с единицей. | 

Обозначим через / радикал Джекобсона (17). Как известно, Л есть 
пересечение всех примитивных идеалов. Напомним, что всякий прими- 
тивный идеал является простым и, следовательно, сильно неразложи- 
МЫМ. 

Пусть теперь К есть сильно /-полупростое кольцо (например регу- 
лярное кольцо Неймана). Так как в таком кольце всякий идеал есть 
пересечение примитивных идеалов (см. вывод условия У.3З из У.2), то, 
применяя лемму 17, получим следующее утверждение: 

ТЕОРЕМА 12. Если в сильно У-полупростом кольце К аннулятор 
всякого примитивного. идеала отличен от нулл, то К есть дискретная 
прямая сумма простых примитивных колец. 


* Модулярный идеал — это такой идеал, фактор-кольцо по которому имеет еди- 
ницу. ` 
** Другое доказательство этого утверждения дано в работе (31) (теорема 6). 
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Пусть М№ есть радикал Брауна — Маккоя [см. (13)]. Известно, что № 
есть пересечение всех максимальных модулярных идеалов. Точно так 
же, как теорема 12, получается 

ТЕОРЕМА 13. Если в сильно №-полупростом кольце К (например, 
бирегулярном кольце) аннулятор всякого максимального модулярного иде- 
ала отличен от нуля, то К есть дискретная прямая сумма простых 
колец с единицей. 

ЛЕММА 19. Если М — максимальный идеал в кольце без нильпотент- 
ных идеалов К, то либо М’ =0, либо М” является минимальным иде- 
алом. Во втором случае К = М + М". 

Действительно, пусть М” == 0. По лемме 18, 

М 0—0. 
В силу .максимальности идеала М, либо М” С М, либо А = М -ЕМ:. 
Первая возможность исключается, так как из М“СМи МПМ* =0 
следует М“ =0. Поэтому К=М+ М” и М*— простое ненулевое 
кольцо. 

Как известно [см., например, (?)], подпрямая сумма К некоторого 
множества колец К. называется специальной, если для любого & 
ВЕК... 

Обозначим через ЭК, некоторое множество простых максимальных 
идеалов произвольного кольца А. 

ТЕОРЕМА 14. Если в кольце К пересечение есех идеалов Ма из т 
есть нулевой идеал и аннулятор всякого идеала Ма отличен от нуля, 
то К изоморфно спепиальной подпрямой сумме простых ненулевых колец. 

Доказательство. Во-первых, кольцо К не содержит нильпо- 


’тентных идеалов, так как М. — простые идеалы и всякий нильпотент- 


вый идеал содержится, очевидно, в любом простом идеале. Во-вторых, 
в силу леммы 19 и условия теоремы, 

К=мМ. + М.. 
Наконец, по предположению, 


[№ М. — 0 


и, кроме того, для «= В 
М. П Мы =0. 

Последние три вида равенств, как известно [см., например, (25°), 
рема 15], являются необходимыми и достаточными условиями, ‚ чтобы 
кольцо К с нулевым аннулятором К” было изоморфно специальной под- 
прямой сумме идеалов М». р 

Следствие 11. Если в М-полупростом кольце К аннулятор вся- 
кого максимального модулярного идеала отличен от нуля, то К изо- 


морфно специальной подпрямой сумме простых колец с единицей. 
Поступило 
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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ СУММЫ, СОДЕРЖАЩИЕ ЗНАЧЕНИЯ 
МНОГОЧЛЕНА 


В этой работе существенно улучшаются прежние результаты, 
касающиеся оценки сумм 


У НР 7 (2) = ар ат АВ 
<Р 


где ^ — целое положительное число и Р пробегает простые числа. 


Обозначения.  с— положительное постоянное, = — произвольно 
малое положительное постоянное, С — целое, 0 — число с условием. 
1 «- 

А < В при положительном В похазывает, что (А! < сБ. 

р— переменное, пробегающее простые числа. 

л (5) — число простых чисел, не превосходящих 2. 

Е — целое положительное число. 

Р — целое положительное число. В рассуждениях, че рассчитанных 
на вычисление постоянного множителя оценок, это число можно считать 
достаточно большим. 

п — целое, п — 12, УПА... М, — вощесовенные, 


р ОИ 


Пользуясь в дальнейшем приближениями к числам ео ТО 
средством несократимых дробей 


Мп _@1 
Чл ый : а. 
< положительными 4,..., 4, прямем обозначения: 
О, — общее наименьшее кратное чисел (,,..., 4», 
О — общее наихеньшее кратное чисел 9,..., 41. 


Основным результатом этой статьи является теорема 2, дающая суще- 
ственное улучшение результатов прежних исследований [работы (1) и (°)] 


ио оценке сумм 
\\ 2^А/(р 
== в ГР), 


РР 


Точки (А„,..., А) П-мерного пространства разбиваем на два класса: 
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` 


точками первого класса называем точки, принадлежащие областям с 
условиями 


Рф 0 бо 


$ 


а 
| Ч 


точками второго класса называем точки оставшейся области. В точках 
второго класса дается единообразная (одна и та же для всех точек 
класса) оценка |5|. При этом в область точек второго класса входят 
теперь и такие области, где раньше. были известны лишь гораздо более 
грубые оценки |5|. В точках первого класса оценка |5| сводится к 
оценке модулей хорошо изученных сумм (лемма 6), причем для || по- 
лучаются оценки, гораздо более точные, чем известные раньше. Следует, 
однако, отметить, что при О <Р* для точек первого класса теорема 2 
все еще дает грубые результаты; этому случаю мы надеемся в дальней- 
шем посвятить особую статью. Следует также отметить, что, имея в виду 
простоту доказательств, мы выполнили некоторые оценки более грубо, 
чем это можно было бы сделать, усложняя доказательства; в частности, 
уточняя ряд лемм, на которые опираются эти доказательства. 

Мы пользуемся здесь случаем привести также краткое доказатель- 
ство (леммы, на которые оно опирается, были доказаны в прежних рабо- 
тах) теоремы 1 и ее следствия — теоремы 1‚а, касающихся сумм 


У ат (х) : 


х<Р 


где х пробегает числа натурального ряда. Несколько менее совершенные 
формулировки этих теорем были приведены в соответствующем месте 
доклада на третьем Всесоюзном математическом съезде. 

ЛЕММА 1 (уаь 4ег Согриаё). Пусть М а М, — целые, М«М, ив 
интервале М <х < М, задана дважды дифференицируемая вещественная 
функция }(т) с условиями 


и 


ОЛ (2) <5, /(2)>0. 


Тогда, беря одновременно знаки +, или же знаки —, имеем [лемма 13 
главы 1 книги (3)]: 

м, ее 

У ее = енати ® ар 96. 

х=мМ М 


ЛЕММА 2. Пусть 0% х<в<1 


’ 


[2 ‹ 
р емо фе, (т) = ина... аа, 


[22 


где и„,..., и, — вещественные и и, обозначает наибольшее из чисел 
|" |...) |1 |. Тогда имеем: 


17| < па (1,1875 °). 


=> “ 
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Доказательство. Эта лемма в песколько иной формулировке 
имеется в работе (*) (лемма 4). Приведенная здесь формулировка не тре- 
бует существенного изменения доказательства. 

ЛЕММА 3. Пусть г — целое, г». то, то = [6,5 п? ш 12и?]. Тогда для 
интеграла 


1 1 
. /. р 
З " 2 я тя а х 
| | СНА оРа, 12%, 9 = Мет +... 0х) 
| * а 
0 0 Хх=1 


имеет место неравенство (лемма 7 работы (“)) 


‚по 
‚ 4,3143 (1 п 1273)? 2 
их (8) ’Р 


ЛЕММА 4. Пусть 


Р 
$ = е2тй 1%), 
х=1 


$ — одно из чисел п,..., 2, 


Тогда, полагая 
с о 
| Пе. сели Теа Р, 


я =1, т < 99 


= Р*_", если Р"<9<Р”, 
будем иметь: 
| ео о 
12 (п—1) п т 


Е Е 
Хх о ро В (и — 1) 1 


ЕЕ 


Доказательство. Эта лемма в не’колько иной формулировке 
имеется в работе (4) (теорема 2). 
ЛЕММА 5. Пусть 


р 
Е > е?т®! (>, 


5 ==1 


причем каждсе А„,..., Л» представлено (что всегда возможно) в виде: 


Тогда, полагая 
7 ” 
О, = Р°, если 9 


<Р, 
= 1, ‘если О, >Р, 
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при условии К < Р°®" будем иметь [теорема 3 работы (“)]: 
| & а (8п ри а, 


а 12 (п — 1) н у т 
Е 


ЛЕММА 6 (100-Кепо Ниа). Пусть А,,..., А, — рациональные не- 
сократимые дроби с положительными знаменателями, имеющими общим 
наименьшим кратным число О. Тогда при постоянием п имеем [ем. (5)]: 


а . 
У е?”Ч (х) са На: 


Х=1 


ТЕОРЕМА 1. Точки п-мерного пространства разобъем на два класса: 
точки первого класса и точки второго класса. Точкою первого класса на- 
зовем точку 


где первые слагаемые — рациональные несократимиые дроби с положитель- 


ными знаменателями, имеющими общим наименьшим кратным число О, 
1 У 


В 6 
не превосходиищее Р ‚› вторые же слагаемые подчинены условиям: 


Точкою второго класса назовем всякую точку 


у, не яваячющуюся точкою 
первого класса. Тогда, полагал 
С | 
9 Е < ет] (х) те к 
> о 92 т би? › 


Хх 


мы в случае, когда (Аи,..., А) — точка второго класса, при К < Б®? 
будем иметь: 
И 0,5111 36712 — 
а (1) 
а в случае, когда (Аь,..., А) — точка первого класса, при & 3Р” будем 
иметь: 
о ( Аа м... 4 ‹)? ыы 
— — 2 Чи в ; эт (2 х+.--- А х) с 23 
ох мы =) фе + 022" рз. 
х-:1 0 


1 1 У 
з тн. 
Доказательство. Полагая т, =Р*°, т. =Р 


можем каждое А, представить в виде: 


при $ >1, мы 


А; = а (ду бе. 


5 


+ “ 
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Я 
Скачала рассмотрим случай 0, >РЗ *°?. Бели при некотором 5 ряда 
п,..., 2 справедливо неравенство 
ее 
Р З З = 4. | 


то, применяя лемму 4, будем иметь: 


А | у 
'51< (8—8) о 
т 12 (п — 1) п 


= ]п 36/2, (= че = 
бо › 


3 (п — 1)21 9 (п— 1) и № 36и? › 


| 


= 402 5-1 == — 9 к ь - ый" И = — 
бо 4059 (1 Ея < о (1 - а 


‚ 2 спра- 
1 Е У 
ведливо неравенство 9, < Р `, но при этом будет О’ >Р* $3, то, 
1 У 5ут р я : 
применяя лемму 5, при су = < 2°.5°*» (очевидно В? р") 


Поэтому верно неравенство (1). Если при каждом $ ряда и,... 
1 
та 


У 
з 


получим: 


12 (п — 1)п 


о 


| В о о 


= ]и 56и?, 


о ея 
бо — Зи № 


и неравенство (1) снова оказывается верным. 
ф У 


Далее, рассмотрим случай О, <Р? 6. Вводя подстановку х = 05 + т, 
где у пробегает значения 1,..., О, а & при заданном у) пробегает длелые 
числа интервала 
Р—1 


нок 


= ‚(2) 


мы приведем сумму к виду: 


а 
а. а .) олё (©) 
5 = Уе . р 5, = уе : 
я 


где & пробегает целые числа интервала (2) и 


(= Ан (0+ "+. вы (0+9), &= 


9575 
Далее находим: 
а пра 2Р 1 

19" (< + Е а 
тт 1 ы ЕН ее Е 

в тэ РЗ 

Р Р 91 
а у? — -—_ {У 
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Так как при Р <1пб" теорема тривиальна, то будем рассматривать лишь 
случай Р›> п". Тогда убедимся, что найденная граница для |\’ (5) | мель- 
ше, чем 0,5. Кроме того, %' (&) — многочлен степени п —1 и, следова- 
тельно, весь интервал (2) можно разбить на <2п—2 интервалов, 
зв каждом из которых \’(:) монотонна и не обращается в нуль внутри 
интервала. Применяя к каждому из этих интервалов лемму 1, получим: 


(Р—т) 9-* р 
и р. я п ты В ая 

е2тё (2) Е 6'8п = т: а 
0 


[5 
| 


—19-' 


Вместе с тем найдем асимптотическую формулу: 


Ооо (= п а ") ат валят 4 Ка 
1 ей $209 а ‘](“ 2 (2х ос 2х 2 
А — Уе ое т \ е 4х + 0"8пО. (3) 
п=1 о 
му. ть 
Если О>Р? 6, то может оказаться, что РЗ 3 и тогда верно 
й 0 


1 У 
неравенство (1); если же О. <Р*. %, то верна асимитотическая форму- 
ла (3), причем подетановкою 1 = Оз + убедимся, что главный член 
> У 
этой формулы равен нулю (2% = > и, следовательно, |5 | < 8пО и опять 


ый во 
з 6 6 


верно неравенство (1). Если же ОхР ‚ то тем более О, <Р* : 
и верна асимптотическая формула (3). 
Если одно из чисел [2„.|,..., |2! удовлетворяет условию 


Р-°** <. |2„|, то, согласно лемме 2, из формулы (3) находим: 


о ме 18" р! —у? 5 8пО = м О. 


ТЕОРЕМА 1, а. Пусть п — постоянное. Точки п-мерного пространства 
разобъем на два класса: точки первого класса и точки второго класса, 
Точкою первого класса назовем точку 


где первые слагаемые — рациональные несократимые дроби с положитель- 

ными знаменателями, имеющими общим наименьшим кратным число О 
№ 

не превосходяацее Р”, вторые же слагаемые удовлетворяют условию 


7 


12. © О 


Гочкою второго класса назовем всякую точку, не являющуюся точкою 
первого класса. Тогда, полагая 


р 


Е ат 


х=1 


и, = шах (|2. |Р",..., |2 | Р), 


„> - + 
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при условии, что (А„,..., Л,) — точка второго класса и К < Ь*, будем 
иметь: 

: Пе 
Если же (Ар,..., А!) — точка первого класса и ЕР”, то в случае 


и, >1 будем иметь: 
т. 


а в случае ии <1 будем иметь: 
< 20" (50). 


Доказательство. Для точек второго класса в смысле теоремы 1 
справедливость теоремы 1, а следует из теоремы 1. Для точек первого 
класса в смысле теоремы 1 при условии О>Р°, применяя лемму Ц, 
получим: 


о 


У 


Для точек первого класса в смысле теоремы 1 при условии ОР”, 
согласно леммам 2 и 6, в случае и, >1 получим: 


О ПОР 
а в случае и, <1 получим: 
5 << РО—**“(&, 0)". 


ТЕОРЕМА 1,Ь. Пусть пр— постоянное и пусть точки п-мерного 
пространства разбиты на два класса по способу, указанному в теореме 1, а. 
Пусть и, сохраняет значение, указанное в теореме 1, а. Тогда при лю- 
бом в, удовлетворяющем условию 0 < ‹ 1, для числа Т (3) дробей ряда 


{71(2)}, т=\,...,Р, 


с условием 0 < {}(х)} < с будем иметь: 


Т()=Р+О(А). 


При этом если (А„,..., А.) — точка второго класса, то следует брать 
1-2 1 
[\ == о — о. 
А а 107? ]п 362 
Если же (А„,..., А!) — точка первого класса, то в случае и, > 1 следует 
брать 
А — О. 


‚а в случае и, <1 следует брать 
А = РО "**. 


Доказательство. Эта теорема легко выводится из теоремы 1, а 
путем рассуждений, уже неоднократно применявшихся в предыдущих 
работах [гл. УПТ книги (3)]. 
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ЛЕММА 7. Пусть при некотором $, равном одному из чисел п,..., 2, 
имеем: 


А: = р (а, Я) = Р^ <9< т, к д. 
9 


а 
9 


Тогда, полагая 


0,044? А 
2о Поза 20 вела В `, 
ВА: 
бо = о — Ресин < р 


при соблюдении условия к <Р'* будем иметь [теорема 1 работы (!)]: 


У в ре 1% 


р<Р 


ЛЕММА 8. Пусть при каждом $, взятом из ряда п,..., 2, имеет 
место свое равенство вида: 


ы (а, 4.) = И. 0 9-е. че = ть 


причем каждое из чисел 4,..., 4» не превосходит Р*?8 и число х опреде- 
ляется равенствами: 


О, = Р^*, если О, < Р®, 


1 < 
х = --, если ры 


Пусть, наконец, 


ыы х 
Во 6,712 п 121? ° 


Тогда при К < Р* имеем [теорема 2 работы (?)]: 


У с?” (р) ра рее. 
р«Р 


ЛЕММА 9. Пусть при каждом $, взятом из ряда п,..., 1, имеет 
место свое равенство вида: 


0. : 
А: = - Ее (а,, 9,) == ‚м 0 <9:<”» <; == ТА 


9 Чт : 
т 
причем 0% <Р”® и числа х и р, определяются равенствами: 
ее Хх . ( я х 1 
ОР ИТ оби ия › ЭТие аля / 


0 
Тогда при К < Р* будем иметь [теорема 3 работы (?)]: 
н х ет! (р) Ре 


` 


= 
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ЛЕММА 10. Пусть п — постоянное и пусть при каждом $, взятом. 


из ряда п,..., 1, имеет место свое равенство вида: 
- а 0 
А = + —“ 
в 


(а., 4.) == т 0 < 4. < г х: = р. 
1 


т у 
причем 05 Р` и по меньшей мере для одного $ имеем 


А: = (4) 
Пусть, далее, 
° ) 


5% 2 бо 
Во = 50? т 12и? › А<Р 


и Е — положительное число, взаимно простое с О, Пусть, наконец, 
ыы < „21 (Рху) 
5 Е № ф (у) 22 е й 
ий х 


1$ (у) |< Р", 


причем х и У независимо друг от друга пробегают некоторые возрасталю- 
цие последовательности положительных чисел, взаимно простых с 0, 
и суммирование распространяется на область 


сорРЕ Е = у с’Р°5 а (5) 


— 
фр 
‚ Тогда будем иметь: 
$5 = уро В, 


Доказательство. Пусть 0: =4,2' ру, г = [6,52 п 12и?]. Приё > Р” 
лемма очевидна. Поэтому будем предполагать, что #< Р”. Интер- 


вал (5) можно разбить на < шР интервалов вида: 


о. БО. - (6) 
Полагая 


А По 
интервал (6) разобъем на Н интервалов вида: 


И 


=—. 
—1 
я 


Полагая 
12 
рх. =— РУ, Ю 


мы для каждого значения у интервала (7) будем иметь: 


Р > РУ = хи 
и У < рН 
1 
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Поэтому часть 9, суммы 9, отвечающую интервалу (7), можно предста- 
вить в виде: 


5= У 545, +00Хи“У, 
У, -У<у<У, 

5 РЕ У ет" (Ех), 
0<х<х 


Далее, находим: 
2 = =—9. й т РГУ 
РР о Тб Рес 
У, —У.<у<У, 
Собирая в одну совокупность значения у с условием у == 0, (шо4 0), где 
0, — одно из чисел ряда 0,1,..., О—1, *взаимно простых с О, мы 


распределим значения у интервала (7) среди $ (0) совокупностей. Соот- 
ветственно этому будем иметь: 


а О о. _ (8) 
0, У, —У.<у<У, 
У= 0, (под ©) 


Полагая 8; = АЯ?” у, находим: 


5 =» в беиво. 
0<х<х 


При вещественных %„,..., ©, положим 


а аьь 
—) 
05х<х 


Если точка (%„,..., ®,) принадлежит области (О©,) п-мерного простран- 
ства, ограниченной неравенствами 


о а ТР 


В О ие РОО р 
то будем иметь: 
Зубр”, ви 
Умножая последнее равенство на 
т (п+1) 
Хи Рае 
и интегрируя по области (©,), получим: 


т (п-1) 
о а р ЕР \.. ‚ДТ Ча . ео (9) 


(© 


у) 


Далее, оценим число С областей (0,), отвечающих различным значе- 
ниям уи содержащих точки, координаты которых могут отличаться лить 


= 
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целыми слагаемыми от координат некоторой заданной точки при усло- 
вии, что рассматриваются только значения у интервала (7), удовлетво- 
ряющие сравнению у== 0 (то4 0). Пусть (0) и (О,) — две такие обла- 
сти. Для значения $ с условием (4) имеем: 

й с —р-? 

В; (Уз) — В: (у) =С + О(Х °Р`®), 

9.А1?° (ут — у°) ть 

и =С+О(Х “РР “). 
Ч ро,5$ 
$ 


Эдесь левая часть 


И а 
ыы 1,510 = Р Ро. 
Поэтому (Р достаточно велико) С =0 и мы имеем: 


р Я 


Е а 


| 


Последнее невозможно при |9, —У| > 0. Поэтому у, =у, @=Ти из (8) 
и (9) находим (применяем лемму 3): 


п(т-1) 1 1 й 
<< РИ оХ * РР" |... || бат... + 
Ге 0 0 


Ее о Фа = ОИ, р р и ВС 
Но здесь имеем: 


1 1 


+ а | 
9 4 ке й : Ра й У 1 о Е 
АИ ВИ О Тр Вы 
Поэтому 
ем 


Следовательно, часть суммы 5, отвечающая интервалу (6), будет 


‚ ры 
ее о 


Вместе с тем получим 
а Ве 


„ЛЕММА 11. Пусть п-— постоянное и при каждом $, взятом ‘из 


ряда п,...,1, имеет место свое равенство вида: 
а 0. 055 
А, = — + , (а, 9,) =1, 0—4, <*», Ве 7#) й 
9 9575 


1 
причем О РЭ и по меньшей мере для одного 5 имеем: 


= р-65*+0,5. (10) 
Пусть, далее, | ь 
ИЯ р Ро 
п= У № ета), 


М<и<м' 
41 Р 
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где 4 пробегает возрастающую последовательность положительных чисел, 
взаимно простых с О, а ш пробегает числа натурального ряда, взаимно 
простые с 0. Тогда имеем: 


и в реет С 


Доказательство. Шмеем: 


в д < . 
(Г = т ЗН) (р не И, > У о ет (а), 
М<ш<м’ 
РЁ 24 Р 


| у 
Г, = а п. - о ета). 
Ч«РМ- не м<е<м’ 


РЕ 2 <а!2«Р 


При #`> Р*** имеем ба, << МР **, (< РГ. Пусть < Р**. Находим: 


а = р 1, 1 — хх ет ®КакФи--5)), 
е=0 М<ЦОи-+ъ)<М'’ 


РЕ--2о<акдит)<Р 


где при А, не зависящем от и, имеем: 


Е} (аЕ (Ои + ъ)) = АН Ь (и), 


- (би ока... (би) каг. 


Чт ть 


^ (и) = 
Очевидно можно считать, что для значения $ с условием (10) имеют место 
неравенства: 


т. (11) 


С помощью неравенств (11) легко выводим, что 


0 
тт $-+1 $1, з-1 $1 й 1 
1 0 +.. 5 рот 1 у) + (и) - А, (и), 


где )., (и) — многочлен степени $ со старшим коэффициентом 


’ 


А; 


АЕ 
ет а и 
в 5 И. 
Пусть М№ — целое число с условием МЕ'О*< М <М'1:0`1. Тогда 
находим: 


и ее 0,5--2,$— тв. З 
м о 7%) о, 
Р® ки № ` 
к /РЮ кре —- 
4 |< 5058 (и) <“ м. 
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= 
Применяя теорему 1,а (№ вместо Р), убедимся, что точка п-мерного про- 
странства, координатами которой служат коэффициенты многочлена 


1. (и) — 1, (и), является точкою второго класса. В противном случае мы 
имели бы (Р достаточно велико): 


‚ет берем 


$ 


РЕ а, м =- 
МОЖ МБ, в =0, |0 М8 


Поэтому 
1 
й чи М к. М ЕЯ 
5 = № Эт? 1 1272 = ОР и, За1<= = Р- 


Оо 


ЛЕММА 12. Пусть п — постоянное и при каждом $, валтом из рчда 


п,..., 1, имеет место свое равенство вида: 
1 а, 9. 
и 


1 
причем О «Р?. Пусть, далее, ® ЗР’и 1 — положительное число, взаим- 


но простое с 0. Пусть, наконец, 


5 = У5(у) Уетиех, |(у)| < Р“, 


у 


где х и У независимо друг от друга пробегают некоторые возрастающие 
последовательности положительных чисел, взаимно простых с О, и сумми- 
рование распространяется на область | 


в ра у @рРИЕ (12) 


0— Ру; <Р. 


Тогда будем иметь: 
рЕ+ 


о * 0,5У/)—0,5У 
м . 
Доказательство: При # >> 0°*°° лемма очевидна. Поэтому будем 


рассматривать лишь случай #1 < 0°”°” Интервал (12) можно разбить на 
< ШР интервалов вида: 


ое 0 (13) 
Далее, интервал (13) моясю разбить на < УО\" интервалов вида: 
у, (14) 
где 0,50 <У, < 0. Полаг 


: Р 
Х = [рт [© 


ь 
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мы для всякого значения у, принадлежащего интервалу (14), будем иметь: 


Р _ РО 7 
ду —Х < вр +0 < ХО 


Поэтому с ошибкой < Р*“Х У!" мы можем часть 5, суммы 5, отвечаю- 
щую интервалу (14), представить в форме: 


= > 2 Пе 


0<х<Х У,-У,<у<У, 


Отсюда легко найдем: 


в Ре 


в 


УМ етииичь-Ивизу |, (15) 
0о<:<х | 


где у, независимо от у пробегает те же значения интервала (14), что 
и у. Число 2 пробегает все целые числа в указанных границах. Интер- 
вал 0<<Х можно разбить на ХО’ интервалов вида: 


«8 <А+О. (16) 
Чаеть И’ правой части неравенства (15), отвечающая данным у иуи 


значениям 2 интервала (16), представится так (полагаем 2 = Й + 5): 


© 
Илье" АО У ечиеианини си аа, 
#=1 
Далее, находим: 


К (У (у, (# + в)) — 7 (Ру (Е + э))) =Ф(5) + ^ (5), 


п ро . 
Ф (5) = Кат? (уу — У и ое 
У 91 
0.12" (ут — у") а 
а (И о. о). 
Но при 5$ =п",..., 4 имеем: 
КО, 17 (у ие: у) й $ 773 У ТО 1 _ 220? 0.95 
кн (2 НРА ее 9—< 26,5 г 
Следовательно, 
< 
= РДУ ОО 
®=1 


О а ле 


9, У 


= =” 
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5% 


Функцию Ф (5) можно представить в виде: 


КВи (ут — уп)... ЕВ, (у —фуьо ) 
Ф (5) = о -—1 БВ О) 


Полагая (А, 0) =а, Е = Ва, О =0О, а, в В, =Р,, получим: 


Ри (уф Ут... Ь, (у 
д: —- о Фр оыт 


Ф (5) = 
Полагая, далее, 
ИР, — 9)... 9, — и), 0)=8, Бу у) 1=Е, 080, 
получим: 
Е”... +В 9: 


О (Е„,..., Е, 0) =1, У=4 Уе®. 


9» ь 
Г=:1 
Согласно лемме 6, находим: 
т х /)1—У-+ 5 —у-+ =, 1—У+= УлУ 
У< 450, "005 <= © "о 
Но 2 делит все числа: 
В» (у — 4°*),..., Г (у — у“), 50 = п! 
Поэтому 6 должно делить и у — у*. Но при заданном у число решений 


сравнения 
у* — У* ==0 (104 5) 


будет 0 (у, пробегает значения, взаимно простые с 0.). Поэтому об- 
щее число пар значений у, и у, отвечающих данному значению 8, бу- 
дет < 0***8.', и мы получим: 


(= д! 98 < Е @, 


5\9 
ен 
9. а 
а О ай 
Часть суммы 5, отвечающая интервалу (13), будет 


ее РЕ№® — 0,5) ‚БЕ, . 
а р Ху 0 0,5у+1,5=, @” = = 0 0,5%у-1,5= @ р 


Отсюда уже легко получается неравенство для ©, указанное в лемме. 
ЛЕММА 13. Пусть п — постоянное и при каждом $, взятом из ряда 
п,..., 1, имеет место свое равенство вида: 


9, 
Р8—0,5 7 


а. 
А: = я ы (а,, 4,) = т 
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3 
9 


причем ОР». Пусть, далее, 


р" М«рР, ОМ«М'< АМ, ЕР’, 


= р етак Ка), 


М< ®<М'! 
а4<Р 


где 4 пробегает возрастающую последовательность положительных чисел, 
взаимно простых с О, а ш пробегает числа натурального ряда, взаимно 
простые с О. Тогда имеем: 


И РОО. 


Доказательство. Имеем: 


< я \\ р г 

= № ХОЗ, ие 
а<РМ-*#\9 М< 22° М!’ 
&12<Р 


При {>> 0” имеем $4, < МО“. Рассмотрим] случай 1530’. С точно- 
стью до слагаемого < 0 сумму ба, можно разбить на < МЕ!О сумм 
вида: 
96 > № ет (а::), 
2<2<7-+ 0 


где ( делится на О. Полагая 3 =й 5, найдем: 


У (Е (2 + 5)) =Ф(5) +). (&), Фо = их. И. 


6, 
(о) = АР (о... аз 41 (# +5). 


рп 0,5 1—0,5 
Но при $ =пи,..., { имеем: 
9 КР®ОЕ КО 
$ „79.58 8 7/8 и и.  )-У 
рз-0,5 Ка 1 ((2 НО а уе рз—0,5 = розьм << 9 


Поэтому 


“ 
о 


в=1 
и, следовательно, согласно лемме 0, имеем: 


50 =. (АТ, О (Е, 0“ а <= М (К, 00 а 


откуда и убеждаемся в справедливости леммы. 
ЛЕММА 14. Пусть п — постоянное и при каждом $, осзятом из ряда 


та ь О имест место свое равенство вида: 
а. 5. о 
ыы ь Е ит ‚5 
Л, та 4. з р ? (а, 4,) < 1, Е < В ? 


причем 9 3 Р’и по меньшей мере для одного з= 5’ имеем |8,| > Р*. 
р ; отм 

Пусть, далее, К Р” и Е обозначает положительное число, взаимно про- 

стое с 0. Пусть, наконец, 


5 = 29) побит ое 


у 


где т и у независимо друг от друга пробегают некоторые возрастающие 


=> > 
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последовательности положительных чисел, взаимно простых с О, и сум- 
мирование распространяется на область 


©2035 т ар (17) 


Рлу-Р. 
Тогда будем иметь: 


© = реТе: 0,25% ,—11 


Доказательство. Достаточно рассматривать лишь случай # < Р!'’2%, 
так как в противном случае лемма очевидна. Интервал (17) можно раз- 
бить на < ШР интервалов вида: 


кит, 0.25505. | (18) 
Полагая, далее, 
=) Ур УН-® 


мы можем разбить интервал (18) на Н интервалов вида 


У. (19) 
Пусть 
Р 


Х=ру.. 


Тогда для каждого у интервала (19) имеем 


А 


Ру 
и, следовательно, часть И’ суммы 5, отвечающая интервалу (19), может 
быть представлена в виде: 


ш= У О м. 


Г 


У—У,<у<Уу, 0<х<хХ 


Отсюда следует, что 
р 2= ях 2 272 рт? 
ур и РЕН, 
“у 
И’, у Е № ет Ф (ул, у, 2) т 
0<2<Х 
где Ф (и, и, 2) = А/ (Ру12) — #/ (242), У, независимо от у пробегает те же 
значения интервала (19), что и у, а 2 пробегает все целые числа в ука- 
занных границах. Далее, находим: 


=— эта Ф( ул, 9, © 5) 
И’, и = к к бо == >) ет\ (у 9), би у 


0=1 0< би <х 


Ф (ул, у, Ои + 2) =Г-+^ (и), 


и: \Р ) 
ео. — У (Ош - в)" + ... 
И био, 


2 Известия АН СССР, серия математическая, №2 
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причем У не зависит от и. Далее, при любом $, взятом из ряда п,...,1, : 
имеем: 
28. (у — У°) 3. 
= 
- = п (Ош - 5) < 
а _ к |5. |°5 РУО я 
< | м 5 Е 5 Ь < Р в. 


122 
Поэтому (Р достаточно велико) |^’(и)|< 0,5. Кроме того, интервал 
—0!«и< (Х—5) 0"! можно разбить на не более чем 2п — 2 интер- 
вала, в каждом из которых ^’(и) монотонна и не обращается в нуль 
внутри интервала. Поэтому (лемма 1) 


(х—50" + 
к \ ети) и ++ О (1) = го еее ая О (4). 


8 


—%9 0 
Согласно лемме 2, отсюда находим: 
и а. 
о ов д, у < Аш , 
где и, не меньше наибольшего из чисел 1 и 


(у У") 


8, (1—9) | 
р$’ а ит . 


$7 
х у 


>> 


Поэтому, полагая |у, —у| =), У|5.,|!= М, будем иметь: 


и Хома (Г, М р 


УИ хим т. 


м у №М</<У. 
< Х7 (МУ, "+ №) = Хиро", | 
И/? Ре. ур 
Часть суммы 5, отвечающая интервалу (18), будет 


— 0,25 


= уе Ре | 


р) 


Отсюда уже легко выводим неравенство для 5. указанное в лемме. 


ЛЕММА 15. Пусть п — постоянное и при каждом $, взятом из ряда 
п,...,(, имеет место свое равенство вида: 


а, 5, я 
Аз =», (@»49:) =1, |6, |< Р°5, 
4: Р® 
причем О < Р”и по меньшей мере для одного $=5' имеем [312 


Пусть, далее, 


РСМ“ МММ 2 р. 


и м > езтАк Ка). 


М<«<Мм'’ 
ар<Р 


и 
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где 4 пробегает возрастающую последовательность положительных чисел, 


взаимно простых с ©, а ш пробегает числа натурального ряда, взаимно 
простые с О. Тогда имеем; 


и < ро 


Доказательство. Находим: 


1—0,5у? % ; 
И=0, +0(Р' °°"шр), = УХУ ет, 
М<и<М!’ 
Р1-— 0,5 дик Р 
ПР У Ук (0 ба,» даа = х 5 
а<РМ! #\9 МмМ<е<м!’ 


Р1—0,5*<91=«5Р 


При -# >> Р°5" имеем 5. < МР“. Пусть #< Р°°". Находим: 


9 
ба, = о 5%, 5 Я > ет ац@и+5)) , 
5—1 М< Ким’ 


РЕ— 0,5 <аКОи-+ъ)5Р 


7 (а1 (Фи - г)) = У А (и), 


1, (и) = > Вар (Ош Е о)". + 2 Вай (би + 5), 


‘де И не зависит от и. Далее, при любом $, взятом из ряда п,..,1, 
тмеем: 

5 г. —0,125 

г 4815$ (Ош - )—0 м В 
Тоэтому (Р достаточно велико) | ^^ (и) | < 0.5. Кроме того, интервал сум- 


прования суммы 5, можно разбить на не более чем 2п —2 интервала, 
‚ каждом из которых ^’ (и) монотонна и не обращается в нуль внутри 
штервала. Поэтому, представляя указанный интервал суммирования 


уммы 5, в виде: 
я 2—0 7 _ не ма 
о и а. 2 = шах(--, РТ у? 


Е М’ Р 
2» — ша ( Ел о 


олагая М’! ! = М и обозначая символом с (2) функцию, получаемую из 
(и) заменой Ош -- г буквою 2, получим (лемма 1): 


(2:—и)9" м 
ОЕ \ ети и +- О (4) = 0. \ е2т!о(=) 8 — 
(2,—5)9" = 
‚ 
р с \ ето (Ми (в) (1). 
дм * 


амечая, что коэффициент при 18’ многочлена с (№1) численно будет 


— Ра" — В 6" р", 
© 
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согласно лемме 2 будем иметь: 


М Р- 9.5%" 


— 0.5%? М 
ВЕ С Ри —— — 


1-—0,5%*-+= 
>. 


ЛЕММА 16. Пусть в отношении чисел А. (следовательно, также и в 
отношении чисел 8; и 0) выполнены условия одной из трех пар лемм: 10 
и 11, 12 и 13, 14 и 15. При этом допустим, что для лемм 12 и 13 
вводится новое ограничение: О `> Р°. Пусть, далее, 


1 


ь о: 
== ре, В 


Тогда для суммы 
Й’ — р: в? КР) 
р<Р 


имест место неравенство 


ИР. 


Доказательство. Пусть 


1 
6172 п 12°‘ 


= 


Леммы 10 и 11, леммы 12 и 13 — обе с ограничением О`> Р*, наконец, 
леммы 14 и 15 остаются верными, если неравенство, ограничивающее К, 
во всех этих леммах заменим одним и тем же неравенством 


2: . 
аа. 


неравенства, ограничивающие 5 в леммах 10, 12 (при ОР”), 14, за- 
меним одним и тем же неравенством 


и. ея (20) 


наконец, неравенства, ограничивающие (И в леммах 11, 13 (при ОР”), 
15 заменим одним и тем же неравенством 


Ри (21) 


Справедливость всех этих утверждений следует из того обстоятельства, 
что новые неравенства являются более грубыми, чем прежнис. 
Дальнейшая часть доказательства будет представлять полную ана- 
логию доказательству теоремы 1 работы ("). Пусть Е — произведение 
всех простых чисел, не превосходящих Р°” и не делящих О, пусть г 
пробегает положительные числа, взаимно простые с РО, а пробегает де- 


лители числа Г, наконец, т пробегает положительные числа, взаимно 
простые с О. Находим: 


№ ез” к/т) = У я и (а) ег ®ат), (22) 


г<Р ат<Р 


эр 


=“ 
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Пусть г; проб 
у ; пробегает значения г, имеющие ровно ] простых сомножителей. 
Тогда левая часть равенства (22) представится в форме: 


ИИ, - И’, + О (Б*°?5), 


ба = > ет»), 
т2<Р 


= № ее" то). 
.-Р 


Сначала оценим И/,. Очевидно, 


1 й = - р ы ! 
И, => И, --О(УР), И, = У ею, 
тит, <Р 


где г, пробегает те же значения, что и т,. Находим: 


: ы й 
и ов > УР ы ый У ЕАК) 
2 -— и О 
<УР т. УР "> ИР 
тт, <Р 


, С 
717. ЗР 


К суммам, стоящим в правой части, можно ирименить неравенство (20), 
так как обе эти суммы — частные вилы суммы 5 (Е=1, %(у)=1, 
у=о: для первой суммы и у=и: для второй суммы). Получим: 


И’, < РГ, 1, ре®. 
Далее, оценим сумму И’. Очевидно, 

1 / Ру . 

И’. ее 5’ т о (27) И/з =. р У ет. 
т.г2<Р 
К сумме И. опять можно применить неравенство (20), так как, ввиду 
р: здесь т: пробегает значения с условием 
р пр. 

Получим: 

И. = ре“ , И ь 


Оценим правую часть равенства (22). Весь интервал 0 << т < Р можно 
разбить на < ШшР интервалов вида: 


М<т<М', 2М<М'< АМ. (23) 


Часть правой части равенства (22), отвечающую интервалу (23), обо- 
значим символом Им. Пусть с — произвольно малое положительное посто- 
янное < 0,4. Сначала рассмотрим случай М < Р””°`®. Согласно лемме 5 
гл. [Х книги (3), все делители 4 числа ЕЁ, не превосходящие Р, можно 
распределить среди 


ш шР 


эру 19 
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совокупностей, причем для каждой совокупности существует свое $ с' 
условием, что принадлежащие этой совокупности значения 4 удовлетво- 


ряют неравенствам 
— —” 
фах Фе. 


Для некоторых совокупностей может оказаться 
6 о мы 


Для каждой из оставшихся совокупностей существует свое целое поло- 
жительное В и две возрастающие последовательности целых положи- 
тельных чисел и и Ф® такие, что все значения и лежат в интервале 


АС М * =. и а 0.5 Пе Е 


причем все значения 4 указанной совокупности, взятые каждое В раз, . 
получим, если из всех произведений и? выберем лишь те, которые удов- 
летворяют условию (и, 9) =1. 

Заметим также, что из самого доказательства упомянутой леммы сле- ' 
дует, что для всех чисел 4, принадлежащих одной и той же совокуп- 
ности, и (4) сохраняет одно и то же значение. Умноженную на соответ- 
ствующее общее значение функции | (4) часть суммы Им, отвечающую 
выбранной совокупности, обозначим символом Ио. 

Сначала рассмотрим случай 


Ф 0 т к 
Тогда, очевидно, имеем: 
Г ре А" 
Далее, рассмотрим случай 
р Е 


Тогда Из можно представить в виде 
т =» № У ети») 
т ци ф 


где суммирование распространяется на системы значений с условиями: 3 
0,25—с ЛА 0, 
М<пт< М’, Р р а (2,0) = 1. 


Заставляя { пробегать делители числа Ё, находим: 


Из == » Ц, (2) О. т Обь, + = У № У}елииетаьь), 
С 


т щ м 


где и, и 9; пробегают частные от деления на # чисел и и 9, кратных & 
и суммирование распространяется на область 


м т <м', р®25—с а Е и М‘ ть , 
>. Ртиле < Р. з 


= 
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Но число $(у) решений неопределенного уравнения ти: = у не превос- 
ходит т(у). Следовательно, % (у) < Р*. Поэтому Оь, ‚ может быть пред- 
ставлено в виде: 


ви = >13 (9) Хечи ви, 


у т, 
где суммирование распространяется на область 


ро»25—с < у 2 Я Рух ЗР. 


2 
Следовательно, Из,; является частным видом суммы 5, указанной в на- 
чале доказательства. Согласно (20), получим: 


а: - < ре? Е : (7, = рее: я 
Таким образом, в случае М < Р°?°_° будем иметь: 


И: р р. 


Теперь рассмотрим случай М> Р°” °. Сумму Им мы представим 
в виде: з 


А, — и. == О р = в ет Ка’т), 
М<т<м! 
а’т<Р 
а № ва” (а"т), 
М<т<м’ 
а”т<Р 


где 4’ пробегает значения 4 с условием ц (4) =1, а 4” пробегает зна- 
чения 4 с условием (4) =—1. Мы оценим лишь Оу, так как Из 


оценивается аналогично. 
Пусть сначала Р° ‘М < Р’®. Тогда Им будет частным видом 
суммы © (Е=1, т=у, 4=4, % (у) =1). Согласно (20), получим: 


О ое 7 


Пусть, далее, Р°® < М < Р°”?. Тогда 4’ может пробегать лишь зна- 


чения с условием 
р -0_В Е 

Поэтому 0’, будет частным видом суммы 5 (= 1, 4 = у, т =, (у) =1). 

Согласно (20), получим: 


Я = ре . 


Пусть, наконец, М > Р”®. Тогда Г’ является частным видом суммы 


(, указанной в начале доказательства. Согласно (21), получим: 
1—Р: 
Ре Ро & 


Собирая все доказанное, мы и убеждаемся в справедливости леммы 16. 
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ЛЕММА 17. Пусть п — постоянное и при каждом $, взятом из ряда 
п,...,1, имеет место свое равенство вида: 


ЖБ == 


о, (аы а) =1, [| «Ро, 


причем О < Р°, ЕЗР°. Тогда имеем: 


№ езтакКр) < РУК, О в. 


Р«5Р 


Доказательство. Доказательство аналогично доказательству 
а $ 0,5 /)—0,5 
леммы 16, но вместо Р_®” теперь следует брать Р“(К, 0)” 0”. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть п — постоянное, 


5 = Уетй/Ф 


Р<Р 


Точки п-мерного пространства мы разобъем на точки первого класса и › 
точки второго класса. Точкою первого класса мы назовем точку 


ь - 
[ео ча), 
Ч 91 


где первые слагаемые — рациональные несократимые дроби с положи тель- 
ными знаменателями, имеющими общим наименьшим кратным число О, 
не превосхооящее Р’, вторые же слагаемые подчинены условиям 


< В. 


Точкою второго класса назовем всякую точку, не являющуюся точкою 
первого класса. Тогда: 


если (А„,..., А) — точка второго класса, то, полагая 


Е 1 р 
= зы, АР”, 


имеем 
ее: 


если же (А„,..., А) — точка первого класса, то при К < 0” имеем 


ее. рее (К, 0)“ о, 


Доказательство. Всякое А, ряда Аи, 


..., А: можно представить 
в виде: 


__ @ 0, й 
еле бидда, ув. 


= “ 
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Если при этом по меньшей мере одно из чисел 9„».-.-›949> превосходит 
Р°°?°, то, ввиду 
0,041 
26 < 1,5 п-2 ? 


согласно лемме 7, при & <Р: будем иметь 5 < РГ ?®. 


Если каждое из чисел 4,...,4» не превосходит Р”?, причем 


а 
0, >Р° , то, ввиду 
1 
ЕТ ИЕ АЕ 
р 9.6, 772 п 1212 ? 


согласно лемме 8, при А < Р** будем иметь 5 < РГ°. 
1 т 
Если О. <Р, но ОР», то, ввиду 
ь 9.6,752 шп 12? ? 


согласно лемме 9, при К < Р*” будем иметь $5 < Р"°. 
1 


Пусть ОР” и по меньшей мере для одного 5 имеем | 2.| >Р°*. 
Тогда справедливость теоремы будет следовать из леммы 16 (условия 
лемм 10 и 11). 


1 
Пусть Р’<О<Р® и для каждого $ имеем |2.| < Р°”? °.Тогда спра- 
ведливость теоремы будет следовать из леммы 16 (условия лемм 12 
и 13). 
Пусть О<Р`, но по меньшей мере для одного $ имеем |2;| < 


<Р`°*. Тогда справедливость теоремы будет следовать из леммы 16 
> р р м 
(условия лемм 14 и 15). 


Пусть, наконец, О < Р”и для каждого $ имеем |2: | < Р 
справедливость теоремы будет следовать из леммы 18. 

ТЕОРЕМА 2, а. Пусть п — постоянное и точки п-мерного простран- 
ства разбиты на два класса по способу, указанному в теореме 2. Пусть, 
далее, 


фу 


Тогда 


1 
23 — 632 ш 12 п? ° 


Тогда при любом св, удовлетворяющем условию 0<‹-<1, для числа Т (в} 
дробей вида 


{7(р)}, Р-Р, 


с условием 0 < {/(р)} < с будем иметь 


Г (<) = =(Р-+0(А), 
где следует брать 


Ад=рР №, -если (А„,..., А1) — точка второго класса, 


Ат“ 0`°>, если (А„,..., А!) — точка первого класса. 
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Доказательство. Относительно доказательства этой теоремы 
можно сделать то же замечание, которое сделано в отношении доказа- 
тельства теоремы 1, Ъ. 


Поступило 
21. Т. 1957 
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А. И. МАЛЬЦЕВ 


СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ 


В работе излагаются основы теории свободных топологических алгеб- 
раических систем, обобщающей теорию свободных топологических групн 
А. А. Маркова (13) и относящиеся к ней результаты других авторов. 


Около десяти лет назад А. А. Марков (13) построил теорию свободных 
топологических групп над вполне регулярными пространствами. В работах 
М. И. Граева (5), (5), Т. Накаяма (15), С. Какутани ($) доказательства 
основных результатов этой теории были значительно упрощены, а также 
был получен ряд новых теорем о свободных топологических группах, 
более полно вскрывающих их строение и в какой-то мере параллельных 
результатам теории абстрактных свободных групи. Однако известно, что 
теория свободных абстрактных групп, колец и других алгебраических 
образований находит свое наиболее естественное место в рамках общей 
теории алгебраических систем. Это обстоятельство, так же как и внутрен- 
нее развитие некоторых вопросов самой теории топологических групп, 
делали целесообразной попытку создания общей теории свободных топо- 
логизированных алгебраических систем. Основы такой теории и излагаются 
в настоящей работе. 

Эта работа по содержанию примыкает, кроме указанных статей, также 
к работе (1?). Для облегчения чтения доказательства приведены полностью 
даже в случаях, когда они лишь по форме отличаются от доказательств 
соответствующих фактов теории топологических групп. 

Под словом алгебра далее понимается универсальная алгебра в смысле 
Г. Биркгофа (3), т. е. произвольное множество элементов, снабженное 
конечной совокупностью определенных на нем однозначных операций, 
производимых над конечными системами элементов. В отличие от этих 
общих алгебр, обычные алгебры над полями будут называться линейными 
алгебрами. Алгебра называется топологической, если множество ее эле- 
ментов есть топологическое пространство, а основные операции непрерывны 
в нем. 

В $ 1 излагается определение топологической алгебры с данным 
` порождающим топологическим пространством и заданной системой опре- 
деляющих соотношений и доказываются ее существование и единственность. 
Там же доказывается, что топологическая алгебра над топологическим 
пространством, заданная определяющими соотношениями, финитно порож- 
дается элементами указанного пространства. 

Основным результатом $ 2 является доказательство обобщенной теоремы 
Дика, из которой, в частности, видно, что классы алгебр с перестано- 
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вочными конгруентностями занимают особое положение и в теории свободных. 
топологических алгебр [ср. (1)]. После этого определяются свободные 
топологические алгебры и свободные объединения их. Аналогичные поня- 
тия рассматривались Р. Сикорским (1°). 

В-$ 3, имеющем вспомогательный характер, напоминаются известные 
факты, связанные с понятием сходимости в хаусдорфовых пространствах, 
и обсуждается один способ задания топологии посредством предельных 
операций, играющий в дальнейшем существенную роль. 

В теории свободных топологических алгебр важное значение имеет 
нахождение свободной топологии. Некоторый трансфинитный процесс для 
получения этой топологии рассмотрен в $ 4. Там же более подробно 
изучены свойства начальной топологии, получаемой в этом транефинитном 
процессе. 

В $5 теоремы М. И. Граева о задании свободной топологии группы 
над бикомпактным пространством доказываются для произвольных алгебр. 
Кроме того, в $ 5 явно указывается свободная топология алгебр с локально 
компактным порождающим пространством. Последний результат является, 
по-видимому, новым и для топологических групи. 

В $ 6, 7, 8 рассматривается алгебраическая структура свободных топо- 
логических алгебр частных классов. Сначала в $ 6 берутся классы 
с наиболее простыми определяющими тождествами и в этих классах явно 
указывается топология и алгебраическое строение свободных алгебр. 

В $ 7 показывается, как из общих результатов работы можно вывести 
основные факты теории свободных топологических групп, а также дока- 
зывается, что свободные нильпотентные топологические группы различных 
ступеней являются фактор-группами свободной топологической группы 
по соответствующим членам ее нижнего центрального ряда. 

В $8 устанавливается алгебраическое строение свободных топологи- 
ческих колец широкой системы классов, включающей классы неассоциа- 
тивных колец, ассоциативных колец, колец Ли и т. п. Там же устанавли- 
вается алгебраическая структура свободных топологических колец Буля. 

В заключение формулируются некоторые нерешенные вопросы. 


$ 1. Определяющие соотношения 


В дальнейшем, если не оговорено противное, все топологические про- 
странства предполагаются хаусдорфовыми. В частности, топологической 
алгеброй называется хаусдорфово пространство, снабженное конечной 
системой непрерывных операций $, о 7») (=1,..., $), называемых 
основными операциями алгебры. Многочленом от букв х,..., 2 называется 
имеющее смысл выражение, составленное из этих букв, скобок и символов 
основных операций алгебры. Алгебры с одним и тем же набором основных 
операций, все элементы которых удовлетворяют некоторой фиксированной 
системе © тождеств вида / = 8, где }, в — многочлены, называются при- 
надлежащими одному и тому же примитивному классу © [(см. (1?)]. 

Пусть заданы примитивный класс алгебр, характеризующийся набором 
тождеств ©, и некоторое топологическое пространство Х. 
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Определение. Топологическая алгебра А класса © с заданным 


непрерывным отображением с пространства Х в А называется определяемой 
в © пространством Х и еоотношениями 


Л (21, А Тут) ) — @) (2а, а Т^т)) (2 [< Х), 


где ]», в — некоторые многочлены, если 
* в ‚с в (с ы 
ЕТ) в А выполнены равенства: р (та,..., Туту) = 8 (Ра, --, Ат); 
Е2) А топологически порождается образами элементов Х, т.е. в А 
нет замкнутой подалеебры, отличной от А и содержащей Х°; 
РЗ) для каждого непрерывного отображения | пространства Х в про- 


извольную топологическую алгебру С класса ©, при котором удовлетворя- 
ются соотношения: 


обе, 


существует непрерывный гомоморфизм х алгебры А в алгебру С, согласо- 
ванный с отображениями с, |, т. е. такой, что 15% = ду для всех т из Х. 

Обычным образом теперь может быть доказана 

ТЕОРЕМА 1. Для любого топологического пространства Х, любого 
класса © и произвольной системы многочленов },, 8, алгебра А со свойствами 
Е1, Е2, ЕЗ существует и определяется этими свойствами однозначно с точ- 
ностью до топологических изоморфизмов над образом в ней пространства Х. 

Начнем с единственности. Пусть алгебры А, В с отображениями 
3,“ в них пространства Х обладают свойствами Е1, Е2, ЕЗ. Согласно Е, 
найдутся гомоморфизм « алгебры А в В и гомоморфизм В алгебры В в А 
для которых 


°х8В — 2178 — ИО 278% — 16х — д. 


Отсюда видно, что отображения «, В взаимно обратны, а потому 
и взаимно однозначны на множествах Х®, Х". Обозначим через А“, В* 
подалгебры, порожденные финитно (алгебраически) элементами множеств 
Х° и Х‘ соответственно в алгебрах А, В. Пусть 


аб, а =: ), МЕЛ, 


где /— некоторый многочлен. В силу гомоморфности отображения « 
имеем: 


откуда 


т. е. отображения «, В взаимно обратны на А” и В". Так как замыкани 
подалгебры есть подалгебра, то, согласно Е2, множества А“, В" плотн) 
в А, В. Пользуясь непрерывностью «, В, отсюда легко выводим, что 
и В взаимно обратны, а потому и взаимно однозначны на А и В. След 
вательно, х изоморфно отображает А на В, причем образ какого-лис 
элемента Х в А переходит в образ этого же элемента в В. 
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Существование алгебры А непосредственно следует из свойств 
прямых произведений топологических алгебр. Напомним соответствующие 
определения. Пусть А» (х 6 У) — система топологических алгебр фиксиро- 
ванного класса ©. Совокупность всех функций # (х), определенных на » 
со значениями в (/ А. удовлетворяющими требованиям # («) 6 А», есть 
декартово произведение Н = ПА.. В Н вводят тихоновскую топологию, 
объявляя открытыми декартовы произведения открытых подмножеств, 
выбранных в конечном числе перемножаемых пространств, на остальные 
пространства, а также произвольные объединения этих произведений. 

Наконец, полагают, по определению, 


е, (и)... №) = (в, ВЕН), 


где 
й (<) = $; (№ (*),..., нь (%)), “ЕХ. 


Тем самым множество Н обращается в топологическую алгебру того же 
примитивного класса ©, что и заданные алгебры А„. Алгебра Ы далее 
и будет называться прямым топологическим произведением данных топо- 
логических алгебр. 

Возвращаясь к доказательству существования, обозначим через ш 
мощность заданного пространства Х и из совокупности всех топологически 


неизоморфных алгебр мощности < 2" выберем все те алгебры А,, кото- 
рые удовлетворяют условиям Е1, Е2. Обозначим через с„ то непрерывное 
отображение Х в А,, о котором идет речь в Е1, Е2. Отображения с» 
порождают естественное отображение с пространства Х в прямое произ- 
ведение Н = ПА.,, определяемое равенством 


ЕЕ, 


Легко видеть, что это отображение также непрерывно. Подалгебра А, 
топологически порождаемая элементами Х” в алгебре Н, обладает свой- 
ствами Е1, Е2. Но А удовлетворяет и требованию ЕЗ. В самом деле, 
если В — какая-либо алгебра со свойствами Е1, Е2, то мощность ее не 
больше АН» *, так как В содержит в качестве плотного подмножества 
подалгебру В", порожденную алгебраически элементами Х* и, слецовательно, 
имеющую мощность < т -- №. Таким образом, среди сомножителей Ах 
имеется алгебра А», изоморфная В над Х. Проектирование а->а ()} 
алгебры А на сомножитель А» является искомым непрерывным гомомор- 
физмом А на А, = В, согласованным с отображениями ХА и ХВ. 

ТЕОРЕМА 2. Алгебра А, задаваемал в каком-либо классе © порождающим 
топологическим пространством Х и некоторыми определяющими соотно- 
шениями, порождается алгеб раически образами элементов Х, т.е. каждый 
элемент А выражается в виде многочлена от образов элементов Х. 


* Как сообщил мне А. А. Марков, используемая здесь теорема о том, что мощность 

92° 
хаусдорфова пространства М не превосходит 2”, если оно содержит плотное подмно-- 
жество А мощности а, впервые доказана М. Я. Перельманом в не опубликованной 


я 0%. 
до сих пор работе. Там же построены примеры, показывающие, что мощность 22 
в \ 
деиствительно достигается. 
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Для доказательства обозначим через А“ совокупность элементов А, 
выражающихся в виде конечных многочленов от образав элементов Х. 
Оставляя в А“ топологию, которую она имеет, как подмножество топо- 
логического пространства А, обратим А” в топологическую алгебру, причем 
пространство Х непрерывно отображается в А” с помощью того же отобра- 
жения с, что и в заданную алгебру А. В силу ЕЗ3, найдется непрерывный 
гомоморфизм < алгебры А в алгебру А‘, согласованный с отображениями 
ХА, Х-—>А*. Поскольку А” алгебраически порождается образами 
элементов Х, то т будет отображением А на всю алгебру А*, причем 
для а А’ имеем: а" =а. Так как А” плотно в А, то для каждого а6 А 
найдется направленное множество {а›} элементов А*, сходящееся к а 
(см. $ 3). Из непрерывности * следует, что 

а’ = Шт {а*} =а, 
откуда А = А". 

Проблема явного описания топологической алгебры, заданной порож- 
дающим пространством Х и определяющими соотношениями 5 в классе ©, 
естественно расчленяется на следующие части: 

А) Изоморфна ли А абстрактной алгебре А, заданной в классе © 
теми же определяющими соотношениями 5 и порождающим множеством Х, 
что и сама.алгебра А? 

Б) Содержит ли А подпространство Х топологически, т.е. является ли 
каноническое отображение с пространства Х в А гомеоморфизмом? 

В) Указать в каком-то смысле явно топологию А. 

Отметим, что положительный ответ на вопрос Б) в работах по теории 
свободных топологических групи (13), (5) был включен в качестве аксиомы 
в определение свободной топологической группы. Поэтому доказательство 
существования в указанных работах проводилось для вполне регулярных 
пространств Х. В нашем определении такого требования нет. Поэтому 
соответствующие алгебры всегда существуют, но зато не всегда содержат Х 
топологически. 

Достаточные условия для положительного ответа на вопросы А), Б) мы 
сформулируем в виде следующих замечаний, непосредственно обобщающих 
известные результаты теории топологических групи: 

Замечание 1. Топологическая алгебра А с определяющими соотно- 
шениями 5 и порождающим пространством Х изоморфна абстрактной 
алгебре А с теми же соотношениями и порождающим множеством, если 
для каждых двух многочленов |, & от элементов Х, имеющих раз- 
личные значения в А, существует непрерывное отображение простран- 
ства Х в подходящую топологическую алгебру В рассматриваемого прими- 
тивного класса такое, что в В выполняются все определяющие соотношения 
для образов элементов из Х и } $8 В. 

Замечание: 2. Для того чтобы алгебра А содержала топологически 
пространство Х, достаточно, чтобы существовала такая система {®} 
непрерывных отображений пространства Х в подходящие топологические 
алгебры А», сохраняющих определяющие соотношения, чтобы для каждой 
окрестности И произвольной точки х © Х нашлась конечная система, окре- 


2 
© ©. 
стностей И\,..., О» точек 14 ,..., 21°, для которой пересечение Г 0: 
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прообразов содержится в И. Если при этом Х“ окажется замкнутым 
в каждой алгебре А’, то Х будет содержаться в А в качестве замкнутого 
подмножества. 

Справедливость первого замечания непосредственно вытекает из опре- 
деления алгебр с данными пространством Х и определяющими соотно- 
шениями 9. 

Для доказательства второго замечания рассмотрим указанную выше 
конструкцию алгебры А с помощью прямого произведения Н. Все алгебры А„ 
войдут в состав Н в качестве сомножителей с отображениями х. Нужно 
убедиться только, что каноническое отображение Х внутрь Н при заданных 
условиях будет гомеоморфизмом. В случае, когда все А», гомеоморфны, 
явное доказательство этого содержится в работе (13). В общем случае 
доказательство такое же. 

До сих пор рассматривались произвольные хаусдорфовы топологические 
пространства. Однако поскольку все рассуждения основывались лишь 
на свойствах прямых топологических произведений, то предшествующие 
определения и теоремы останутся в силе, если вместо хаусдорфовых 
пространств рассматривать какие-либо другие классы К пространств при 
условии, что эти классы обладают следующими свойствами [ср. ($3)]: 

К,) прямое произведение К-алгебр есть К-алгеб ра; 

К.) всякая подалгебра К-алгебры есть К-алгебра. 

Такими классами являются, например, классы пространств регулярных, 
вполне регулярных [см. (')], с функционально отделимыми парами точек 
и др. Более того, для построения класса с упомянутыми свойствами 
можно взять какой-нибудь набор топологических пространств и рассматри- 
вать все те пространства, которые могут быть получены из взятых 
с помощью операций К,, К,. В частности, если в качестве исходных 
пространств взять пространства с дискретной топологией, то получаемые 
с помощью операций К,, К, топологии составляют класс алгебраических 
топологий, изучавшихся в работе (7). Топологические пространства этого 
класса регулярны и вполне разрывны в том смысле, что для любой 
конечной системы точек 11,..., и такого пространства Х существует 
разбиение Х на п попарно не пересекающихся замкнутых множеств, 
содержащих по одной из указанных точек. 

Из замечаний 1,2 теперь непосредственно следует, что для алгебр, 
порождаемых регулярным и вполне разрывным прост ранством Х, проблема 
А) решается положительно при любых © и 5, а проблема Б) решается 
положительно при условии, что абстрактная алгебра А содержит Х. 

Это утверждение справедливо как в классе К всех хаусдорфовых 
алгебр, так и в классе регулярных вполне разрывных алгебр. В даль- 


нейшем, однако, всюду будут рассматриваться только алгебры, свободные 
в классе хаусдорфовых алгебр. 


$ 2. Свободные топологические алгебры. Свободные объединения 
топологических алгебр 


Топологическая алгебра А называется свободной топологической алгеброй 
над порождающим топологическим пространством Х в примитивном классе ©, 
если А определяется в © только пространством Х при пустом множестве 5 


„> “ 
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определяющих равенств. В абстрактном случае роль свободных алгебр под- 
черкивается тем обстоятельством. что всякая абстрактная алгебра класса © 
с порождающим множеством Х изоморфна фактор-алгебре свободной 
алгебры над Х в © по подходящей конгруентности. В топологическом 
случае можно утверждать лишь, что всякая топологическая алгебра 
класса © над Х будет непрерывным гомоморфным образом свободной 
топологической алгебры над Х (см. ниже теорему 3). Для построения же 
топологической фактор-алгебры нужно, чтобы гомоморфизм был не только 
непрерывным, но и открытым [см. (1)]. В качестве примера рассмотрим 
класс © полугрупп, т. е. алгебр с одной бинарной ассоциативной операцией 
умножения. Пусть Х — какое-нибудь связное топологическое пространство, 
состоящее не из одной точки. Выберем в Х фиксированную точку е 
и обозначим через В полугруппу © соотношениями ху=е (5, УЕХ), 
состоящую из точек пространства Х, а через А — свободную топологическую 
полугруппу над Х. Ясно, что В — топологическая полугруппа. Элемен- 
тами А являются конечные последовательности (а,,..., а») точек Х, 
умножающиеся по закону 


о ба) (бы, Ч (бань. йа), 
причем окрестностью элемента (а,,..., ат) в А (см. $ 7) является сово- 
купность последовательностей вида: 
(оно Пьет О. (боем). 
где И; — произвольные фиксированные окрестности точек а1,..., @т в Х. 
Каноническое гомоморфное отображение (а1,..., а») > а1,..., ат алгебры А 


на алгебру В является непрерывным, но не открытым, так как открытое 
множество (Х, Х) переходит при этом в В в точку ХХ =е, не являющуюся 
открытым множеством. 

Тем не менее существует широкая система классов ©, для которых 
упомянутые канонические гомоморфизмы будут открытыми. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть А — свободная топологическая алгебра над топо- 
логическим пространством Х с определяющими соотношениями 5 в классе 
с тождествами © и пусть В — топологическая алгебра над пространством 
У с определяющими соотношениями Т в классе с тождествами %. Предпо- 
ложим, далее, что задано непрерывное отображение < пространства Х 
на пространство У такое, что каждое равенство из 5, записанное для 
соответствующих элементов У, содержится в Т, и пусть важдое то- 
ждество из © содержится в $. Тогда отображение < продолжаемо до 
непрерывного гомоморфизма ^" алгебры А на В. Этот гомоморфизм будет 
заведомо открытым, если в классе © все конгруентности перестановочны ый 
В содержит топологически У и отображение < пространства Х на У есть 
гомеоморфизм. 

Возможность продолжения ^ до непрерывного гомоморфизма < следует 
из основного определения $ 1, так как. лишние сравнительно с © тожде- 


* Перестановочность конгруентностей в классе алгебр © понимается здесь в смысле 
работы (!?). 
З известия АН СССР, серия математическая, 2 


178 А. И. МАЛЬЦЕВ 


ства в Ф можно заменить дополнительной системой индивидуальных 
соотношений и включить ее в Г. 

Для доказательства открытости ^” обозначим через @ отношение кон- 
груентности на А, отвечающее гомоморфному отображению т” алгебры А 
на В. Поскольку гомоморфизм <" непрерывен и конгруентности на © пере- 
становочны, то, согласно теоремам 10 и 11 работы (1?), конгруентность 6 
будет непрерывна и полна. Поэтому мы можем рассмотреть топологиче- 
скую фактор-алгебру 4/8 с открытым непрерывным гомоморфизмом А — 4/6 
и непрерывным взаимно однозначным гомоморфизмом 4/8 — В [см. (1?)]. По 
условию, В содержит У. Обозначив заданное каноническое отображение 
Х вА через в, будем иметь непрерывные отображения Х — Х°-> УХ, 
из которых видно, что с есть гомеоморфизм, т.е. что А содержит Х. При 
отображении А-> А/@ различные элементы из Х имеют различные обра- 
зы в 4/0. Кроме того, это отображение непрерывно и открыто. Поэтому 
образ Хз множества Х в 4/8 топологически содержится в 4/0. При ото- 
бражении У-> Хь все определяющие соотношения из Т выполняются для 
соответственных элементов Хе. Поэтому отображение У -> Хь продолжае- 
мо до непрерывного гомоморфизма ф алгебры В на 4/0. Ясно, что © об- 
ратно для отображения 4/0 —> В и потому ф — взаимно непрерывный изо- 
морфизм между алгебрами 4/0 и В, что и требовалось. 

Следствие. Всякая топологическая алгебра В, определяемая в при- 
митивном классе © с перестановочными конгруентностями, содержащимися 
в В, порождающим пространством Х и системой Т определяющих соотноше- 
ний, топологически изоморфна фактор-алгебре свободной топологической 
алгебры Анад Х в классе © по подходящей непрерывной и полной конгеруент- 
ности. 

Для доказательства достаточно в теореме 3 взять в ‘качестве 5 пу- 
стое множество и положить: Х = У, т — тождественное отображение. 

В качестве частного случая отметим еще, что каждая топологическая 
алгебра В, принадлежащая примитивному классу © с перестановочными 
конгруентностями, является непрерывным и открытым гомоморфным 
об разом свободной топологической алгебры А в классе © над простран- 
ством В. 

Это утверждение получается из приведенного выше следствия, если в 
нем в качестве Х взять В, а в качестве Т взять все соотношения меж- 
ду элементами В. 

Введем несколько определений. Пусть топологическая алгебра А фи- 
нитно порождается элементами некоторого своего подмножества Х. Обо- 
значим через © совокупность всех соотношений между элементами Х в 
алгебре А и рассмотрим алгебру В с порождающим пространством Х и 
определяющими соотношениями 5. Согласно замечанию 2, алгебра В со- 
держит топологически Х, и непрерывный гомоморфизм В на А, являю- 
щийся продолжением тождественного отображения Х в Х, будет алгеб- 
раическим изоморфизмом между В и А. Поэтому алгебру В можно 
считать той же алгеброй А, только снабженной другой топологией, ко- 
торую будем называть свободной относительно Х. Из основного определе- 
ния $ 1 вытекает, что тождественное отображение алгебры А со свободной 
топологией относительно Х на ‘алгебру А с любой другой топологией, 
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совместимой с заданной топологией множества Х, будет непрерывно. 
Это свойство‘ характерно для свободной топологии. 

Пусть Х, — топологические пространства попарно без общих точек. 
Свободной топологией их объединения Х =()Х, называют топологию, 
при которой открытыми подмножествами Х являются произвольные 
объединения открытых подмножеств объединяемых пространств. 

Рассмотрим топологические алгебры А, одного и того же класса ©, 
не имеющие общих элементов, и предположим, что А., Аз имеют топо- 
логически изоморфные подалгебры А.в, Ав». Изоморфизм А.в на Ав» 
обозначим через о.в. Свободным топологическим объединением алгебр А- 
с отождествленными подалгебрами Аз, Ав» будем называть топологиче- 
скую алгебру, определяемую в классе © пространством ЦА. со свобод- 
ной топологией и определяющими соотношениями а4°°8 = а (а А. в). 

В частном случае, когда подалгебры А.в пусты, свободное объедине- 
ние с отождествленными подалгебрами называется просто свободным 
объединением. Если пусто множество операций, то получается определе- 
ние свободного объединения топологических пространств с отождествлен- 
ными подпространствами. 

Топологическое свободное объединение алгебр можно характеризовать 
также следующим образом: алгебра А тогда и только тогда является 
топологическим свободным объединением алгебр А. в классе ©, когда 
существуют непрерывные гомоморфизмы с. алгебр А„ в А со свойствами 

1). А топологически порождается элементами |) А°“; 

2) для каждого набора непрерывных гомоморфизмов ^»„ алгебр А. в 
‚ какую-либо алгебру В рассматриваемого класса © найдется непрерывный 
гомоморфизм < алгебры А в В такой, что а°°" = а“* для а А.. 

Из теоремы 2 непосредственно следует, что свободное топологическое 
объединение финитно порождается образами элементов объединяемых ал- 
гебр. 

Легко указать пример, когда канонические отображения с„ объеди- 
няемых алгебр в свободное объединение не будут изоморфизмами. В об- 
_щем случае справедлива 

ТЕОРЕМА 4. Если каждую из заданных топологических алгебр А» 
класса © можно топологически погрузить в топологическую алгебру Се 
того же класса, содержащую одноэлементную подалгебру, то канониче- 
ские отображения заданных алгебр в их свободное объединение будут то- 
пологическими изоморфизмами. Образы. алгебр Аз в свободном объединении 
будут замкнутыми подалгебрами, если А« замкнуты в Са. 

Действительно, пусть каждая из данных алгебр А. погружена в то- 
пологическую алгебру С» с одноэлементной подалгеброй {е„}. Составим 
топологическое прямое произведение М = ПС. и рассмотрим отображение 
ф„ алгебры С, в Н, определяемое условиями: 


г? ()) =е, а (а) =а (о, аЕС.). 


Ясно, что ф, есть топологический изоморфизм А. на замкнутую подал- 


> < 

гебру Н., = С“ в Н. Согласно характеристичному свойству свободного 
объединения, гомоморфизмы Ф„ продолжаемы до непрерывного гомомор- 
3* 
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физма всего свободного объединения в алгебру Н. Так как С., Но. то- 
пологически изоморфны и А» замкнуты в С., то и свободное объедине- 
ние содержит А„ в качестве замкнутой подалгебры. 


$ 3. Г-операции 


Параллелизм между теорией абстрактных алгебр и теорией топологи- 
ческих алгебр становится более отчетливым, если на топологические 
пространства смотреть как на дискретные алгебры с системой частичных 
операций предельного перехода. Трудность состоит лишь в том, что эти 
‘операции зависят от бесконечного числа переменных и, в особенности, в 
том, ‘что „войства их выражаются не в виде тождеств. Тем не менее со- 
поставление операторной точки зрения на топологические пространства с 
обычной представляет интерес и будет проведено кратко в настоящем 
‚параграфе. 

Пусть А — какое-либо множество, У — вспомогательное множество 
индексов, частично упорядоченное так, что любые его два элемента имеют 
в У общий ббльший. Направлением [а.] в А с носителем У называется 
произвольное отображение «—>а, множества в А. Направление [а„] 
в топологическом пространстве А называется сходящимся к точке а, сим- 
волически И [а.|] =а, если для каждой окрестности И точки а найдется 
такои индекс «6 У, что все а с  >а содержатся в 0. В хаусдорфо- 
вых пространствах каждое направление может сходиться не более чем к 
одной ‘точке. В Т.- или ТГ,-пространствах [см. (')] могут существовать 
направления, сходящиеся к нескольким точкам. Множество Р топологи- 
ческого пространства А тогда и только тогда замкнуто, когда все пре- 
делы направлении из элементов Р принадлежат РЁ [см. (?), стр. 14]. 

Подмножество У” элементов частично упорядоченного множества 
назовем его конфинальной частью, если для каждого «6 Ув У’ су- 
ществует ббльшии элемент 

В хаусдорфовых пространствах операции Йш обладают следующими 
очевидными свойствами: 


М. Для каждого носителя У операция т является однозначной ‘ча- 
стичной операцией. 


1.2. Если для всех е.У имеем а, = а, то Ши [а,| =а. 


1.3. Если {4} — конфинальное множество из {«} и Иша [а„] существует, 
то Иша [4] также существует и совпадает с Им [а- |. 

Уже упоминалось, что с алгебраической точки зрения взятие предела 
направления в топологическом пространстве можно рассматривать как 
частичную операцию с бесконечным числом аргументов, точнее, как 
систему частичных операций, различающихся носителями. Условия [.2, 
[.3 формально имеют тот же самый вид, что и тождественные соотноше- 
ния, связывающие частичные операции в примитивных классах. Поэтому 
мы обратим постановку вопроса и предположим, что в некотором множе- 
стве А некоторым направлениям [а] сопоставлено по определенному 
элементу 1, [а»] из а и что так определенные операции удовлетворяют тре- 
бованиям Г1 —13. В этом случае условимся А называть Г-алгеброй. 
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‚ Подмножества из А, замкнутые относительно Г-операций, т. е. 
подалгебры Г-алгебры А, назовем  Г-замкнутыми. Из 13 следует, 
что объединение двух /[-замкнутых множеств Г-замкнуто, а из [Г.2 сле- 
дует, что каждая точка в отдельности есть Г-замкнутое множество. Так 
как пересечение любой системы Г-замкнутых множеств Г-замкнуто, то 
Г-замкнутые множества будут системой всех замкнутых множеств опре- 
деленной топологии на А, которую будем называть [-топологией. Поль- 
зуясь Г-топологией, можно определить понятие предела Пт [а] направ- 
ления [а.| в А. 

Если операция Г, определена для направления [а„|, то Шт [аъ] = Ша. |, 
где Пт берется в смысле Г.-топологии. 

В самом деле, пусть И — некоторая окрестность точки а == Г, [а.] и. 
Е — дополнение И в А. Выберем из направления [4„] те элементы а», , 
которые содержатся в Р. Если {%:} конфинально с {*}, то, по аксиоме 
1.3, выражение Г.[а»,] определено и равно а. Ввиду замкнутости Ё; это 
лает а РЁ, что противоречит условию а60. Таким образом, {ж} не мо- 
жет быть конфинально {х}; поэтому найдется такое «, что для всех 
\ > а будет а. ЕП, что и требовалось. 


Тебрия абстрактных алгебр с` порождающим множеством и опреде- 
ляющими соотношениями, хорошо известная для алгебр с частичными 
операциями с конечным числом аргументов, без труда переносится и на 
алгебры с частичными операциями от бесконечного числа аргументов. 
Поэтому для определения топологической алгебры с порождающим про- 
странством Х можно было бы попытаться заменить топологию на Х 
системой [-операций и рассматривать алгебру, часть операций которой 
была бы финитна и часть инфинитна (новые Г-операции). Однако при 
проведении этой программы возникает затруднение, состоящее в том, что 
аксиомы [1 — 1.3 не гарантируют хаусдорфовости Г-топологии. Это за- 
труднение было бы обойдено, если бы свойства операции предельного 
перехода в хаусдорфовых пространствах можно было полностью  охарак- 
теризовать аксиомами типа [4 — 1.3. Однако полная аксиоматика, указан- 
ная, например, Биркгофом [см. (4)], содержит аксиомы существенно дру- 
гих типов. Аксиоматика, данная Чогошвили (17) для других классов то- 
пологических пространств, также содержит аксиомы нежелательного 
вида. Поэтому в дальнейшем Г-операции будут использоваться только 
как удобный способ задания топологии и как наводящее средство при 
определениях. 

Далее нам понадобится еще следующее свойство Г-топологий, уста- 
навливающее аналогию между алгебраическим гомоморфизмом и непре- 


рывностью. 

Отображение < топологического прсстранства Х, топология в кото- 
ром определяется Г-операциями, в топологическое пространство У, то- 
пология в котором также определяется Г-операциями, заведомо непрерыв- 
но, если из каждого равенства вида Г [1.] =< в Х следует равенство 
[. [2%] = 2° в прсстранстве У. 

Действительно, пусть Ё; — какое-нибудь замкнутое подмножество в 
У и Е— его полный прообраз в Х. Если [52.] — некоторое направление в 
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Ги Г [х.| =, то, по условию, 
Са, |=, 


откуда 12° Е Р,, хЕРЁ, Е замкнуто в Х и, следовательно, о непрерывно. 


8 4. Начальная топология алгебр 


Пусть А — топологическая алгебра, финитно порождаемая элементами 
некоторого своего подмножества Х. В $2 была определена свободная 
топология алгебры А относительно Х. Эту топологию независимо от за- 
данной топологии в А можно получить из топологии пространства Х 
следующим трансфинитным путем. 

Множество 0 элементов А назовем Х,-открытым, если для каждого 


многочлена /, в том числе ](т) =х, и для каждой системы 41,..., 2 
элементов из Х, для которой }(х1,...,2.) 60, найдутся такие окрест- 
ности (,,...,(О» этих элементов в Х, что }(0:,...,О») СИ. Очевидно, 


пересечение конечной системы и объединение произвольной системы 
Хо-открытых множеств суть Хо-открытые множества. Поэтому Х.-открытые 
множества задают особую топологию па А, которую будем называть 
Х.-топологией или начальной топологией А. 

Далее, индукцией определяем Х›-топологии А для трансфинитных 
индексов \. Именно, пусть для некоторого трансфинита Х топология Хх» 
определена. Множество (И из А назовем Х›-:-открытым, если для ка- 


ждой основной операции } (51,...,%„) и каждых а!,...,а, из А, удовлет- 
воряющих условию }(а1,...,а,) 0, найдутся такие Х»-окрестности 
0,,.:.,О» точек а,.... в А, что 7...) СО. Далее, овли са 


пологии Х,) определены для всех ), меньших предельного «, то множе- 
ство (Г называем Х.-открытым, если оно Х›-открыто для всех Х < а. 

Назызая топологизацию л, какого-нибудь множества А большей или 
более свободной, чем топологизация т, того же множества, если всякое 
т›-замкнутое множество из А является и т!-замкнутым [см. (!)], мы ви- 
дим, что топологизации Х› монотонно убывают с ростом ) и все содер- 
жат заданную топологию А и вообще любую допустимую топологизацию 
А, т. е. не меняющую топологии Х и делающую непрерывными основные 
операции. 

Пусть т — наименьший трансфинит, для которого Х.= Х.41. Тогда 
Х. есть искомая топология алгебры А, свободная относительно Х. 

Действительно, из соотношения Х. = Х..: следует, что основные опе- 
рации алгебры А в топологии Х. непрерывны. Топология Х. на Х сов- 
падает с первоначальной топологией и содержит всякую допустимую то- 
пологию А. Поэтому Х. есть наибольшая из допустимых топологизаций 
А, что и требовалось доказать. 

Топологии Х› можно определить другим путем. Пусть А — снова то- 
пологическая алгебра, финитно порождаемая подпространством Х. 
В абстрактную алгебру А вводим [,-операции, полагая 


‚Сом. =а (ВА). 


=” “ 
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если существует такой многочлен ]}(571,...,2) и такие направления 
[21 «|,..., [па] В Х © общим носителем {х}, что 

На, ... > бр — », Я (т, к ыь 52) — а, (1) 
Пе 6 Х (=, .м. 


Операция Шт берется здесь в смысле заданной топологии Х. Ясно, что 
так определенные /„-операции удовлетворяют аксиомам [1 — 13 и пото- 
му определяют в А некоторую Г».-топологию, которую мы условимся на- 
зывать топологией Г... Для трансфинитов \ топологии Г» определяем ин- 
дуктивно. Зная )-топологию, вводим /,›--операции в А, полагая Глас] = 


= а, если существует такой многочлен /(51,...,2.) и такие направле- 
ния [а1.|,...,[@по| в А с общим носителем, что 
и лора спа =, УВ, ааа лит) 


где Шм берется в смысле Г»›-топологии. Определяемая в А этими опера- 
циями /[)-:-топология и будет искомой топологией [,-+:. Если же « пре- 
дельно и Г) для ^< о известны, то замкнутыми множествами в Ги-то- 
пологии, по определению, будут те, которые замкнуты во всех [,-то- 
пологиях с <. 

Для каждого порядкового числа Х топология Г» совпадает с тополо- 
гией Х› алгебры А. 

Докажем сначала, что совпадают топологии [4 и Х.. Пусть 0 есть 
Х,-открытое множество. По определению, [.-незамкнутость Ё = доп 
означала бы, что для некоторых направлений [571„],..., [Физ] В Х и под- 
ходящего многочлена / имеют место соотношения: 


о [2х == лы (= 1 ес (2) 

а, а, Е, (3) 

Ввиду Хо-открытости (, в Х найдутся окрестности Ол, и @ а точек 

7,...,2,, для которых /(0:,...,О,) СО. Но тогда из (2) следует, что 

для всех а, больших некоторого ^, имеем: х» И: (Ё=1,...,п) и, 
значит, /(21а,..., ия) @П, вопреки (3). 


Пусть теперь Ё есть Го-замкнутое множество. Докажем, что 0 = доп Р 
является Хо-открытым. Если неверно, что И есть Хо-открытое, то най- 
дется такой многочлен } и такие точки х,,..., Хи из Х что. в 
и для каждой системы окрестностей 0,,...,И» указанных точек в Х 
совокупность /(И:,...,И») будет иметь непустое пересечение с Е, а по- 
тому будут существовать такие и е0:,...,ш60О„, для которых 
1 (ил, ..., И) ЕЕ. Обозначим через р совокупность всех систем (От,...,И») 
окрестностей точек 11,...,2». Эти системы упорядочим, полагая 


О) а ол 


оли О, И... , М.И». Выбор элементов ил,... ‚п Зависит от систе- 
мы & = ((,,...,О») и потому эти элементы обозначим через ила, ..., Ипа. 
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Легко видеть, что 


[и = "О. т, 


поэтому операция Г, для направления [] (и1.,...,Ип»)] будет иметь зна- 
чение ]/(71,...,22). Поскольку все элементы направления входят в 
Го-замкнутое множество Ё, то /(5,,..., 2) ЕЁ, что противоречит усло- 
Вию. 

Доказательство совпадения Г) с Х) в общем случае проводится транс- 
финитной индукцией. 

Хо-топологию алгебры А можно еще особенно наглядно охарактери- 
зовать как свободное объединение топологий особой последовательности 
замкнутых множеств в А. Для этого условимся длиной многочлена } от 
предметных переменных 21,...,2„ называть общее число участвующих в 
его записи предметных переменных. Так, если }, © — основные бинарные 
операции, то многочлен ] (х, &, (х, У)) имеет длину 3. Пусть Х — подмно- 
жество элементов некоторой алгебры А. Тогда через Х°® будет далее обо- 
значаться совокупность тех элементов А, которые можно представить в 
виде значений некоторых многочленов длины < $ от элементов Х. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть А --— абстрактная алгебра, порождаемая своим 
некоторым подмножеством Х. Топологизируем каким-либо образом Х и 
условимся направление [а«] в А называть Гу-сходящимся каЕА, если для 
подходящих многочлена } и элементов т, Е Х имеют место соотношения 
(1). Допустим, что так определенная Г.--операция однозначна и что в опре- 
деленной с помощью нее [л-топологии алгебры А множества Х* ($ =1,2,...) 
замкнуты. Мнсжество Е из А замкнуто тогда и только тогда, когда 
замкнуты все пересечения ЕП Х*. 

Необходимость условий очевидна. Докажем достаточность. Пусть пе- 
ресечения РП Х° замкнуты и пусть для некоторого направления [а.] из 
Е имеем [4% [а.] =а, т. е. для некоторого многочлена / и подходящих 
„Е Х выполнены равенства (1). Обозначая длину } через &, имеем: 


«Е Х' ПЕ, 


откуда, ввиду предположенной замкнутости множества Х'ПР, получаем 


аЕХ' ПЕ, 


т.е. Ё замкнуто. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть А — абстрактная свободная алгебра со свобод- 
ным порождающим множеством Х в некотором примитивном классе ©. 
Топологизируем каким-либо спсссбом Х и введем в А Гь-операцию таким 
же путем, как в теореме 5. Тсгда эта операция будет однсзначной и в 


Г«-топологии алгебры А все множества Х° будут замкнутыми. 
Пусть, например, 


Гоа] = а, а. =6 


для некоторого направления [а,| из А. Это значит, что для подходящих 


СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ 185 


многочленов ], в и подходящих т, @ Х имеем: 


@ = Тинто, Явы), =: а, (4) 
а, = 8 аа оны)» Ча ==, 8 (Хт-а, а а) =.6. (5) 
Рассмотрим такой номер «, чтобы для всех 1, | =1,...,п из а: Ех; 


следовало т» = х». Так как алгебра А — свободная, то все соотно- 
шения между порождающими элементами в ней являются тождествами. 
В частности, тождеством будет и равенство 


о 


Поэтому в нем вместо элементов 41»,..., хи» можно подставить х1,..., 2, 
так как при этом одинаковые элементы будут замещаться одинаковыми. 
В результате получим равенство а=ё, доказывающее однозначность 
операции [. 

Чтобы доказать замкнутость Х°, предположим, что для некоторого 
направления [а.] в Х° справедливы равенства (4), где длина многочлена 
{ может быть и больше 5$. Условия а, Х* означают, что для подхо- 
дящих многочленов ©„ длины, не превосходящей $, 


И ИО В В ОИС (6) 


Так как основных операций конечное число, то среди многочленов 
8 (Ув,...›Уп.)»› ГДе У,...,Ул„- вспомогательные буквы, существует 
лишь конечное число различных и, значит, существует такое конфиналь- 
ное поднаправление [а.,], для которого все многочлены Зов (Ул, 9 
тождественны между собой. Пусть 


Зав (Уз... , У) = 8 (У... У) (= Пар). 
Тогда равенства (4), (6) дают соотношения 


1 (дла в» я › Хто) = (Ят-лов» ра ей (7) 


являющиеся тождествами в А. Выбирая снова такое 1 = «в, чтобы из 


ж.-д; следовало та, = хи (& /=1,...,т), и заменяя в обеих частях 
тождества (7) аргументы, равные соответственно 21,,...,Хту, через. 
т,...,Жт, получим соотношение вида: 


а=8(21,..., 2) (56Х), 


показывающее, что а содержится в Х*. 

ТЕОРЕМА 7. Если свободная топологическая алгебра А с порождаю- 
щим пространством Х имеет Хо-топологию, то подалгебра В, финитно 
порождаемая каким-либо замкнутым подпространством У пространства 
Х, замкнута в А и имеет У,-топологию, являясь, таким образом, сво- 
бодной топологической алгеброй над Т. 

Действительно, всякое подмножество Ё элементов В, замкнутое в В 
в смысле Ху-топологии, очевидно, замкнуто и в смысле У,-топологии-. 
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Пусть, напротив, Ё замкнуто в У,-топологии и для некоторого направ- 
ления [6.] в Е имеем Г[Ь.|] =с, где операция Г берется в смысле 
„Х -топологии. Тогда имеем: 


в = (аи очха)й На, 7. Зем) 


и в то же время 
6. = ? (Уна де Уи) (у 8 У). 


Выбираем такое конфинальное поднаправление [655] из направления [6.], 
чтобы для каждого # либо все элементы 2 входили в У, либо ни один 
из них не входил в У. Ввиду свободы А, равенства 


(ть... в) = Фв (Ул...) тов) 


являются в А тождествами. Поэтому, не нарушая этих равенств, можно 
все элементы хв в левой части, не содержащиеся в У, заменить произ- 
вольным фиксированным элементом уЕУ. Но тогда тем же элементом у 
можно заменить соответствующие аргументы в левой части равенства 
1 (51,...,2) =, не меняя его правой части. После замены все аргу- 
менты левой части будут принадлежать У, так как незамененные будут 
равны пределам направлений из У, принадлежащим У в силу замкну- 
тости У в Х. Это показывает, что СЕВ и с = Г. [6,], где Г, берется в 
смысле У,-топологии. Ввиду У,-замкнутости К, отсюда следует сЕР, 
т. е. множество Ё является Ху-замкнутым. 


$ 5. Алгебры с бикомпактным порождающим пространством 


Рассмотрим важные случаи, в которых свободная топология ` заведомо 
является [+-топологией. 

ЛЕММА. Пусть топологическая алгебра А финитно порождается 
элементами своего подмножества Х, являющегося объединением цепочки 
Х,СХ,С... вложенных друг в друга бикомпактных подмножеств. 
Называя подмножество Е из А «-замкнутым, если замкнуты все пересе- 
чения вида ЕП}(Х.,...,Х., где }(11,..., 20) — произвольный многочлен, 
4 =1,2,..., введем в А новую топологию. Эта «-топология будет хаус- 
дорфовой, а все основные операции алгебры А будут в ней непрерывными. 

Действительно, поскольку Х; бикомпактно, то множество (Х..-. №0 
‘также бикомпактно, а потому и замкнуто в А. Отсюда следует, что все 
замкнутые подмножества из А будут ®-замкнуты и, в частности, о-то- 
пология будет хаусдорфовой. 

Для доказательства «-непрерывности основных операций А перену- 
меруем },, ].,...,/т,... все многочлены и положим 


Ясно, что все У„ бикомпактны, У. СУ,С... и ®-замкнутость произ- 
вольного множества РЕ равносильна замкнутости всех пересечений РПУшт 


{т=1,2,...). 
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Пусть для некоторого «-открытого множества И’, какой-либо основ- 
ной операции ] и некоторых а;,..., а» из А имеем /(а1,..., а.) ЕУУ. 
Обозначим через р наименьшее, для которого а,,..., а». содержатся в 
Ур, и будем строить индуктивно множества 


И 
‚со следующими свойствами: 
1. а ВО (а), О (4) С Ут, Ом (а) открыто в Уж; 
2. От (а) © О та (а); 
ба) берет, 
тде черта сверху означает операцию замыкания в заданной топологии А. 
Вводя обозначения Й’„ = И’П У», будем для подходящего 4 иметь: 
И т, са и. 


Поскольку И’. открыто в У, то найдется открытое в А множество У, 
‚для которого 


ИРУ =. 
"Так как / (41,...,а,) ВУ и в А операция } непрерывна, то найдутся 
окрестности И.,...,И»„ элементов а,,..., а» в А, для которых 


И. 


Полагая, по определению, 


И, 
будем иметь: 
= 


Наконец, обозначив через Ир (а:) окрестность а; в Ур, замыкание кото- 


рой содержится в Г;, получим исходные множества Ир (а:),..., Ор (а»), 
обладающие свойствами 1,3. 

Предположим, что нам уже известны Ит (а:),..., Ом (ав) для т < $, 
обладающие свойствами 1,2,3. Будем строить Из (но 


Обозначим через 4 целое, для которого 
1(Уз, еее: 9. У) СТ 


и рассмотрим произвольную систему точек 


а, 6 0з (а1), и . ‚а, 60; (ав). 


Так как /(а.,..., а е "’, то найдутся открытое МОСТ, У, для 
которого У ПУ. =И’., и такие окрестности У.,...,Г» точек а.,...,@, 
в А, что 


о а 
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Полагая 
Г; == У: П У +41, 
будем иметь: 
Дени 


й ий г й 

где У,,...,И» — открытые в У,::. Окрестности Т1,...,Г/» зависят от 
’ у 74 / 

выбора а.,...,а,. Фиксируя а,,...,а,_, и меняя м а, в 

(7. (а,), видим, что И. (а,) будет покрыто окрестностями У„. Ввиду би- 


компактности И. (а») найдется конечное число окрестностей, среди У», 


покрывающих (а (а). Обозначим эти окрестности через И ил.) Ули, 
и пусть У, м т — соответствующие окрестности точек ат, ок па 
для Гм (=1,...,г). Полагая 

У ИИ ПН а ооеооеаИ Зи Побаеь @ 


видим, что Для каждой системы точек 


а, ЕО. (а), а С. 


п—1 
п" „И 
существуют множества Т,,...,И»„, открытые в У..:, для которых 
-т " о й п 
Ирина ИЯ ое ЕТУ: мс. А 
/ / Й эта ЗИ" — < 
Фиксируя а1,...,а„_ и произвольно меняя а: в 0, (аи_1), получим 


и 
систему открытых в У., множеств Г„_,, покрывающих бикомпактное мно- 
д и 
жество (И. (а,_1). Выбирая из этих множеств конечную систему с 
" | шит ананаса и 
в Уп, покрывающую И, и обозначая через т ОИ ООО 
ствующие окрестности точек а1,..., аль в У для Ги а и полагая 


Ра Уи ль нь, ПО 


видим, что для каждой системы точек 


а Ее (9 (а,), че @и— Е Пак (аи) 
существуют открытые в У,.;, множества Ит,...,Ии, для которых 
т 
(=1,..., И Мавте— ФП). 


и этот процесс, найдем открытые в У,.: множества Г®®,. 
о 
‚ содержащие соответственно (, (а,),...,0. (а„) и такие, что 


Я (8) 


Поскольку бикомпактное пространство У.1: нормально, то найдутся от- 
крытые в У.,|, множества Из: (а1),..., Оз (а»), содержащие соответст - 
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венно множества И, (а;) и такие, что 


Ни Е . 
Е Ыб нньм, 
Ввиду (8), множества 0. +, (а;) удовлетворяют требованиям 1,2, 3 и, сле- 
довательно, существование системы множеств Им (а;) (т=р‚р-+1,...) 
‚со свойствами 1,2,3 доказано. 
Положим 


Е и ПЕЙ), 


Из условия 2,3 следует, что 


а. а еЙх. (9) 


С другой стороны, имеем: 


(9) ПУ, = 0 (О (@) ПТ.) = О» (@&) О (Он (@) ПУ О... 


Так как каждое слагаемое (И... (а;) ПУ., являясь пересечением У, с от- 
крытым в У,+, множеством Из, (а), открыто в У., то 0 (а) ПУ. открыто 
в У, и 0 (а,) является ©-открытым. Поэтому из (9) следует, что операция 
`/ является непрерывной в «-топологии. 

Пусть, наконец, «-топология на Х совпадает с топологией Х как 
подпространства заданной топологической алгебры А. Покажем, что в 
таком случае о-топология совпадает с Хо-топологией А. Поскольку 
Хо-топология содержит всякую допустимую топологию А относительно Х, 
то Х.-топология содержит исходную топологию А и поэтому является хаус- 
дорфовой. По условию, в Хо-топологии ‘множества Х+, а вместе с ними и мно- 
жества У;, бикомпактны, а потому и замкнуты. Вследствие этого, всякое 
Хо-замкнутое множество будет и «-замкнутым, т. е. Х.-топология содер- 
жится в @®-топологии: Обратное включение уже было установлено и 
потому Хо-топология в рассматриваемом случае совпадает с ®«-топологией. 

Следсгвие 1. Если топологичесвая алгебра А порождается финит- 
но элементами своего бикомпактного подпространства Х, то свободной 
топологией А относительно Х является ее Ху-топология. 

Для доказательства достаточно в теореме 8 положить Х = Х,=Х,=... 
Тогда можно считать, что У; = р: 1=1,2,.... В результате ®-тополо- 
гия А будет совпадать с Х.-топологией. 

Следствие 2. Если свободная топологическая алгебра А какого- 
либо примитивного класса © над локально компактным со 2-й аксиомой 
счетности. пространством Х топологически содержит Х и алгебраически 
свободна над Х, то топология А является ее Х.-топологией. 

В самом деле, пусть 0:,0.,... есть открытый базис Х, замыкания 
(7, множеств которого компактны. Положим 


Е о 


Все Х„ бикомпактны, Х =0ОХп и множество ЕСХ тогда и только 
‘тогда замкнуто в Х, когда замкнуты все пересечения ЕРПХь (т = 1,2....). 


190 А. И. МАЛЬЦЕВ 


Покажем, что 


о (10) 
Действительно, в противном случае найдется элемент х6Х, для которого 


д. == (2, а) ПЕ нь (11 


Так как А алгебраически свободна над Х, то соотношение (11) является 
тождеством и потому в него, не меняя правой части, можно вместо х 
подставить любой элемент Х, т. е. Х в этом случае состоит всего из 
одного элемента, что противоречит условию хЕХ„. Соотношение (10) 
теперь показывает, что ЁР является ‹-замкнутым тогда и только тогда, 
когда Ё замкнуто в Х. 

Укажем еще одно предложение, непосредственно вытекающее из следл- 
ствия 1. 

ТЕОРЕМА 9. Пространство топологической алгебры А, определяемой 
бикомпактным порождающим пространством Х и произвольной системой 
определяющих соотношений, нормально. 

Согласно определению, топология алгебры А есть свободная топология 
относительно канонического образа Х” в ней пространства Х. Но прост- 
ранство Х бикомпактно, поэтому и образ его Х° также бикомпактен. 
Согласно следствию 1, топология алгебры А есть Хо-топология. Это озна- 
чает, что множество КС А тогда и только тогда замкнуто, когда 


замкнуты пересечения Ё ГП] (Х°)" (т =1,2,...). Иными словами, это значит, 

что пространство А есть свободное объединение возрастающей цепочки 
1 

топологических пространств ХС Х”С..., из которых каждое замкнуто 


в последующем, причем все подпространства Х”” бикомпактны, а потому 
и нормальны. Однако хорошо известно [см. (5), стр. 302], что свободное 
объединение возрастающей цепочки нормальных пространств нормально. 
Поэтому алгебра А нормальна. 


$ 6. Простейшие свободные топологические алгебры 


Тождество вида }(21,..., 2%) = 8 (51,...,%,) условимся называть одно- 
родным, если каждая из букв л; участвует в записи каждого многочлена 
р, & один и только один раз. Примерами примитивных классов алгебр 
с однородными определяющими тождествами могут служить абсолютно 
свободный класс, для которого система тождеств пустая, класс полу- 
групп © одним тождеством 2(у2) = (5) 2, класс коммутативных полу- 
групп с двумя тождествами х(у2) = (1у)2, ху=ух, и т. п. Легко 
видеть, что в свободной алгебре с однородными тождествами всякое 
тождество с повторяющимися аргументами может быть получено из одно- 
родного тождества соответствующим отождествлением аргументов. 

ТЕОРЕМА 10. Свободная топологическая алгебра А с однородными 
определяющими тождествами над топологическим пространством Х 
является алгеб раически свободной над Х, и топология А есть Х ‚-топология. 
Подалгебра В алгебры А, финитно порожденная элементами произволь- 


ного пространства У из Х, является топологической свободной алгеброй 
над У. , 


=” 
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Пусть А — абстрактная свободная алгебра над Х. В соответствии с 
теоремой 6 вводим в А Ху топологию. Нужно доказать, что эта топология 
хаусдорфова и что основные операции алгебры А непрерывны в этой 
топологии. Докажем сначала, что множества вида (О, -.- ба) тде 
ф — какой-либо многочлен, 0:,...,И»т — открытые подмножества про- 
странства Х, являются открытыми в Х.-топологии. Для этого восполь- 
зуемся первоначальным определением Х,-открытых множеств, указанным 
в $4, и предположим, что $(571,...,5„)6$Ф(И:,...,Ом), откуда следует: 


ое ен) Е (ехать ори) а (аи 6.0%). (12) 


Согласно сделанному выше замечанию, найдется такое однородное то- 
ждество 


У Ж-ЕЗА АЕ 


из которого тождество (12) можно получить путем подстановки вместо. 
21,...›2з соответствующих элементов 11,...,2». Пусть, например, х; под- 


ставляется вместо 2т;, 2... иаф И 

Полосы быть рае 1 АО Лон 
Полагая 

г; Ее От; 0 ...П И -1, 

будем иметь: х; 6 И;, И; — открытые в Х и 

не И) рой, = 2. „Ис (О. Ом) 
а это и означает, что Ф(0!,...,О»т) является Ху-открытым. Рассмотрим 
теперь какие-либо два различных элемента 

а=ф(я1,..., 2, Як»... бт), = ф(21,...,Ть, Ят-ь › о) 
из А, где 2,...,х,„ различны, но 11,...,2к могут и отсутствовать. 
Обозначим через И:,...,О„ попарно не пересекающиеся окрестности 
элементов 21,...,2„ в пространстве Х. Тогда Р = Ф(01,...,От) и 
0=%(0,,...,И») будут непересекающимися окрестностями элементов. 
а, 6. Действительно, если Р, О имеют общий элемент с, тос = $ (Иль, бт) 
(и: ВП; ис=ф(и,,..., и»), откуда получаем: 

Ф(и1,...›Ит) = $ (ил, Бор (13). 

Алгебра А свободна, поэтому (13) — тождество в Аи вместо из, ..., И 
можно подставить соответственно 21, ...›,2.. Полученное в результате 


этого равенство 
Ф(ж,... т) = $ (21, +. . › Я) 


будет противоречить условию а = 6. Следовательно РПО=0 и и 
ранство А хаусдорфово. Наконец, пусть для некоторых @1,... „ат ИЗ 
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и основной операции Фх будет а=9(а1,..., ат) и пусть 0 — какое-либо 
Хо-открытое подмножество, содержащее а. Полагая а; = А-а 
будем иметь: 


а=Ф([1,...›]т) = Е (Фи, 2... о 


Из Хооткрытости П следует, что для подходящих открытых в прост- 
ранстве Х множеств ПО\!.,...,От, содержащих соответственно точки 
Я... ии будем: иметь Ё(Ол,....От) с О или ФО. Оке 
где множества И; = ((и,...,Ош), по доказанному, являются ‘окрест- 
ностями элементов а.,...,@т В алгебре А. Таким образом, непрерывность 
операций доказана, а вместе с нею и первые два утверждения теоремы. 
Третье утверждение непосредственно вытекает из соотношения 


(О анны В Е вом 


где /— произвольный многочлен, а (:,...,И„ — любые подмножества 
пространства Х. 

Более тонкий пример доставляют свободные топологические полу- 
решетки, т. е. алгебры с одной бинарной операцией сложения и тремя 
определяющими тождествами: 


т2=а афу=жучт, + (у) =(+У >, 


Алгебраически свободная полурешетка А с порождающим множеством 
Х реализуется как совокупность всех непустых конечных подмножеств 
из Х, в качестве операции сложения в которой принята обычная опера- 
ция объединения подмножеств. Поэтому задача сводится к топологизации 
совокупности всех непустых конечных подмножеств топологического 
пространства Х так, чтобы операция объединения подмножеств была 
непрерывной и чтобы топология А была согласована с топологией 
пространства Х. 

Одной из таких топологизаций является «обычная» топологизация, 
в которой окрестностями множества, состоящего из элементов 2;,..., 2, 
являются совокупности объединений непустых конечных подмножеств 
каких-либо фиксированных окрестностей П,,...,Ом точем 21,..., т 
в пространстве Х. В силу замечания 1 $ 1, отсюда следует, что свобод- 
ная топологическая полурешетка, порождаемая произвольным топологи- 
ческим пространством Х, содержит Х и является алгеб раически свободной 
над Х. 

Указанная «обычная» топология полурешетки в общем случае не будет 
се свободной топологией. Чтобы убедиться в этом, достаточно сравнить 
«обычную» топологию с Х.-топологией. Действительно, в рассматриваемом 
случае всякий многочлен от 2,...,Хш имеет вид: 


1х, +. --- тю, 
Ах =... вЕХ. 


где 
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Поэтому, согласно $ 4, совокупность ПИ из А тогда и только тогда 
о-открыта в А, когда для каждого множества и = {21,...,2т}, принад- 
лежащего И, и каждого натурального А существуют такие окрестности’ 
Г, :..,От точек 21,...,2т в Х, что любое конечное множество, со- 
ержащее не менее точек из каждой окрестности (;, принадлежит И. 
Пусть Х есть совокупность чисел 1,2,...,И,..., с с ее естественной 
попологией. Пространство Х бикомпактно и потому свободной топологией 
полурешетки А будет ее Х.-топология. Обозначим через (совокупность 
сех конечных подмножеств А, содержащих ®, и всех тех конечных 
подмножеств {51,...,2ш}, не содержащих ©, элементы которых удовлет- 
оряют условию 


а 0 


Легко видеть, что 0 будет Х.-открытой совокупностью, содержащей ох. 
В то же время ИП не содержит ни одной «обычной» окрестности точки 
в А. 


8 7. В-классы. Свободные топологические группы 


Примитивный класс алгебр, характеризующийся набором тождеств ©, 
Мусловимся называть В-классом, если каждая свободная топологическая 
Й 


| 


Свободная топологическая алгебра А В-класса, порождаемая вполне 
| регулярным пространством Х, содержит Х в качестве замкнутого под- 


\порождаемая финитно в А элементами замкнутого подмножества УС Х, 
является замкнутой в А. 

Для доказательства включим Х в бикомпактное пространство 2 и допу- 
стим, что У = П Р, где Ё — замкнутое подмножество из й. По предполо- 


Обозначим через А., В:, С подалгебры алгебры О), порождаемые фи- 
нитно элементами соответственно множеств Х, У, РК. Так как Д алгеб- 


АдпПй=х, АпсС=В.. (14) 


Но 2 замкнуто в ДО и, согласно теореме 7 и следствию 1 теоремы 8, 
| подалгебра С замкнута в Р. Поэтому из соотношений (14) следует, что 
| множество Х замкнуто.в алгебре А, и В; есть замкнутая подалгебра 
алгебры А.. Кроме того, А; и В, являются алгебраически свободными 
| соответственно над Х и У как подалгебры алгебраически свободной 
алгебры Д [см. (1')]. При переходе от построенной топологии алгебры А, 


к свободной топологии А! относительно Х все замкнутые множества в А: 


{останутся замкнутыми и в свободной топологии А:, что и требовалось 


|доказать. 
' Гомоморфное отображение алгебры А в алгебру В называется пред- 
ставлением А в В. Система представлении алгебры А в алгебрах В: 


'4 Известия АН СССР, серия математическая, №2 
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называется полной, если для каждых двух различных элементов алгебры' 
А найдется представление ф‚, при котором эти элементы имеют различные 
образы в В:. Напомним еще, что топологическое пространство А ‚назы-. 
вается линейно связным, если для каждых двух его точек а, 6 найдется 
непрерывное отображение отрезка |0, 1] в А, при котором 1 отобразит-, 
сявр а0— ва. 

ЛЕММА. Для того чтобы некоторый примитивный класс был В-клас- 
сом, достаточно, чтобы абстрактные свободные алгебры этого класса 
с конечным числом порождающих элементов допускали полную систему. 
представлений в топологических линейно связных алгеб рат. 

Действительно, пусть Х — произвольное бикомпактное пространство» 
А— свободная топологическая алгебра над Х рассматриваемого класса ©. 
Возьмем какие-нибудь многочлены }, в от элементов 11,...,2т из Х, 
значения которых различны в абстрактной свободной алгебре 5 класса © 
с порождающими 11,...,Яш. Пусть ф — представление алгебры 5 в под-, 
ходящей линейно связной алгебре В, при котором /% = 8%. Выберем в В. 
вспомогательную точку 0, отличную от 2%,...,2%, и обозначим через ф; 
непрерывное отображение отрезка [0,1] в В, переводящее числа 0,1 
соответственно в элементы би д? (1(=1,..., т). Отделяем теперь в про- 
странстве Х точки 1.,..., хи непересекающимися окрестностями И, ...,Ит 
и строим непрерывные функции ©, (2), отображающие Х на отрезок [0, 1] 
так, что дополнение О; в Х отображается в 0, а точка д —в1. Полагая, \ 
далее, ф (5) = $, [$, (1)] для 260; и $ (5) =6 для ХЕЧЦО,, получим не- | 
прерывное отображение Х в алгебру В, переводящее точки 21,...,Хт: 
соответственно в элементы 29, с 2%. Так как А топологически свободна : 
над Х, то отображение ф продолжаемо до гомоморфизма А в В. Но 


а) ЕЕ 


поэтому и в алгебре А будет /- 8, т.е. А алгебраически свободна 
над Х. Утверждение, что А топологически. содержит Х, является нено- | 
средственным следствием замечания 2 из $ 1. 

Переходя к приложениям, заметим, прежде всего, что из ‘доказанной | 
леммы сразу вытекает центральный результат теории Маркова: класс! 
групп является В-классом. | 

Действительно, хорошо известно, что группа всех недсобенных матриц | 
2-го порядка над полем комплексных чисел является линейно связной и. 
содержит свободные подгруппы со счетным числом порождающих. Согласно. 
лемме, этого достаточно, чтобы класс групп был В-классом, 1 

Рассмотрим еще в качестве ‘примера класс %, нильпотентных групи 
данной ступени $ нильпотентности. Это означает, что рассматриваются 
группы, элементы которых удовлетворяют тождествам. вида 


9101.0... 05:41 =е, (15) 


где хоу=х 1/12 и в «произведении» (15) скобки можно расставить 
произвольно. Классе %, является, очевидно, просто классом абелевых 
групи. 


г 
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ТЕОРЕМА 11. Нильпотентные группы данной ступени нильпотентно- 
сти образуют, В-класс. Члены нижнего центрального ряда 456®>С®-... 
свободной топологической группы С над вполне регулярным пространством. 
_Х замкнуты в С и фактор-группа С/С®* изоморфна свободной нильпо- 
| тентной топологической группе ступени $ над _Х. 
| В самом деле, хорошо известно, что свободные нильиотентные группы 
с конечным числом порождающих являются группами без кручения и 
потому включаемы в нильпотентные группы Ли, допускающие изоморф- 
ные представления матрицами [см. (3)]. Таким образом, свободные ниль- 
потентные группы с конечным числом порождающих допускают изоморф- 
ное представление в надлежащей группе матриц. Согласно лемме, отсюда 
следует, что нильпотентные группы данной ступени составляют В-класс. 
Второе утверждение теоремы 11 непосредственно вытекает из следствия 
теоремы 3, так как на группах конгруентности перестановочны и непре- 
рывные полные конгруентности отвечают разбиениям на смежные классы 
’ по замкнутым нормальным делителям. 


$ 8. Свободные топологические кольца 


Мы будем рассматривать кольца не обязательно ассоциативные. Кольцо 
В называется кольцом нулевой характеристики, если из равенства вида 
| тх = ту, где т — положительное целое число, х, УЕ В, следует х==у.- 
Класс колец, элементы которых кроме кольцевых аксиом удовлетворяют 
еще некоторой фиксированной системе тождеств ©, называется примитив- 
ным классом характеристики нуль, если характеристику нуль имеет 
свободное кольцо этого класса со счетным числом порождающих элемен- 
' тов, а следовательно, и всякое свободное кольцо класса ©. 
ТЕОРЕМА 12. Каждый примитивный класс колец нулевой характерих 
стики является В-классом. | 
Пусть В — свободное кольцо данного класса с конечным числом по- 
| рождающих элементов 21,...,2т. Шо условию, А имеет характеристику 
нуль и потому, согласно (19), все тождества, характеризующие данный 
класс, могут быть приведены к полилинейной форме. Сверх того, из ра- 
' венства нулю характеристики К следует [см. (16)], что А можно погрузить 
| в качестве подкольца в линейную алгебру над полем рациональных чисел. 
| Это поле можно расширить до поля вещественных чисел и тем самым 
`получить погружение кольца А в алгебру А над полем вещественных 
чисел. Ввиду полилинейности тождеств, определяющих А, все они будут 
иметь место и в алгебре А, которая будет, таким образом, свободной 
линейной алгеброй над полем вещественных чисел в классе ©. Обозначим 
` через /„ совокупность всех элементов А, имеющих степень, большую п 
относительно порождающих х1,...,Хт. Согласно (15), [» является идеалом 
в А. Алгебра вычетов А//„ есть линейная алгебра конечной размерности над 
` полем вещественных чисел и потому относительно ее естественнои топологии 
является г-мерным эвклидовым пространством. Таким образом, мы получили 
`линейную связную топологическую алгебру 4/1» и естественно гомоморф- 
ное отображение ф„ алгебры А, а вместе с нею и кольца В, в А/ 
Любые элементы кольца А, степень которых относительно порождающих 
4 
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не выше и, имеют различные образы в А//». Поэтому представления п 
образуют полную систему. В силу леммы, отсюда следует, что рассмат- 
риваемый класс колец является В-классом. 

‚В качестве частного случая теоремы 12 получаем, что В-классами 
являются классы всех (неассоциативных) колец, всех ассоциативных колец, | 
всех колвц Ли, коммутативных колец и т. п. 
г ‘Среди колец ненулевой характеристики важное значение имеют кольца | 
Буля, ‘т. е. ассоциативные кольца с единицей, в которых имеет | 
место тождество 2? = х. Из этого тождества, как известно [см. (2), стр. 217], 
следует тождество 2х = 0, показывающее, что кольца Буля имеют харак- 
теристику 2. Согласно теореме Стона, класс колец Буля рационально‘) 
эквивалентен * классу алгебр Буля, т. е. алгебр с тремя операциями | 
-,.,’, являющихся полурешетками относительно сложения и умноже- | 
ния и связанных тождествами: | 


х(у-+2) =хжу- 12, х-ту=х, (2)’=х У, ТРУ =а, = 


Ввиду этого, вместо свободных топологических колец Буля можно | 
рассматривать свободные топологические алгебры Буля. 

‚ Класс алгебр Буля, а следовательно, и класс колец Буля, являются. 
В-классами. : 

В самом деле, из теории представлений алгебр Буля [см. (?), стр. 199] 
известно, что всякая абстрактная алгебра Буля допускает полную систему 
гомоморфизмов на алгебру с двумя элементами 0,1, содержащуюся в любой 
алгебре Буля. Поэтому для применения леммы достаточно указать хотя , 
бы одну топологическую линейно связную алгебру Буля. Но такая 
алгебра 3 хорошо известна. Элементами ее являются объединения ко- 
нечного числа полусегментов вида (а, 6] (0 <а<6<1), а также пустое 
множество. Операции +, -, ’в этой алгебре совпадают соответственно 
< объединением, пересечением и дополнением в полусегменте (0, 1]. Рас- 
стоянием р (Р, 0) между элементами Р, О алгебры % называется выражение 


тез (Р Ц 0) — шез(Р П 0). 


Соотношения [см. (2), стр. 119] 
р(РО©, 5 УТ) + р(РПО, 5 ПТ) <в(Р, 5) + р (0, Т), 
р(Р’, 5") =р(Р, 5), 
показывают, что в топологии, определяемой указанной метрикой, алгебра 


3 становится топологической и, как легко проверить, линейно связной. 
Тем самым утверждение доказано. 


* Рациональная эквивалентность означает, что в кольце Буля можно определить 
производные операции, относительно которых кольцо Буля становится алгеброй Буля 
и через которые первоначальные кольцевые операции могут быть снова выражены в 
качестве производных с аналогичными свойствами. 


=> “ 
СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ 197 


Алгебра %» относительно кольцевого сложения, определяемого фор- 
мулой 


РФ9-Ра-тРО,, 


группа линейно связна и представляет собой простейший примео связных 
гопологических периодических групп, общий прием конструирования 
которых был рассмотрен А. А. Марковым (1). 

В заключение отметим несколько вопросов, решение которых, по-ви-. 
цимому, представляло бы интерес для развития теории свободных топо- 
тогических алгебр. 

В $4 была построена трансфинитная последовательность топологий 
Хх, ( <*). Спрашивается, любое ли трансфинитное < фактически может 
стретиться при разных А и разных Х? В ряде случаев выше было уста- 
човлено равенство т = 0. Если рассматриваются свободные топологические 
группы, а в качестве Х берутся не вполне регулярные пространства, то 
== 0, так как все подмножества группового пространства вполне регу- 


Другая серия вопросов связана с алгебраической структурой свобод- 
| ых топологических алгебр. Будет ли свободная топологическая группа 
над регулярным пространством алгебраически свободной? Можно ли ука- 
вать какие-либо необходимые чисто алгебраические признаки В-классов? 
Отметим также вопрос о явном указании свободной топологии, тесно 


ры, конечно, с вопросом о возможных значениях т, но к нему не 


водящийся. 
|| Поступило 
| 22.Х1.1955 
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В. Д. ПОДДЕРЮГИН 


УСЛОВИЯ УПОРЯДОЧИВАЕМОСТИ ГРУППЫ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе ‘устанавливается чисто теоретико-групповой критерий линей- 
ной упорядочиваемости группы. 


В 1947 г. Е. П. Шимбирева (1) установила следующие близкие между. 
| собой условия упорядочиваемости группы: 

1) существование центральной системы, все факторы которой являются 
группами без кручения, — условие достаточное, но не необходимое; 

2) существование разрешимой нормальной системы, все факторы кото- 
`рой являются группами без кручения, — условие необходимое, но не до- 
`статочное. 
|` Е. Ц. Шимбирева высказала предположение о возможности отыска- 
ния условий упорядочиваемости группы, промежуточных между условиями 
|1) и 2) и являющихся уже необходимыми и достаточными одновременно. 
| Такого рода условия были независимо найдены К. Ивасавой (2) и 
ТА. И. Мальцевым (3). Однако в формулировках условий обоих этих 
авторов используются понятия, теории групп не принадлежащие. Именно, 
`условия А. И. Мальцева содержат требования, налагаемые на кольца и 
поля, некоторым образом связываемые с факторами системы, а в условиях 
|К. Ивасавы требуется, чтобы факторы могли быть упорядочены и притом 
так, чтобы отномтения порядка в различных факторах были между собой 
' согласованы. 

в теореме 3 настоящей работы устанавливаются необходимые и до- 
| статочные условия упорядочиваемости группы, промежуточные между 
условиями 1) и 2) и формулируемые на языке самой теории групп. 

Этот путь получения необходимых и достаточных условий упорядо- 
`чиваемости группы не является единственно возможным. Так, в 1949 г. 
'П. Лоренцен (4) получил совершенно другого рода условия упорядочи- 
`ваемости группы. Общеизвестно, что возможность упорядочить группу 
равносильна существованию в мей подыолугрунпы Н (состоящей из всех 
элементов, неотрицательных при некотором упорядочении), ‘обладающей 
| свойствами: 

1) Тем’; 
2) если а @ Л, то «Е М; 
3) если а@Я иа-=1, то а" Н. 
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Подполугрунпу, обладающую только свойствами 1) и 2), П. Лорен- | 
цен называет линейной подполугруппой. Такие подполугруппы всегда | 


существуют; такова, например, сама группа. 


Лоренцен доказал *, что группу тогда и только тогда можно упоря- 
дочить, когда пересечение всех ее линейных подполугрупи состоит только | 
из 1. Он доказал также (не выделяя этого в отдельную теорему), что | 
возможность упорядочить группу равносильна следующему условию: \ 


в группе не существует отличного от 1 элемента &, для которого нашлись’ 


бы такие элементы 21, 15,...,Хи, что 

БЕЛ (т, 1,..., т) 
при любой комбинации знаков (здесь # (а, 6,..., #) — подполугруппа, по- | 
рожденная элементами а,6б,...,Ё и 1). Мы получим попутно условие, | 


почти совпадающее с этим. Оно содержится в теореме 1. 


Автор пользуется случаем выразить благодарность А. Г. Курошу, под | 
руководством которого выполнялась работа, и Е. П. Шимбиревой, про- | 


читавшей рукопись и сделавшей ряд ценных замечаний. 


$1 


Пусть С — группа с областью операторов ©. Через О будем обозна- | 
чать множество эндоморфизмов группы С, соответствующих операторам | 


‘из О. Область операторов будем обозначать прописной латинской буквой 
(например Л) в том случае, есяи Р — группа, а = Ни/Нь, где Н, и Н» 


(Н, > Н.) — нормальные делители в Ё, и элементу / ЕР ставится в соот- | 
ветствие автоморфизм, индуцируемый в С внутренним автоморфизмом | 


1—) / группы Р. Ё изоморфно в этом случае группе ЕН» /2(Ну/Н»), 
где 2(Н:/Н») — чентрализатор подгруппы Н,!/Н. в группе Е/Н». Сюда, 
в частности, относится случай, когда С — нормальный делитель в Р. 

Группу С с областью операторов @ будем называть О-упорядоченной, 
если она упорядочена и образ любого положительного элемента при любом 
эндоморфизме из О неотрицателен. Примером такой группы является 
любая подгруппа А упорядоченной группы С. Именно, она М (А)-упоря- 
дочена, где М (А) — нормализатор подгруппы А в группе С. Аддитивная 
группа упорядоченного кольца В, рассматриваемая как группа с областью 
(правых) операторов © = А, в том и только в том случае будет О-упорядо- 
ченной группой, если А*=0. 

Конечную систему элементов а1, а.,..., а» группы @ с областью опе- 
раторов @ будем называть правильной, если ни одно из равенств 


ао =1, пъ=а, @ю=ак" (ЕЕ А, «6 О) 


не выполняется ни при каких &, А, о. Правильная система элементов 
будет называться независимой, если никакое произведение, составленное 
из элементов вида а; ®, не равно 1. Ясно, что всякая часть правильной 
системы правильна, всякая часть независимой системы независима. 


* Мы заменяем терминологию П. Лоренцена общепринятой. 


ия НЕС аИИЕ, 
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Докажем теперь следующую теорему, являющуюся аналогом теоремы 1 
работы автора (5). 

ТЕОРЕМА 1. Если О есть подгруппа группы автоморфизмов группы 
С, содержащая все внутренние автоморфизмы, то для того чтобы С 
могла быть О-упорядочена, необходимо и достаточно, чтобы для любой 
правильной системы элементов ал, а5,..., аа этой группы в ней нашлась 
хотя бы одна такая независимая система элементов В, Ь.,...,6,, что 
; = а; или 6; = а. 

Доказательство необходимости. Пусть группа С О-упоря- 
дочена и пусть система а1, а.,...‚ а, — правильная. В качестве 6; выби- 
раем положительный из элементов а,, а;!. Полученная система будет, 
очевидно, независимой. 

Доказательство достаточности. Пусть выполнено условие тео- 
ремы. Тогда © порождает разбиение группы на непересекающиеся классы эле- 
ментов, переходящих друг в друга при помощи автоморфизмов из О. 
Будем называть их О-классами. О-класс, содержащий элемент &, будем 
обозначать через [2]. О-класс [41] состоит из одного элемента 1. Так как 
из 8, = 81® следует 8-1 = 515, то [8] состоит из элементов, обратных 
к элементам из [8]. О-класс [8—1] будем называть обратным к О-классу 
[2]. Если 8 = 1, то [8] + [8-1], иначе было бы $ = 5, откуда 8.8% =1 
и 2 11—1ю= 1, т. е. для правильной системы, состоящей из одного эле- 
мента 2, не существовало бы соответствующей независимой системы. 
Система элементов 6,,6.,...,6„ будет называться близкой к системе 
а1, а›,....а, если 6; в [а;] или 6; 6 [а; 1]. Если система а1, а.,:...@и— 
правильная, то правильной будет и любая близкая к ней система. Заме- 
тим, что для каждой правильной системы элементов группы С существует, 
в силу условия теоремы, близкая к ней независимая система. . 

Образуем теперь множество всех (неупорядоченных) пар {[8], [8 ']} 
взаимно обратных О-классов, отличных от [1], и вполне упорядочим это 
множество. 

В первой паре выберем такой О-класс [21], чтобы для любой правиль- 
ной системы | 

а 6 [51], @2, ...› ав 


моно было так выбрать близкую к ней независимую систему 61, 6,,..., 6», 
что, 6; 6 [21]. Такой выбор О-класса [21] действительно возможен. В про- 
тивном случае в группе С нашлась бы такая правильная система 


аи @ [51], @12, ...› @т, (1) 

что во всякой близкой к ней независимой системе 611, 61»,...,б1т было 
г Й н 

бы 5, 6[81. С другой стороны, в С нашлась бы такая правильная 

еистема , 

@21 в [а @22, ..› @ от» ( ) 

что во всякой близкой к ней независимой системе 61, в2,...› 6», было 


бы 6,, 6 [3:]. Переделаем систему (2), заменив всякий ее элемент а», ле- 
жащий в О-классе, обратном к О-классу, в котором содержится элемент 
а1; системы (1), на этот последний элемент. Полученная сиетема (обозна- 
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чим ее через (2’)), очевидно, правильная и содержит элемент ай= а116 [81]: 
Во всякой близкой к ней независимой системе ил 5..,....бы непременно 
Ь., 6 [2:|, так как: всякая система, близкая к (2’), И ик (2), и на- 
оборот. 

Рассмотрим систему элементов, содержащую (1) и все те из эле- 
ментов системы (2’), которые не входят в те же О-классы, что и эле- 
‚ менты из (1). Эта система будет правильной, но близкой к ней незави- 
симой системы не существует. В самом деле, если бы эта последняя 
содержала элемент из [2:], то мы получили бы противоречие с выбором 
системы (1), а если бы она содержала элемент из [2.{, то это противо- 
речило бы сказанному о системе (2’). 

Пусть для всех В< а уже выбраны такие О-классы [8 1, что для 
любой правильной системы 


а. 6 [6], аз 6 [8], . „ата 6 [6 „_ 1, бт В [85 ата» +. =, м, 


где 0<тж п, 11, 1»,....1„_. < В, а элементы а4т+1,..., а» иринадлежат 
к парам, номера которых больше В, можно найти такую близкую к ней 
независимую систему 6,, 6.,...,Ви, что 


Ы ВЕ, ыО, ВЫЕЫ. 


Как идля случая о = 1, легко показать, что можно так выбрать О-класс 
[&«], что указанное выше свойство (при замене В на «) остается еправед- 
ливым. Можно считать, следовательно, что О-классы [=] выбраны во всех 
парах. Множество С* всех элементов этих классов обладает всеми свой- 
ствами множеслва всех положительных элементов при некотором О-упо- 
рядочении группы. Докажем это: | 

1) 16С*' по построению. 

2) Если #@(* и & = 1, то &'Е6(* по построению. 

3) Если $ ЕС(*, то в *Ф4(* по построению. 

4) Если 8, ВЕС*, то и 81 6С*, ибо Ей +1, а (Ей) "ФС*. 

В самом деле, пусть 86 [8], В 6 [8], (81) 16 [8,] и пусть в = 


= шах (о, В, 1). Тогда [8‹] не может быть выбран в качестве [2‹], ввиду ра- 
венства. 


(В). в.в =1, 


т.е. в,А, (2) * не могут все лежать в (*. 
5) Если &6С(*, то и в&6(* при любом ® из О, в частности И 1ей 6 С* 
при любом #ЕС по построению. 
° Теорема доказана. 


Подгрунпу Н.группы С с областью операторов @ назовем НЕ 
ванной, если из равенства 


1-2 - 661-20 =В, 


=> ^ 
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где 2 ЕС, ВЕН, в ЕО, 1<1<п-+1, всегда следует 


ВЕН, ОЕ НХ 3—1, 2. ап. 


Элемент & группы @ с областью операторов © назовем О-периодическим, 


если существуют такие «; Е ©, что имеет место равенство: 
8:80; 605 - < - в0и=1. 


С-изолированную подгруппу группы С'’будем называть строго изолиро- 
ванной. Пересечение О-изолированных подгрупп есть О-изолированная 
подгруппа. Объединение возрастающей последовательности О-изолирован- 
ных подгрупп также есть О-изолированная подгруппа. Если Н — допу- 
<тимый нормальный делитель группы С, то при естественном взаимно 
однозначном соответствии между подгруппами фактор-группы С/Н и под- 
группами группы С, содержащими Н, О-изолированные подгруппы груп- 
пы С/Н соответствуют О-изолированным подгруппам группы С, и наобо- 
рот. В частности, если Н есть О-изолированный допустимый нормальный 
делитель группы С, то С/Н не содержит О-периодических элементов, 
отличных от 1, и, наоборот, если фактор-группа 4/Н по допустимому 
нормальному делителю Н не содержит О-периодических элементов, от- 
личных от 1, то Н О-изолирован. 

Выпуклые подгруппы О-упорядоченной группы О-изолированы. 

В самом деле, пусть С есть О-упорядоченная группа, Н — выпук- 
лая подгруппа в ней и пусть имеет место равенство: 


2 + . - 61—18. 861: . - <, = й, 


где 8 ЕС, №ЕС, 1<1<п-1. Еели в =1, то и все вв: =1, т.е.5 ЕН, 
2%: ЕН. Если &>1,то все в >1ий>>1, причем # > 8>1,й > в: >21, 
т. е. &6Н, 2 6 Н. Еели 8<1, то 8 ">! и 
в. ь С 1 6-1. Я ею = И 

откуда & ЕН, в ЕН, т.е. &ЕВ, вы СН. Так как Е есть выпуклая 
подгруппа, то отеюда следует, что О-упорядоченная группа не содержит 
О-периодических элементов, кроме 1. Обратное утверждение, очевидно, не 
верно. По всей вероятности оно не верно и в том частном случае, когда 


О содержит группу внутренних автоморфизмов группы С. Однако спра- 
ведлива следующая теорема, являющаяся некоторым обобщением извест- 


ной теоремы Леви (8). _ 


ТЕОРЕМА 2. Если О есть подгруппа группы автоморфизмов группы 
С, О и С коммутативны и С не содержит О-периодических элементов, 


отличных от 1, то С может быть О-упорядочена. | 
Доказательство. Допустим, что С нельзя О-упорядочить. Это 


значит, в силу теоремы Ч что существует по краинои мере одна такая 


правильная система элементов 41, 42,..., »» Для которой нельзя найти 
соответствующей независимой системы. Среди правильных Сто обла-. 
дающих этим свойством, можно выбрать систему минимальной длины. 


а, будет такой системой. Заметим, что п>>1, так как 


Пусть а, а 
) 2... 
С. не являются ©-перио- 


О есть группа и все`элементы группы С, кроме 1, 
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дическими. Таким образом, система а1, 45,..., @аи— не пуста и для нее 
ес такая независимая система 61, 6.,..., би, что в: =а или 
и =а:" . Следовательно, ввиду коммутативности группы С, при подходя- 
щих значениях 6; @и, @к и о, из О имеют место равенства: 


Е: = ( ПП. П вн 4 


1<1<п ]= 


Ро ы | П Ваш - На: = 


1<1<п 1=1 т=1 


где символ П обозначает произведение не обязательно по всем & от 1 
1<1<п 
до п—1, а может быть лишь по некоторым из них. Во всяком случае, 


в силу вышеизложенного, по крайней мере один элемент вида 6: в каж- 
дом из равенств действительно содержится. Однако, ввиду коммутатив- 
ности группы ©, 


Ри т, ь 
П $ (П пл) О ва И (Па = к, 

т=1 `К=1 К=1 т=1 

откуда 
ть т, 1 ‘ ев 
(П 9) (ПЕ) = ПП =1 @ь69), 
т=1 К=1 1<531<и = 

что противоречит независимости системы 6;, 6.,..., 6». Теорема дока- 
зана. 


$2 


Теперь мы в состоянии сформулировать и доказать основную теорему 
нашей работы, причем ббльшая часть доказательства будет простым вос- 
произведением доказательства соответствующей теоремы А. И. Маль- 
цева. 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы группа С могла быть упорядочена, не- 
обходимо и достаточно, чтобы в ней существовала разрешимая нормаль- 
ная система », удовлетворяющая следующим условиям: 

1. Если АБУ, то и 8 1АвЕ» для любого в ЕСД. 

2. Еели Ас В — соседние подгруппы из У, № (А) — нормализатор А в 
Си С (А) =М (4), М№(А)], то [С (А), В]СА. 

3. Все подгруппы из » строго изолированы. 

Доказательство необходимости. Пусть группа С упорядочена. 
В качестве Х возьмем систему всех выпуклых подгрупп группы (. Преж- 
де всего очевидно, что » — полная система и условие 1 в ней выпол- 
няется. Далее, если А с: В — соседние подгруппы из Х, то 8 1Ав < 2`1Ве 
для любого # ЕС и эти подгруппы также являются `соседними. Отсюда 
следует, что А — нормальный делитель в В. Упорядочим естественным об- 
разом фактор-группу В/А. Легко видеть, что В/А не содержит выпуклых 
подгрупп. Следовательно, она архимедова и, в силу теоремы Гельдера_ 
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[см.например, (7)], коммутативна. Таким образом, } — разрешимая нормаль- 
ная система. 

Если 8 \Вё = В, т. е. ВЕМ (В), тои 8 1Аё = А, и наоборот, т. е. 
М (А) = М (В). Поэтому любой элемент #6 М(А) вызывает в В/А неко- 
торый автоморфизм, сохраняющий порядок. Такой автоморфизм, следуя 
А. И. Мальцеву, будем называть главным. Если В/А отобразить 
изоморфно с сохранением порядка на подгруппу ИВ аддитивной 
группы действительных чисел, то главные автоморфизмы будут индуци- 
ровать некоторые автоморфизмы группы А, сохраняющие порядок. Но все 
такие автоморфизмы являются умножениями на положительные действи- 
тельные числа [см., например, (3)]. Отсюда, в частности, следует, что 
автоморфизмы группы А, сохраняющие порядок, перестановочны, а зна- 
чит перестановочны и главные автоморфизмы группы В/А, т. е. для лю- 
бого 6 из В и любых в, ЕМ (А) имеет место: 


Иа т. вто ВА. 
Отсюда следует: 
Ито еб И вЫ ВА, 
т.е. 
[2, В] % Це, ШЕВА. 


Если БЕВ, сЕС(А), т. е. 
с = [81, №]-[82› №]... [8 №, 
где 2, №4 ЕМ (А), 1=1,2,..., п, то, как легко проверить, 
с ибЕА, 


а значит и всякое произведение элементов такого вида тоже входит 


вет. ве: 
[С (4), В]СА. 


Наконец, выполнение условия 3 следует из доказанного выше более об- 
щего замечания о выпуклых подгруппах О-упорядоченной группы. 

Доказательство достаточности. Пусть в группе С сущест- 
вует система подгрупп Х, удовлетворяющая условиям теоремы. Если 
АСВ — соседние подгруппы из Х, то и & 1Ав с в 'Вё также являются 
соседними при любом 64. В каждом классе {В} сопряженных под- 
групп, являющихся верхними подгруппами скачков, выберем по одной от- 
меченной подгруппе В*. Соседнюю с ней меньшую подгруппу обозначим 
через А*". Для любого й такого, что р 1ВЙ = В*, имеет место #1АЙ = А*", 
и наоборот. Понятно, что подгруппа А может быть, в свою очередь, 
верхней подгрупной в каком-то другом скачке; А* не обязана в этом 
случае совпадать с А". 

Пусть ЕС и & +1. Тогда среди подгрупи системы >» существуют 
подгруппы, содержащие 8, например С. Возьмем пересечение всех таких 
подгрупп и обозначим его через В,. Среди подгрупи системы > най- 
дутся и такие, которые элемента 8 не содержат, например Е. Возьмем 
объединение всех таких подгрупп и обозначим его через Ав. 
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* .. 
Рассмотрим фактор-группу Вз/А, . Она может быть упорядочена и при- 
том так, чтобы порядок сохранялся при главных автоморфизмах. В са- 
мом деле, из разрешимости системы Х следует, что В:/АГ коммутативна.. 


Группа О ее главных автоморфизмов изоморфна № (Аг). Из условия 2 


+ а | 
следует коммутативность М (А, ). Пусть, действительно, 8, й — элементы 
* 
из М(А.). Тогда 


Пе С( Аг”) и вирей 6 Ау, 


ь * я .. 
где $ — любой элемент, входящий в В; и не входящий в А,. Отсюда 
следует: 


2 Фей 1 Фа, 


что и означает `перестановочность соответствующих главных автоморфиз- 
мов. Из условия 3 следует, что в В:/Ах не существует М (Ах) - периоди- 
ческих элементов, отличных от 1. Мы находимся, следовательно, в 
условиях теоремы 2, применением которой и доказывается наше утверж- 
дение. 

Пусть фактор-группы В:/Аз для всех 86 С упорядочены так, что по- 
рядок сохраняется при главных автоморфизмах. Элемент & группы С на- 
зовем положительным, если существует такой элемент А ЕС, что 


Пао = в’ В,, вбА,, 


ее * .. 
ш образ 8’ элемента $’ положителен в В,/Аз . 
Условие 


= В, вФАе, 


- * ре *» Ц 
равносильно условию й`1ВА = В, (и, значит, А 1Ай = А, ). Если элемент г 


— а * *+ 
положителен, то элемент №; ‘ей, = 5” положителен в В:/Ах для любого й, 
такого, что 
—1 * 
В В. = Ва . 
В самом деле, 


= ВАА и Ш ВВ НЫ = В» Ави Ар, 


т. е. А 1, порождает главный ‚автоморфизм 0в В./Ах. Значит, элемент 
&” = 270 положителен: в ВИА 


Множество С* так определенных положительных элементов удовлет- 
г всем аксиомам: 

) 1 С* по построению. 

‚ Если ФС" и в -Е1, то #1ЕС+*. В самом деле, подгруппы Ве и 
А существуют и при некотором № таком, что п 1Вай =В,, образ =’ эле- 
мента 5’ = 18й не положителен в Ву/Ар. Но 2’ +1, поэтому- положи- 
телен элемент (2’)1, являющийся образом элемента (= Ай, 

3) Если 86С*, то в 1Ф6*. Если Вай = Ву и 8’ = В 18 положите- 
лен в В;/Ар и 8. 5. ЕС", то, ввиду В" 1 = Ви, (в’)1 = Ию“ тоже поло- 
жителен в ВЕГАГ, что невозможно. “ 


= 
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4) Если 81, 8 © С", тои вив; ЕС". Если Вх, = Вь, то вв. Ва и 


818 Ф Аз, ибо в противном случае для й такого, что й1В„й = Ви, име- 
ло бы место: 


Равой = ай. Ах, 


т. 6. 21-50 = 1, что невозможно. Таким образом, Вид, = Ва и № 18.60й 
* р 1 
положителен в Вуд,|Авк,. Если Ву, С Ве, то Вад, = Ва и 


р1ааай = И 18. 
при соответствующем йЙ. 
5) Если 86С", то и а 1раеС* для любого а из @. В силу определе- 
ния, Ва-ща = Ви. Пусть 
И1Вей = Ву, №, (Валщой, = Ву. 
Тогда рые: 
в: * (ава) в = № ‘ай (Иаай) пав, 


но . 
рбалй. В -р-ай, = В, АЛЬ. АВ, = АХ, 


РР о * 
т.е. № ай, порождает главный автоморфизм 0 в В;/Аг = Вуща/ Адлва. 
Следовательно, 


и; Кава). = И 18в 0 


положителен в а Дав 

Теорема полностью доказана. Из доказательства вилно, что условие 3 
можно заменить одним из трех более слабых условий: 

3’. Если Ас В — соседние подгруппы из Х, ‘то подгруппа А строго 
изолирована. 

3". Если АС В -- соседние подгруппы из Х, то подгруппа А строго 
изолирована в М (4). т 

3’”. Если АС В — соседние подгруппы из Х, то подгруппа А М№(А)- 
изолирована в В. . 

Нетрудно доказать непосредственно, что центральная система, все 
факторы которой — группы без кручения, и система А. И. Мальцева 
(они обе являются разрешимыми нормальными системами) удовлетворяют 
условиям 1,2, 3””.` Они удовлетворяют даже условию 3. Это вытекает из 
того, что все подгруппы каждой из этих систем (равно как и системы 
К. Ивасавы и системы Х нашей работы) при тех способах упорядочения, 
которые описаны авторами в доказательстве соответствующих теорем, 
будут выпуклыми. Система К. Ивасавы при Гнекотором упорядочении 
группы будет даже системой всех ее выпуклых подгрупп (поэтому она 
также удовлетворяет нашим условиям). В отношении других систем 
это, вообще говоря, неверно. 

Следствие. Абелевы группы без кручения ранга 1 (т. е. подгруппы 
аддитивной группы рациональных чисел), и только они, допускают арли- 
медову линейную упорядоченность, но не допускают никакой неархимедо- 
вой линейной упорядоченности. 

Доказательство. Абелевы группы без кручения ранга 1 могут 
быть, очевидно, архимедовски упорядочены. Так как они не имеют 
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строго изолированных подгрупп, кроме всей группы и единичной под- 
группы (понятие строго изолированной подгруппы совпадает в случае 
абелевых групи без кручения с понятием сервантной подгруппы), то не- 
архимедовой линейной упорядоченности они не допускают. 

Если группа С допускает линейную упорядоченность, то она будет грун- 
пой без кручения. Если группа С допускает архимедову упорядоченность, то 
она коммутативна. Если же С не является абелевой группой без круче- 
ния ранга 1, то она обладает сервантной подгруппой Н, отличной от 
Си Е. 

Система », состоящая из Ё, Н и, удовлетворяет всем условиям 
теоремы 3. Следовательно, существует неархимедова упорядоченность 
группы С. 


Поступило 
16. ПТ. 1956 
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УПОРЯДОЧЕННЫЕ ПОЛУГРУППЫ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе определяются и изучаются линейно упорядоченные полу- 
группы. 


Теория полугрупп начинает занимать в алгебре все большее место. 
В частности, изучаются структурно упорядоченные полугруппы, причем 
получены обобщения ряда теорем из теории идеалов колец. 

В настоящей работе изучаются линейно упорядоченные полугруппы. 
Теория упорядоченных полугрупи оказалась полезным орудием при по- 
лучении ряда теорем о линейно упорядоченных кольцах и их обобщений 
на кольца, нормированные при помощи полугрупп. (Изложение этих 
результатов будет дано в другой статье.) Этими приложениями объяс- 
няются ограничения, накладываемые на изучаемые полугруппы. 

Теория упорядоченных полугрупп может представлять также само- 
стоятельный интерес в связи с общей теорией полугрупп. Линейно упо- 
рядоченным полугруппам посвящено пока мало работ: нам известна только 
одна [см. (1)]. 

Основным результатом настоящей работы является сведёние изучения 
произвольных упорядоченных полугрупи к изучению трех типов послед- 
них (упорядоченных ниль-полугруппи, целых упорядоченных полугрупп, 
простых упорядоченных полугрупи) и к теории расширений упорядочен- 


вых полугрупп. 


$ 1. Определение и простейшие свойства упорядоченных полугрупп 


Множество Р. называется упорядоченной полугруппой, если: 
1. Р замкнуто относительно определенного в нем ассопиативного умно- 


жения. 
2. Р является (линейно) упорядоченным множеством. 


3. Для любых а, В, ТЕР из «>В следует «т. и 1“ >. В. 
4. В Р существует элемент 0, удовлетворяющий условиям: 


«0 = Ох = 0, 0 < х, 
для любого «ЕР. 
5. Для любых о, В, ТЕР из я] = Вт + 0 следует х=Вом из 1а = 
= 18 = 0 следует а =. 
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Определение упорядоченной полугруппы, данное нами, не является 
наиболее широким, которое можно было бы дать. Естественно считать 
упорядоченной полугруппой уже множество Р, удовлетворяющее аксиомам 
1—3. Но мы будем почти исключительно заниматься более узким клас- 
сом полугрупи, удовлетворяющих аксиомам 1—5, и будем ради краткости 
называть их упорядоченными полугруппами. Если мы будем иметь дело 
с упорядоченными полугруппами в более широком смысле, то это будет 
специально оговариваться. 

Подмножество А упорядоченной полугруппы Р называется выпуклым 
ВР, если из и, “Е А и ЗВ < а, следует ВЕА. 

Подмножество А полугруппы Р называется подполугруппой в Р, если А 
замкнуто относительно определенного в Р умножения. 

Подполугруппа упорядоченной полугруппы удовлетворяет всегда аксио- 
мам 1—З и 6 (аксиоме 4 удовлетворяют подполугруппы, состоящие из 
одного идемпотентного элемента и подполугруппы, содержащие 0, и толь- 
ко они). 

Подмножество А полугруппы Р называется правым идеалом в Р, если 
из «СА и рЕР следует ВА. Аналогично определяются понятия левого 
идеала и двустороннего идеала. Идеал всегда содержит нуль. 

Подполугруппа А называется выпуклой в Р, если она является вы-. 


пуклым подмножеством в Р. Таким же образом определяется понятие 
выпуклого идеала. 


Если в упорядоченной полугруппе Р задан выпуклый двусторонний 
идеал Г, то по нему можно построить новую упорядоченную полугруппу, 
которую мы будем называть фактор-полугруппой Р по Г и обозначать 
через Р/Г. Элементами этой полугруппы служат символы а, соответствую- 
щие элементам х из Р. При «ЕГ мы считаем х =0, остальные х считаем 
различными. 

Умножение определяется формулой а8 = «8. Упорядоченность опреде- 


ляется тем, что считается «>В, если х >В. Легко проверить, что отно- 
сительно так определенной операции и упорядоченности Р// будет упо- 
рядоченной полугруппой (со всеми аксиомами 1—5). 


Для всякого элемента « упорядоченной полугруппы выполняется одна 
и только одна из следующих возможностей: 


а вах ао. 


Множество всех таких ©, для которых а? а, мы будем обозначать . 
через К и такие « будем называть целыми. Ненулевые элементы, для 
которых а? =, будем называть единицами. В теореме 2 будет доказано, 
что в упорядоченной полугруппе может существовать самое большее 
одна единица. Множество целых элементов, не являющихся единицами, 
обозначим через М. 

ЛЕММА 1. Вели «ЕК, то при любом В из Р «В Ви ВВ. 

Пусть о? <а. Допустим, что существует такое Вер, что «В >В. 
Тогда либо а?В = В =0, либо ч?В >хВ. Первое невозможно, так как 
О <В, второе невозможно, так как из а? а следует эВ <оВ. Этим 
первое неравенство доказано; второе доказывается аналогично. 
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ТЕОРЕМА 1. Множество К. является во всякой упорядоченной. полу 
группе Р выпуклой подполугруппой. Множество РК является также 
выпуклой подполупруппой (без нуля) в Р. 

Пусть «ЕК и В<о. Тогда В <оВ и, по лемме 1, «В В. Отсюда 
следует, что В? < В, т. е. ВЕК и К выпукло. 

Допустим, что «, ве К. Тогда, по лемме 1, «В <В и, в силу выпук- 
лости К, «ВЕК. 

Множество Р\\К выпукло. Действительно, если ВСК, то Вх для 
любых « из К. Из 1> В следует, что 1 больше любого элемента из К, 
т. е. также не принадлежит К. 

Возьмем элементы В, тЕР\ К, причем Вт. Тогда В< Вт, 
т. е. ВтЕР^\\ К. Теорема доказана. 

ЛЕММА 2. Если «ЕЁР\М, то из «В - О следует «В > Ви изВа= 0. 
следует Вх >. В. 

Пусть а? > х. Допустим, что существует такое В, что «В < В. Отсюна 
следует, что либо х?В < «В, либо «В =хВ = 0. Первое невозможно, так 
как 0? > ох влечет «В > яВ. Во втором случае «В =0. Первое утвержде- 
ние леммы доказано. Второе утверждение доказываетс., аналогично. 

ТЕОРЕМА 2. Всякое выпуклое подмножество в К, содержащее 0, 
является в К двусторонним идеалом. 

Это следует из того, что, по лемме 1, при х, ВЕК, «В <хидчВ < В. 

Идеал / полугруппы называется простым, если из «ФГ, ВФГ еле- 
дует «ВФ /. 

ТЕОРЕМА 3. Множество К содержит, кроме элементов из М, только, 
может быть, один элемент в. Если М +К, то М является максималь- 
ным выпуклым двусторонним идеалом в К, идеал М прост в К и фак- 
тор-полугруппа Е / М состоит из элементов Оие, где = = .. 

Допустим, что = Е 0 и =? =е. Сопоставляя леммы 1 и 2, мы. получим, 
что из В -Е 0 следует еВ =В и из Ве = 0 следует Вз = В. 

Чтобы доказать выпуклость множества М, достаточно показать, что 
если е Е 0, =? =е, Ве, ВЕК, то 6? =В. Из В в следует 

8 > ве = === 0, 
т. е., по доказанному выше, 
ев =. 
Отсюда и из ВЕК следует 6? = В. Теперь легко установить и единствен- 
вость идемпотента. Действительно, если наряду с = существует еще 
другой идемпотент В, Ве, то Ве 0 и поэтому В = Ве =е. 

То, что М является двусторонним идеалом в К, следует теперь из 
теоремы 2. При М-+К идеал М максимален, так как в К вне М лежит 
только один элемент. 

Остальные утверждения теоремы очевидны. 

ТЕОРЕМА 4. Если Г является выпуклым правым (левым) идеалом в Р 
и ГР, то ГСМ. 

Допустим, что Г содержит какой-нибудь элемент ©, не принадлежа- 
щий М. Покажем что тогда [Г содержит и любой элемент В из Р, для 
которого В > «. Для этого установим, что «В > В. Если бы было «В < В, 
то отсюда следовало бы 928 <яВ. С другой стороны, & ФМ означает, 

5* 
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что > а и поэтому а?В > «В; так что о? В =аВ. Но, ввиду «В < В, это 
возможно только при «В =0. Последнее же невозможно, так как «В >. 
Вия 0. 


$ 2. Радикал и максимальный выпуклый идеал 


В полугруппах с нулем можно определить понятия делителя нуля, 
нильпотентного элемента, нильпотентного идеала, ниль-идеала совершенно 
аналогично соответствующим понятиям для колец. 

Пусть в полугруппе Р заданы подмножества А и В. Произведением АВ 
этих подмножеств назовем совокупность всех таких о В, где «6 А и ВЕВ. 
Таким же ‘образом можно определить произведения любого конечного 
числа подмножеств и степени подмножеств. 

ЛЕММА 3. Если в упорядоченной полугруппе Р имеются делители 
нуля, то имеются и ненулевые нильпотентные элементы. Совокупность №» 
элементов упорядоченной полугруппы Р, для которых а" = 0, является 
при люоом натуральном п выпуклым двусторонним идеалом в Р, причем 
(№, =. 

Пусть элементы « и В являются делителями нуля в Р. Мы имеем: 


(пал (а, В) Зав и (ша (<, В) =0, 


т, е. ша (<, В) является нильпотентным. элементом. 
Покажем, что №, является выпуклым двусторонним идеалом в Р. 
Пусть ХЕ М, и ВЕР. Тогда при «В > Вах будет 


О = "В" > («В)"> (В«)", 


т. е. «В и Ва принадлежат №». Если же Ва > «В, то. используем вытекаю- 
щее из. этого неравенство: 


0 = Ва" > (Ва)" > (&8)" 
и получим тот же результат. Далее, из х @ №, их >> В следует 0 = а" >> В", 
т. е. В" =0, что означает ВЕ М... 


т > 
Убедимся, что (№,)” =0. Действительно, возьмем какие-нибудь п 
элементов оу, %,..., я» из М». Тогда 


бл...» < (шах (а1,..., 0»))" = 0, 


т. е. 91 а»... и, = 0. Значит, (№„)” =0, что и требуется. 

ТЕОРЕМА 5. В упорядоченной полугруппе Р совокупность М№ всех 
нильпотентныф элементов является выпуклым двусторонним идеалом в Р. 
И является объединением всех правых нильпотентных идеалов полугрупы Р. 
Фахтор-полугруппа Р/М не имеет делителей нуля. 

со 

Очевидно, что № м откуда сразу следует второе утверждение 
теоремы. Из того, что все М№„ являются выпуклыми двусторонними идеа- 
лами, следует, что и М является выпуклым двусторонним идеалом. 

Если бы в Р/М существовали делители нуля, тов Р/М№ существо- 
вали бы и ненулевые нильпотентные элементы. Но тогда мы пришли бы 
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в противоречие с определением множества №. Этим все утверждения 
теоремы доказаны. 

Определенный в формулировке теоремы 5 выпуклый двусторонний 
идеал М мы назовем радикалом упорядоченной полугруппы Р. 

Заметим, что радикал упорядоченной полугруппы все же не всегда 
будет нильпотентным идеалом. Возьмем, например, упорядоченную муль- 
типликативную полугруппу Р, состоящую из всех действительных чисел х, 
удовлетворяющих неравенству 0% х< 1. 

Возьмем в Р выпуклый идеал А, состоящий из всех «, для которых, 


1 
О<«<-. Фактор-полугруппа Р/А будет упорядоченной полугруппой. 


Она является ниль-полугруппой, но не нильпотентна: беря элементы, 
соответствующие элементам из Р, достаточно близким к единице, мы 
получим элементы со сколь угодно большими показателями нильпотент- 
ности. 

ТЕОРЕМА 6. Если Р-=М, то в Р существует максимальный истин- 
ный выпуклый двусторонний идеал А. Фактор-полугруппа Р [А не содер- 
жит нетривиальных выпуклых двусторонних идеалов. 

По теореме 4, всякий элемент полугруппы Р, лежащий вне М, по- 
рождает выпуклый двусторонний идеал, совпадающий со всей полугруп- 
пой. Поэтому максимальный среди выпуклых идеалов, не содержащих 
элементов множества Р/М, будет уже максимальным в Р. Но сущест- 
вование такого идеала легко доказывается трансфинитной индукцией. 

Если бы в фактор-полугруппе Р/Л содержался ненулевой выпуклый, 
двусторонний идеал, тов Р содержался бы выпуклый двусторонний 
идеал, строго ббльший чем Л, что невозможно. 

Пример, приведенный после теоремы 6, показывает, что в случае, 
Р =М максимального идеала может не быть. 

Очевидно, что максимальный выпуклый идеал Л — единственный и 
является наибольшим среди выпуклых идеалов, так как последние обра- 
зуют по включению линейно упорядоченное множество. 

Упорядоченную полугруппу, не содержащую нетривиальных выпуклых 
двусторонних идеалов, будем называть простой. 

Мы ввели в рассмотрение в упорядоченной полугруппе ряд.ее вынук- 
лых подполугрупп: 

ЕЛА СР, 
а в случае М =Р доказали еще существование Д, МСАСМ. Выясним, 
являются ли эти подполугруппы в общем случае различными и в какой 
мере они могут между собой совпадать в различных частных случаях. 

Мы уже видели, что радикал может быть отличен от нуля. Покажем, 
что в общем случае М = А. Возьмем полугруппу по умножению, состоя- 
щую из нуля и всех неотрицательных степеней какого-нибудь действи- 
тельного числа х, 0«х<1. Очевидно, что это — упорядоченная полу- 
группа. Здесь в Л входят все элементы полугруппы, кроме 1, радикал 
же равен нулю. 

Убедимся теперь, что Л не обязательно совпадает с М. Построим 
следующую упорядоченную полугруппу. Элементами ее будут выраже- 
ния "В", где т и п принимают целые неотрицательные значения, и 0. 
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Умножение определяется формулой 
(а” 6") (а 8) — ит-+к | : 


Будем считать, что х” В" > а* В, если т> или т=к ип <. В этой 
полугруппе нет выпуклых идеалов, т. е. ЛД =0, но М - 0, так как М 
состоит из элементов вида В” (х входит в нулевой степени). 

Может случиться, что в упорядоченной полугруппе К совпадает 
< нулем. Примером этого может служить полугруппа по умножению, 
<остоящая из нуля и положительных степеней действительного числа «, 
> 1. 

Рассмотрим еще раз построенную нами систему подполугрупп. Во 
всякой упорядоченной полугруппе существует либо цепочка вица 


ОСЛЕ МС, 


либо цепочка вида 
ее но 7 а 


М№ является всегда выпуклым двусторонним идеалом в Р. Фактор-полу- 
группа Р/М№ будет без делителей нуля. В первом случае эта фактор- 
полугруппа состоит только из целых элементов и не имеет единицы. 
Упорядоченную полугруппу без делителей нуля и без единицы, состоя- 
щую только ‘из целых элементов, мы будем называть целой. Во втором 
случае в Р/М содержится выпуклый двусторонний идеал Л /М, являю- 
щийся целой полугруппой. Фактор-полугруппа Р/Л будет простой. 

Таким образом, изучение упорядоченных полугрупп сводится к изуче- 
нию упорядоченных ниль-полугрупп, упорядоченных целых полугрупп, про- 
етых упорядоченных полугрупп и к покл еще не созданной теории расши- 
рений для упорядоченных полугрупп, т. е. к обозрению всех упорядочен- 
ных полугрупп с данным двусторонним иделлом и данной фактор-полу- 
эруппой по этому идеалу. 


$ 3. Простые упорядоченные полугруппы. Архимедовские классы 


ТЕОРЕМА 7. Простая упорядоченная полугруппа не содержит нетри- 
виальных выпуклых односторонних идеалов. 

Мы можем предположить, что Р + К. В противном случае, по теоре- 
ме 2, всякое выпуклое подмножествс в Р, содержащее 0, будет двусто- 
ронним идеалом, и поэтому Р, будучи простым, может состоять’ только 
из двух элементов. В этом случае Р, конечно, не будет иметь нетриви- 
альных выпуклых односторонних идеалов. 

Допустим теперь, что в простой упорядоченной полугруппе Р сущест- 
вует ненулевой выпуклый левый идеал А. Тогда множество АР, состоя- 
щее из всех таких В из Р, для которых существуют такие «Е А и ре 
что В < ар, будет выпуклым двусторонним идеалом в Р. Именно, 


Вр, Зо: —= бр», 
618 Зри —=046. 


Поэтому, ввиду простоты Р, или АР =0, пли же АР =Р. В первом 


=> “ 
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случае А будет двусторонним идеалом и поэтому А=Р. Во-втором слу- 
чае, так как Р-ЕК, существуют такие «Е А и рЕР, что арар> хр. 
Отсюда следует ира >> х и поэтому 


рр >. ро. 


Так как роЕА, 10 мы получим, что А не содержится в М и, по 
теореме 4, А=Р. Теорема доказана. 

Определим в упорядоченной полугруппе архимедовские классы сле- 
дующим образом. Пусть элементы « и В — целые и, например, «> В, 
Тогда х и В отнесем к одному классу, если существует такое натураль- 
ное число п, что а" < В. Пусть, с другой стороны, элементы х и В — оба 
нецелые, причем «> В. Отнесем х и В к одному классу, если существует 
такое натуральное п, что « < В”. Очевидно, что отношение принадлеж- 
ности к одному классу рефлексивно и симметрично. Докажем его тран- 
зитивноеть. Пусть элементы «, В, 1 — целые, «>В > 1 и « и В принадле- 
жат одному классу, а также В и.1 принадлежат одному классу. 

Тогда существуют такие ти п, что м" <Ви В" < 1. Из этого сле- 
лует, что <” < т. 

Случай нецелых элементов рассматривается аналогично. 

Таким образом, упорядоченная полугруппа распадается на непере- 
секающиеся архимедовские классы. Любой класс будет состоять либо 
только из целых, либо только из нецелых элемеятов. Единица, если она 
существует, составит отдельный класс. Легко видеть, что все классы 
являются выпуклыми множествами. Множество архимедовских классов 
можно упорядочить, считая, что один класс больше другого, если всякий 
элемент первого класса больше всех элементов второго класса. Обозначим 


класс элемента х через а. 

ЛЕММА 4. Если «, ВЕК, то аВ = пуп (,, В). Если а, ВЕР\ К, то 
аВ = тах (х, В). 

Докажем первое утверждение. Пусть «, ВЕК и, например, «>В. 
По лемме 1, ВРаВи из «>В следует «В > В. Отсюда следует, что 
оВ = В. ь 

Второе утверждение доказывается аналогично, только со ссылкой на 
лемму 2. 

ТЕОРЕМА 8. Разбиение упорядоченной полугруппы Р на архимедов- 
ские классы является разбиением на попарно не пересекающиеся выпуклые 
подполугруппы. Всякое разбиение полугруппы Р на попарно не пересека- 
ющиеся выпуклые подполугруппы может быть продолжено до разбиения 
на архимедовские классы. 

Мы знаем, что все архимедовские классы являются выпуклыми под- 
множествами в Р и что они попарно не пересекаются. То, что эти клас- 


сы являются подполугруппами, следует из леммы 4 при ® = В. 
Допустим, что элементы я и В (например, оба целые и «>В) при- 
надлежат одному архимедовскому классу, причем «вА, ВЕВ, где А и 
В — непересекающиеся выпуклые подполугруппы. По определению класса, 
существует такое п, что а" <В. Из выпуклости А следует ВЕЛ, что 
приводит к противоречию с тем, что А и В не пересекаются. Этим до- 
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казано, что при разбиении Р на попарно не пересекающиеся выпуклые 
подполугруппы всякая подполугруппа должна быть объединением неко- | 
торого множества архимеловских классов, откуда следует второе утвер- 
ждение теоремы. 

Мы говорим, что разбиение упорядоченной полугруппы на непересе- 
кающиеся классы определяет в ней отношение конгруентности, если 


множество классов упорядочено и из а, == а, следует В = ©.8 и Ва: = 
= Ва,, а из о, > а, следует а, > а». Если в множестве классов отношения 
конгруентности определить умножение формулой «8 = «8, то получится 
новая полугруппа. Эта полугруппа называется фактор-полугруппой упо- 
рядоченной полугруппы по данному отношению конгруентности. Фактор- 
полугруппа упорядоченной полугруппы по некоторому отношению кон- 
груентности удовлетворяет аксиомам 1—4, но не всегда аксиоме 5. Опре- 
деленная нами ранее фактор-полугруппа по выпуклому двустороннему 


идеалу является частным случаем фактор-полугруппы по отношению кон- 
груентности. 


$4. Целые упорядоченные полугруппы 


ТЕОРЕМА 9. Разбиение целой упорядоченной полугруппы Р на архи- 
медовские классы определяет в Р отношение конгруентности. Фактор- 
полугруппа по этому отношению конгруентности есть упорядоченное мно- 
жество, в котором произведением двух элементов считается меньший из 
них. Для всякого упорядоченного множества с наименьшим элементом су- 
ществует целая упорядоченная полугруппа, для которой данное упоря- 
доченное множество является множеством архимедовских классов. 

Первые два утверждения ‘теоремы следуют из приведенных выше 
определений и из леммы 4. 

Цокажем третье утверждение. Рассмотрим полугруппу Т по умноже- 
нию, состоящую из степеней действительного числа х, О<о< 1, с не- 
отрицательными показателями. Пусть нам задано упорядоченное множе- 


ство » с наименьшим элементом 0. Возьмем тогда множество ор ои 
образуем ординальное прямое произведение по множеству У `\\ 0, где все 


множители являются. полугруппами ТГ. Элементами новой полугруппы 
будут последовательности 


Вахе 


где с пробегает У. 0 и В, — элементы. из Т, причем для каждого В 
только конечное число В, отлично от единицы. Умножение таких эле- 
ментов определяется покомпонентно. 

Упорядоченность. новой полугруппы определяется так: В>>1, если 
для того первого с (в-смысле упорядоченности в У), для которого Ва 
будет В‹ >1о. К полученной полугрупие присоединяется 0, архимедов- 
ским классом которого будет 0 упорядоченного. множества. Если отбро- 
сить единицу, то получаем упорядоченную полугрунпу. Легко проверить, 
что построенная полугруппа является целой упорядоченной полугруппой. 
Два элемента относятся к одному архимедовскому классу тогда. и только 
тогда, если у них наименьшие индексы, для которых соответствующая 


УПОРЯДОЧЕННЫЕ ПОЛУГРУППЫ 217 


компонента отлична от единицы, совпадают. Теперь ясно, что множе- 
ством архимедовских классов построенной упорядоченной полугруппы 
будет множество У. 

ТЕОРЕМА 10. В целой упорядоченной полугруппе Р всякий выпуклый 
простой идеал является объединением выпуклого множества архимедовских 
классов. Обратно, в Р всякое объединение выпуклого множества архимедов- 
ских классов, содержащего нулевой класс, является выпуклым простым 
идеалом. 

Пусть А — выпуклый простой идеал. Допустим, что существуют эле- 
менты х и В, принадлежащие одному классу и такие, что «ВА, В А. 
Тогда обязательно В > «. Существует, однако, такое п, что В" ха и по- 
этому В" 6 А. Это противоречит простоте идеала А. Так как А — выпук- 
лый идеал, он должен состоять из выпуклого множества архимедовских 
классов. 

Объединение В выпуклого множества архимедовских классов, содер- 
жащего нулевой класс, будет выпуклым множеством ‘и ‘поэтому, по тед- 
реме 2, идеалом. Возьмем два элемента вне В. Их произведение будет’ 
лежать в архимедовском классе одного из них`и поэтому также вне В, 
т. е. В является простым. Теорема доказана. 

Упорядоченная полугруппа без делителей нуля ‘называется архимедов- 
ской снизу, если она кроме классов нуля и единицы содержит не боль- 
ше одного архимедовского класса, состоящего из целых элементов. 

Упорядоченная полугруппа называется архимедовской сверху, если 
она содержит не больше одного архимедовского класса, состоящего из 
нецелых элементов. 

Упорядоченная полугруппа называется архимедовской, если она’ яв- 
ляется архимедовской сверху и снизу. 

ТЕОРЕМА 141. Для того чтобы целая упорядоченная полугруппа Р’ 
была архимедовской, необлодимо и достаточно, чтобы она не содержала 
нетривиальных (отличных от 0 и Р) выпуклых простых идеалов. 

Теорема следует из теоремы 10 и определения архимедовской упоря- 
доченной полугруппы. 

Теперь мы будем рассматривать целые архимедовские упорядоченные 
полугруппы. Элементы х и В («> В) такой полугруппы называются близ- 
кими, если для любого натурального числа п выполняется соотношение 


о Вы. 

Очевидно, что отношение близости двух элементов рефлексивно и сим- 
метрично. Покажем, что это отношение также транзитивно. Пусть «и В 
близки и Вит близки, причем х >В >> 1. Допустим, что ® и | не близки, 
т..е. существует такое п, что ит >37. ‘Тогда а2"+2 >> 12". Но, в силу 
близости Вит, 12" > В?" и, в силу близости В и ©, Виа. 
«22 < 12". Мы пришли к противоречию. Следовательно, целая архиме- 
довская упорядоченная полугруппа распадается на непересекающиеся 
классы близких элементов. Легко видеть, что эти классы являются ВЫ- 
пуклыми множествами и что множество этих классов можно естественно 
упорядочить аналогично тому, как мы упорядочивали множество архиме- 
довских классов. 
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ТЕОРЕМА 12. Разбиение целой архимедовской упорядоченной полу- 
группы Р на классы близких элементов определяет в Р отношение кон- 
груентности, факто р-полугруппа по которому изоморфна подполугруппе 
мультипликативной полугруппы неотрицательных действительных чисел. 
Для любого упорядоченного множества существует целая архимедов- 
ская упорядоченная полугруппа, для которой это множество является 
одним из классов близких элементов. 

Выберем в Р какой-нибудь ненулевой элемент «. Поставим в соответ- 
ствие всякому элементу В-Е0 из Р следующим образом определенное 
действительное число. К верхнему классу сечения в области рациональ- 


и 
ных чисел отнесем те рациональные числа -, для которых 8" > ау 


нижнем классу — те ациональные числа =. для которых ы а а 
я у п? = ) 


также нуль и отрицательные рациональные числа. Легко видеть, что 
оба класса не пусты. Действительно, если, например, «>В, то, в силу 
архимедовости полугруппы, существует такое п, что м” < В. Тогда чис- 
ло 1 относится к нижнему классу, а число п — к верхнему. 


т 
Покажем, что если = относится к верхнему классу, а # —_к нижне- 


т 
му, ‘то ее. По определению верхнего и нижнего классов, В" > <" и 
84 < ат. Отсюда следует 


Иа" В", 


т. е. В" < В"?, а поэтому та >пр и о 

Свойства сечения действительно выполняются. 

Покажем, что одинаковые действительные числа ставятся в соответ- 
ствие близким элементам и только им. 

Пусть элементам В и 1 поставлено в соответствие число п, причем 
В> 1. Допустим, что элементы В и 1 не близки. Тогда существует такое 


п, что "11 >> 1". Для числа г должно существовать такое рациональное 


число => что 


1 
Реки ‚№ 


-5 


Из определения числа г вытекает, что 


8 Хар, В"`> ат", 
Используя неравенства 
В и "т", 
получим: . 
арт) >. вч(®-+у) >11". 
Неравенства 


в" >> хРи+0 > 14° 


п 1 
означают, что рациональное число Ри, которое, как мы знаем, 


=“ 
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больше г, будет меньше действительного числа, определяемого элемен. 
том 1, что является противоречием. 


Пусть теперь элементы В и 1 (81) близки. Чтобы элементам Ви 1 
могли соответствовать различные числа, необходимо, чтобы существовали 
такие ти п, что 


оп 
р: 
Покажем, что В и ” определяют и в настоящем случае одно и то же 
т т 
число, а именно ИЯ Докажем это для т. Очевидно, что Е относится к 


нижнему классу сечения, определяющего число, соответствующее 7. Убе- 
димся, что всякое большее рациональное число относится уже к верхне- 


му классу. Это будет так, если для. любого натурального Ё число 


Е-1 
ны У ) относится к верхнему классу. Из близости В и 1 следует бли- 


зость В" и 1", а тогда и близость а” и 1", последняя же означает, что 
при любом # 


"> ати+Ь, 


т (ЕР 1 
Этим показано, что число оны относится к верхнему классу сечения, 
соответствующего элементу Т. 


т 
Доказательство того, что элементу В соответствует число —, прово- 


т . 
дится таким образом. Если В" =”, то > ‘относится к нижнему классу 


1 


‹сечения. Любое большее рациональное число относится уже ‘к. верхнему 
классу, так как при любом # 


8"* >> ити. 


т 
Если же В">> х”, то, очевидно, — относится к верхнему классу. В этом 


случае можно показать, что любое меньшее рациональное число относится 
уже к нижнему классу. 
Покажем, что если элементам В и 1 соответствуют действительные 


т 
числа г и $, то элементу Ву соответствует число г -- 5. Пусть -—- относит- 


ся к нижнему классу числа г, а ": — к нижнему классу числа $5. Выве- 


дем отсюда, что число 
т тд - пр 
“. ды СЕ, 
9 п4 


относится к нижнему классу числа &, соответствующего Вт. По определе- 
нию чисел т и $, 


"а", г. 
Из этого следует, что 


п 
8 Ч < «тр, 9 < опр. 


Пусть, например, 81 >. 18. Тогда легко проверить, что при любом нату- 
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ральном № 
(Вт)* > В. 
Отсюда 
(81) = В”: па < ата и 

т, е 

та - пр 

о 
Если же Вт < 1В, то 

(Вт) < (В <", 


откуда 
("я «паи «арт. 


Проводя такое же рассуждение для верхних классов, получим, 
что $ =. 

Выберем какое-нибудь действительное число а, О<а< 1, и поставим 
в соответствие всякому В- 0 из Р число а", где г — ранее определе нное 
для В число; элементу 0 из Р поставим в соответствие число 0. 
Произведению элементов соответствует здесь произведение чисел, и по- 
рядок сохраняется. Теперь’ ясно, что разбиение Р на классы близких 
элементов действительно определяет в Р отношение конгруентности и что 
фактор-полугруппа по этому отношению конгруентности изоморфна под- 
полугруппе мультипликативнои полугруппы неотрицательных действи- 
тельных чисел. 

Пусть теперь задано упорядоченное множество У. Образуем, каки в 


теореме 9, прямое произведение Р= 4 по множеству У упорядоченных 
(е. 


полугрупп Р., каждая из которых изоморфна введенной там полугруппе 
Т. Однако упорядочим Р по-новому. Обозначим через х. элемент из Р, 
“-я компонента которого равна х, а все остальные компоненты равны 
единице. ‘Тогда всякий элемент из Р, кроме единицы, однозначно 
записывается в виде 


(все и; положительны). Нужная нам полугруппа Ф будет Р\\ 1 с при- 
соединенным нулем. Назовем длиной элемента в. и в число п: м ве Ире 
Пусть В и |—ненулевые. элементы из Ф. Мы считаем, что В > 1, если дли- 
на элемента В меньше длины 1, или, при равных длинах, если для пер- 
вого с, при котором В == 1., будет В, >1о. Можно проверить, что Ф яв- 
ляется целой архимедовской упорядоченной полугруппой. Элементами 
длины 1 будут элементы вида о. и только они. Очевидно, что элемен- 
ты длины 1 близки между собой и не близки ни к какому элементу боль- 
шей длины. Кроме того, < ах, еслис «тв У. Следовательно, Ф являет- 
ся такой целой архимедовской упорядоченной полугруппой, которая имеет 
У, в качестве одного из классов близких элементов. Теорема доказана. 
Заметим, что в работе. Алимова (т) рассматриваются произвольные 
архимедовские упорядоченные полугруппы (без нуля), в которых никакие. 
два различных элемента не являются близкими. Там доказывается, что 


= . 
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такие полугрулпы изоморфны подполугруппам  мультипликативной груп- 
пы действительных чисел. Приводится также пример архимедовской упо- 
рядоченной полугруппы, в которой существуют близкие элементы, не 
совпадающие друг с другом. Можно было бы, следовательно, в теореме 12 
доказать лишь, что разбиение на классы близких элементов есть 
отношение конгруентности, в фактор-полугруппе по которому нет пар 
различных близких элементов, а затем сослаться на теорему Алимова. 

ТЕОРЕМА 13. Если в упорядоченной полугруппе Р выполнено условие 
обрыва убывающих цепей для выпуклых левых идеалов, то любой идеал 
полугруппы Р, содержащийся в М, нильпотентен. 

Пусть А является левым идеалом полугруппы Р и АСМ. Рассмот- 
рим последовательность 


р РИ ОИ 


выпуклых замыканий степеней идеала А. Здесь А” означает совокуп- 
ность таких В из Р, для которых существуют такие о1,..., „ВА, что 
В<...а„. Легко видеть, что эта последовательность является убываю- 
щей последовательностью выпуклых левых идеалов полугруппы Р. По- 
этому должно существовать такое п, что 


Ап == Ат, 


Это значит, что для любых &.,..., „Е А должны существовать такие 


уу. ’ 
Элрьь: Мю 6 Д,. ЧТО 


’ ’ 
1... бт < би... би. 
Обозначим А” = В и покажем, что В = В?. Именно, пусть ВЕВ. Тогда 


г. й р ” 


р № 
В бани баб бо 


ит. д., т. е. существует произведение 2п элементов из А или двух эле- 


ментов из А” = В, большее или равное В. 
Покажем, что В =0. Допустим, что 


В = В? + 0. 


Пусть Г будет минимальным среди выпуклых левых идеалов А, обла- 
дающих свойством ВА - 0. Такие Д существуют, так как В? -{ 0, а минималь- 
ный среди них существует в силу условия минимальности. Тогда сущест- 
вует такое 1 6 Г, что В+ = 0. Ву является выпуклым левым идеалом, Рег 
и В В+ =0, так как для любого ‚. существуют такие В, и 
8», что 


ВВ Вт. 
Отсюда следует, что Вл = Г. В частности, должно существовать такое 


ЕВ, 910 7—1. Так как ВсСАи АСМ (М выпукло), то ВЕМ. Так 
как 1-Е 0, то В-Е0 и поэтому В? < В. Неравенство Ву>1 дает 87 > ВТ, 
а В*<В дает Вт ВТ, следовательно, 


Вт = Вт. 
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Но в силу В?-ЕВ должно быть 
РЕВ РО. 
Теперь 81>.0 приводит к 1=0, что противоречит выбору 1. Этим тео- 


рема доказана. 


Поступило 
23.ХП.1955 
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ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ МНОГИХ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе получается аналог теории Фредгольма для линейных опера- 
торов в пространстве аналитических функций, регулярных при |2, | <", 
1 =1,2,..., К, а для некоторого класса операторов (несамосопряжен- 
ных) — и спектральное разложение. 


$ 1. Изучаемое пространство и его основные свойства 


В работах автора ('), (2) и (3) были решены некоторые вопросы теории 
линейных операторов в пространстве аналитических функций, регуляр- 
ных в круге |2|<1, в котором сходимостью является равномерная схо- 
димость в любом внутреннем круге. Это пространство является одним 
из наиболее простых линейных топологических пространств со счетным 
базисом. В силу многих хороших свойств этого пространства, оно яв- 
ляется удобной моделью для изучения вопросов полноты и разложения 
в ряды. Однако это пространство хорошо моделирует лишь тот случай, 
когда основной базис допускает естественную однопараметрическую 
нумерацию. Случай же, когда естественной нумерацией основного 
базиса является нумерация многопараметрическая, моделируется плохо. 
В целях получения более подходящей модели, результаты, сформулиро- 
ванные в работах (2) и (3), переносятся в настоящей работе’на случай 
многих переменных. 

Пространством м мы будем называть множество аналитических функ- 
ций А переменных 21, 25,...,2*, регулярных при |21|< А, &=1,2,..., К, 
в котором сходимость определена как равномерная ООД при 
|2 | <г, 1=1,2,..., А, при любом г< В. Пространетво 9 мы будем 
обозначать для и просто 9. 

Пространством р. мы будем называть множество аналитических функ- 


ций А переменных 21, 22, ...,2к, регулярных при |2: | > В, &=1,2, ...,Ё, 
в котором сходимость определена как равномерная сходимость при 
[24| >2г,Ё=1,2,..., &, для какого-либо г<_ В. 

Систему функций {Фт,,...т (21, ... › 2к)}, принадлежащих р в, мы назовем 


к 
базисом в 9, если любая РГЕ\в может быть разложена (и притом 


единственным образом) в ряд 
со 


Е (21, ес 2к) = > @т,,... ть Фт,,... ть (21, 205] 2к), 


т:,...тд=0 


з к 
сходящийся в смысле топологии 9%, 
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Простейшим базисом в 9 является система степеней 


ть 
т, та К 
мк а По 
о СЕ 
Систему функций {Фи,...тх (21, ..., 2к)}, принадлежащих %в, мы назо- 
вем биортогональной с системой функций {Фт.,....ту (21, ... ‚ 2к)}, принадле- 


х 
жащих %„, если 


4 
Об ... Фпь,... т (21, ... к) Фит, (21, ...) 2к) 42, ...) 2х — 
(2=0* р ы 

51= 


р если пи =, #=4,2,...,А, 
— 0 в других случаях. 


Системой, биортогональной с системой степеней, является система 


—т,—1..—т:—1 


—тух—1 
22 22 Е 


я И ИЕ 
Приведем ряд свойств пространства 9%, которые доказываются почти 
дословно так же, как это было сделано в работе (!) для случая А =1. 
1°. Любой линейный функционал [(Р) в # может быть представлен 
в виде: 
оееаа 
— (то 


КЕ) |. Плеве) Оазеиадеье ЧАр 


|2;[=г 
Е 
где СЕУГ,. 
к 
2°. Слабая сходимость в %, эквивалентна сходимости по топологии. 
Для сокращения записи примем обозначения: 


т та 
Е (2, чеку 2к) ы В (2), Чт... ут — @т, 21 т. ...) 2к = РА 
Е. —ту1 
а и, 9 =2—т—! 


им: д: 
> к а 
Линейные операторы в %„ или в %, будем определять, задавая 
функции 
ие пы ОЕ, ЧО Мом 


или, соответственно, функции 
Фи (2) ="Вмекляниыыо, Фуогороди ное. 


в в К > 
Если А — линейный оператор в 9%’, определенный равенствами 


со 
Аз” = фт (2) = № О 
п=0 


то через А’ мы будем обозначать линейный оператор в 9: определен- 


у 


5” 
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равенствами 
со 
Да 1 = фи, (2) = У а" 


п=0 


В дальнейшем для нас будут наиболее интересны операторы, удов- 
етворяющие условию 

А) Оператор А переводит ый В 9. при любом А, Ад< В<В.. 

Отметим ряд простейших свойств таких операторов. 
| ТЕОРЕМА 1. Оператор А, удовлетворяющий условию А), может быть 
представлен в виде: 


Е .. } 4, РО. -- (1) 


2 уе 
(211) тЫ 


де А(з, С) — аналитическая Функция 2 и С, регулярная при а” 
:[`>г, при любом г, В <г<В.. 

Доказательство. Пусть фи (2) = А2”. Рассмотрим последователь- 
ность 


Ар (2. = ХС" 


п<р 


гри 1241 Зв, || > г, в <р<г< В,. Для любой ЕЕ 
==)... Ар (2, О Р(О45.... Щь-— АЕ, шар, ->о0, 
(2=0)* е | 


> 


равномерно по 2 при |2: | <р. Отсюда, в силу свойства 2°, получаем 
утверждение теоремы. 

ТЕОРЕМА 2. Если ротор А удовлетворяет условию А), то опера- 
пор А’ переводит 97, в 9", при любом В, ВЮ < В < В, и может быть 
редставлен в виде: 


а 8 % 
А’Ё’ == 20 на О а, а, (2) 


де А(2, ) — та же функция, что и в теореме 1. 

Доказательство. Ясно, что О определенный формулой (2), 
сействительно переводит 9Г, |: р. при В, < В В,. Остается прове- 
ить, что он совпадает с А’. Поатая 


А (23 о -= ох \ @рт 22 Фе 


ф=0п=0 
олучаем: 
о 55 
Арт = У @р,т2Р, А’—т—1 — хх @т,п д—т- 1, 
р=0 п=0 


то и доказывает наше утверждение. 


Известия АН СССР, серия математическая, № 2 


226 М. А. ЕВГРАФОВ 


В заключение отметим два простейших критерия базиса. | | 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Фи (2) © 9", {фт (2)} — система, биортогональная \ 
с системой {т (2)}, п все фт(2) регулярны при || > В, В, < В. Если! 
ряд 


{ 
х 


Уж (3 © (3) 
т=9 


1 
при || > г, || <р(г) равномерно сходится по зи бк Сы ©. 


и р(г)>> В при г> В, то система {фт (2)} образует базис в эр. Если 


фи (2) = У) @тл 2”, тт 4 


т>т 


п > т означает, что п, >. пи, ... › пк > тк), то условие относительно суммы 
ряда (3) можно отбросить: в этом случае ряд (3) не может сходиться 
ни к какой другой сумме. 

Доказательство. Интегрируя равенство 


Е (©) 


Е). =щ = № "®%©РО 


т=0 


= ге 
почленно, получаем, что любая РЕЗ разлагается в ряд по фи (2). 
Единственность разложения следует из одного лишь существования 
биортогональной системы. Для доказательства того, что в случае 


Фа (2) = о @т,п2", @тт == 1, 
т>т 


можно отбросить условие на сумму ряда (3), заметим, что в этом случае 


ь ке 1 
биортогональной системои является система многочленов от р узы 


21 2 
коэффициентом. при 2_"-—1, равным единице, содержащих лишь члены 
—'1, п< т. Поэтому, полагая 


4 < < 
Род = брыыы — „2 "© = Хиро, 


т=\ 


мы получили бы 


1 
в (9) @ы ... д = = © — ==, 
т. е 
У фтп Ри (6) == 0, И РЕВ бед (5. 
п<т 


что возможно лишь когда все р» (©) равны нулю. 
Тем самым теорема доказана. 


г 
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ТЕОРЕМА 4. Если А — оператор, у 8 9. обратный, и система 
'Фт (2)} образует базис в 9", то и система {5 ›()}, = Афт, образует 
азис в %,. 


Доказательство. Применяя оператор А к обеим сторонам ра- 
нства 


Р = У ати (0), 


т-о 


| 
| 


получаем наше утверждение, так как уравнение АР = С однозначно 
разрешимо в Зв. 


$ 2. Аналог теории Фредгольма 


Как и в случае А =1, построение фредгольмовой теории основано на 
зледующей простой лемме. 


'’ ЗЛЕММА. Пусть линейный оператор А в Ур. определен равенствами: 


со 
а (2) = 2 Зил 
| п=о 
пусть 
| со 


зир зир У ета | 
В.<т<В т>0 1—6 


| те, (1) 


Гогда оператор А + ХЕ (Е — единичный оператор) имеет в о обратный 
Эля любого ^, |\ | >=. 
Доказательство. Докажем, что ряд 


со 


„ АР Е 
22 | 1) хп+1:? А = В, (2) 
| ®=0 
при |^|>> = сходится в 9% для любой ЕЕ я. В самом деле, положим 


| Дер. У ат, ви (т) ео а рта к, 
Так как м - г а 
Ар = А. А"Р = х ар (2) = 2 > их 28-2, 
то мы получаем: 

Ета (Г) < о 8# (г), В << А. 


Значит, при любом г, В, <7< В, 


Р 
хп-+1 


=п 
< ря 80 ("), 


ах 
12; |<т 


что и доказывает сходимость ряда (2). 


6* 
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Нетрудно проверить, что оператор 


со АП 
АА=У (—1)" ттт 
т=0 


> к 

действительно является обратным к А -{ ^Е и что он непрерывен в %ю. 
С помощью леммы легко доказывается основной результат. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть А — оператор в %, определенный равенствами_ 


А = фи (2) = > ка 


п==0 
и пусть существует такое число «, 0< «< 1, что 


со 

Е а: ара, ен. (3) 
о<т<1 шах т; © п—0 

Тогда`для операторного уравнения (А + ЛЕ) Е =С при 1! |`> а, справед- 
ливы все теоремы Фредгольма. 

Доказательство. Заметим, прежде всего, что в силу теоремы 4 $ 1, 
наличие в 9, оператора, обратного к А-)Е, эквивалентно тому, что 
система {)2” - т (2)} образует базис в 5. . Кроме того заметим, что 
если система {^2" - о (2)\ образует базис в ры при любом г, г< В, то 
она образует базис и в 9%. Выберем какие-либо числа 8 > 0, «< т< 1, 
где го сколь угодно близко к единице, и возьмем число М, настолько 
большим, чтобы 


со 


зир зар » ИТ и а: © 


о<т<то шах т; >М. ®—0 


Оператор Аз, определенный равенствами 


0, шаху Му, 


те ФИ — 
Ао" = Фт (2) = ый (2), шахт; > Мь, 


‘удовлетворяет условиям леммы с в, < е, (1 +8). Это значит, что система 
{\2т -- Ф® (2)} образует базис в 9 при любом г, «, <г<.г,. Но задача 
о разложении функции в ряд по функциям системы {^2” + Фи (2)} легко 
сводится к задаче о разложении в ряд по функциям системы {27 -- $® (2)} 
и к конечным алгебраическим операциям. В самом деле, обозначая через 


{$® (&)} систему, биортогональную с системой ат -- Ф® (2)}, и полагая 


ат (*.2" -- фт (2)), Е (2) = ь фт (ат х® (2)), 


0 т=о 


Е (3) 


| 
ЗА 


получаем для определения а» систему уравнений: 


1 
(20) 


\ ы (\2т + ет (2)) $ (2) 421... дак. 


пт . 
[2 |=т 


=> “ 
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Вопрос о разрешимости сводится к исследованию матрицы первых М 
уравнений. Таким образом, все свелось к конечномерному случаю, и, в 
силу того, что 6 произвольно мало, а г, произвольно близко к единице, 
теорема доказана. 

Заметим, что если мы потребуем от оператора А, чтобы 


со 


ыы фе ВИ бо Г 


шах т; -+ со п=0 


то получим, что теоремы Фредгольма будут справедливы для всех ). Е 0. 
Условие (4) аналогично условию вполне непрерывности оператора А в 
` нормированном пространстве. 
Оператор, удовлетворяющий условию 


А” = фи, (2) = >. оно” (5) 


п>т 


(штрих над знаком суммы означает, что член с п=т в сумму не вхо- 
` дит), мы будем называть оператором вольтерровского типа. 
Если А — оператор вольтерровского типа, то уравнение 


(ААВ) Е=0 


не имеет нетривиальных решений. Такие операторы часто встречаются 
в вопросах интерполяции. 

Для решений уравнений (Е — А) Е =(, где А — оператор, удовлетво- 
ряющий условиям (4) и (5), имеет место следующая оценка. 
| ТЕОРЕМА 2. Пусть Е — решение уравнения (Е — А) Е = (С, 


| 


Е (2) = Учи", 6(1)= Ут". 


т=о о 
Полагая 
со 55 , оО М 
Ве ое оборени але Иечане ме 
т-0 шахт; >Р и>т 
имеем: 
< БСН 
У Е ав (г) ль (7) + +... (6) 
т=0 


Доказательство. Положим 


Е > .-+...+т 
Пе 
т=0 т=0 


Так как оператор А — вольтерровского типа, то после р-кратного приме- 
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нения этого оператора к функции С в степенной ряд получившейся функ.\ 

т ь | 
ции войдут лишь члены 21".22°...2*, в которых хотя бы один из по’) 
казателей т; не меньше р. Поэтому 


ыы — 


тах; >р п>т 


:=. : .. а” (2 Оо 
а о. 
тах; >р ты, . 


откуда и следует оценка (6). | 
Легко видеть, что теорема (2) допускает следующую интерпретацию. 
Следствие. Пусть величины ат,,ть,....т, Удовлетворяют рекуррент-| 
ному соотношению: | 


@т = -Ё я би №0. 


п<т 
Тогда 
и вр) а НФ +... +19 0).. 90ь @ 
т-=о | 
где 
2 (г) = ь || я 
т=0 
О-В м [тт] Ам 


шахту; >.) тп 


Оценка (7) имеет весьма общий характер, 


$ 3. Спектральная теория операторов, отличающихся от 
диагонального на оператор вольтерровского типа 
Ч 
Для построения спектральной теории мы постараемся получить кри- 
терии, позволяющие утверждать, что система собственных функций не- 
которого класса операторов образует базис в 9. Для этой цели мы ие- 
пользуем критерий 4 $ 1. Этот критерий предполагает знание оценок 
для системы собственных функций и для биортогональной системы, так 
что нашей ближайшей задачей является получение таких оценок. 
Всюду в этом параграфе мы будем считать, что оператор А удовле- 
творяет условиям: 
1. 42” = тт + Фи (2), Фш (2) = >. ть 


п>т 
к х 
2. Оператор А переводит Ув в %, в любом В<1. | 
3. 2 )т прип>т, п+ т. 
Г. | 
Задача о нахождении собственных функций такого оператора может 
быть приведена к решению уравнения вольтерровского типа. 


га 
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ТЕОРЕМА 1. Собственная функцил оператора А, отвечающая собствен- 
юму значению \т, Удовлетворяет уравнению (ЕЁ — Ат) ит = 12", где Атж— 
ператор, определенный разенствами: 


Ура м рт, рат, 
т 2Р— } ПР Ат — п 
0 для других р. 


Доказательство. Условие Хш-ит = Аии может быть записано 
з виде: 


Ри» = Вии, Ор = (и — р) 22, Вар = У ер ид". 


п>р 


Гак как разложение и» (2) мы можем предположить имеющим вид 


7’ 
а Она 


т>т 


го для определения и» (2) существенны лишь 12? и В2? при р»т, 
з остальные 02? и ВР можно задавать произвольно. В частности, мож- 
но положить Ои2Р = 02 при рт, р== т, и Ол? — 22 для всех осталь- 
ных р, Ви2Р= ВР при рт, р-Е т и Вш2Р =0 для всех остальных р. 
Гогда уравнение для и» (2) примет вид: | 

Отит = 2” Въ Ит» 
али 

(Е[Оы В) ии=2т. 


Раскрывая РуйВт 22, получаем наше утверждение. 
ТЕОРЕМА 2. Если ряд Ош (г), 


ОА" у ФЕ ьья 


и 15 на а. 


1” (г) = зар рут 


' чи еее ’ 
шахр; >4а п>р | А == юм | 


сходится для всех г<1, то для ит (2) имеет место оценка: 


шах |им (2) | < г" +. -+тк Ош (Г). (1) 
| 25 | <т 


Доказательство этой теоремы немедленно получается применением 
теоремы 2 $ 2. 
— й 
Через А’ обозначим оператор в 9, определенный равенствами 


А’—т—1 = фи (2) = ми тЪб1- о епт 2", 


п<т 


через ож (2) — собственные функции этого оператора, отвечающие собет- 
венным значениям \» и начинающиеся с 2_"-1. Имеет место следующее 
утверждение. 
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ТЕОРЕМА 3. Система {5 (2)} является системой, биортогональной с си- | 
стемой {ит (2)}. 

Доказательство. Если не выполнено неравенство п > т, то в 
произведении иж (2) 2» (2) не будет члена (2,-25...2к) 1, так как ряд для | 
ит (2) содержит лишь члены 22 ср т,а ряд для %„ (2) — члены 22-1 с. 
р<п. Поэтому если не выполнено неравенство п >. т, то автоматически 


я | .. ши (2) 2» (2) 42: . к Чара 


аа 
Далее, если п = т, то ряд для произведения из (2) ©, (2) содержит лишь | 
один член с (21-2....2%)1, причем коэффициент при нем равен единице. | 
Поэтому 


пи О аы .- Фы =1. 


а = г 


‚Наконец, при пт, п-т, имеем шит = Аит, ^\„0, = А’,, откуда 
находим: 
Ат № ] ео ши (2) 2н(2) ал . „Заре 
(2) [ат 


1 
(20 


\ к \ („Аит — итА’Ф,) 421 . . . 42к. 


|124 =т 


Легко проверить (используя, например, интегральное представление 
для АР), что правая часть равна нулю. Поскол«ку, в силу усло- 
вия 3, =)», получаем требуемое. 

Для функций 2» (2) имеют место утверждения, аналогичные теоре- 
мам 1 и 2. 

ТЕОРЕМА 4. Собственная функция оператора А’, отвечающая собствен- 
ному значению \т, удовлетворяет уравнению 


(Е — Сш) эт = 2", 


где Ст — оператор, определенный равенствами: 


# 
пр —п—1 
раны < т т 
ре Вы 2 Ат — Ап чресьтото реет 


0 для других р. 


Доказательство. Полагая 


7 
рита Ут, 
пт 


как и при доказательстве теоремы И записываем уравнение 


ь АО — А’от, 


„> =“ 
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в виде 
Рот — Е -- т, 
где р 
Вар т—)Р, рхт, рт, 
РЕ для других р, 
| мя п, р 2" 1, р<т, р о т, 
ИАт2-Р-1 = }п<т 
| 0 для других р. 


Отсюда находим: 
(Е — И От — 


—1 ие. 
и, раскрывая Р» Ви2_Р-1, получаем утверждение теоремы. 
Дословно повторяется и оценка. 
ТЕОРЕМА 5. Для функций от (=) — собственных функций оператора А’, 
отвечающих собственным значениям \т, — имеет место оценка: 


тах [2 (2) [< ОАО, ро 1, (2) 


125 |[>? 
где 
Ф.Н "...19), 
{ |9 
5ар ИЕР ‚ 


= (т) 
шах(р; —п:)>ап<р |Ат 


1а 


Оценки (1) и (2) в сочетании с теоремой 3 $ 1 сразу же дают нам 
достаточные условия того, что система собственных‘ функций оператора 


образует базис в эр", 7—8 
ТЕОРЕМА 6. Если при любом г< 1 


1 $ 
0 нь (3) 


тах 17; > © 


то система собственных функций оператора А образует базис в эр", Ч 
В общем виде условие (3) довольно трудно обозримо. В случае пра- 


вильного роста \» (скажем, \„= т: +...-+ т) оно несколько слабее 


‘условия 
‚ 
В з У Е Е тх 0, ‚< 1, 


тах т + с | Аш | пт>т 


но не очень существенно. 
После того как доказано, что система собственных функций оператора 


образует базис,. легко получить для этого оператора спектральное раз- 


ложение. 
ТЕОРЕМА 7. При выполнении условий теоремы 6 оператор А может 


быть представлен в виде: 


|... 42 ОРО 4... 


т" 
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где 


А(2, 0) = У шим (2) 5. (©. 
т=0 
Доказательство. Поскольку {иж (2)} образует базис в У, а эм (2) 
биортогональны с ит (2), то любая КЕЗЙ может быть разложена в ряд 


Е (2) = ране), ЕЕ. Ре. а 


—— (тр 121 = 


Но Аи = вит, следовательно, 


А == Е Е, о а 


т=0 т=о (24) ^ 1 =т 


откуда, меняя порядок суммирования и интегрирования, получаем наше 
утверждение. 


Поступило 
2. Ш. 1956 
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Л. А. САХНОВИЧ 


О ПРИВЕДЕНИИ ВОЛЬТЕРРОВСКИХ ОПЕРАТОРОВ 
К ПРОСТЕЙШЕМУ ВИДУ И ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе приводится к простейшему виду определенный класс воль- 
‘терровских операторов. Проводится спектральный анализ операторов из 
этого класса. Полученные результаты прилагаются при доказательстве 
теорем единственности для систем дифференциальных уравнений. 


Введение 


В работе М. С. Лившица (1) * было показано, что всякий оператор 
класса {©, спектр которого сосредоточен в одной точке Х =0, может 
быть привелен при помощи унитарного преобразования к «треугольному» 
виду: 


х 


47=1\7(08 (0 141842) (0<2<9, (1) 


тде / (2) 6 [1[0,1] **, матрица В(#) неотрицательна и $рВ? (2) =1, а /— 
.диагональная матрица, на диагонали которой стоят либо +1, либо —1. 
В настоящей работе рассматривается вопрос о дальнейшем упрощении 
оператора (1) при помощи линейных (не обязательно унитарных) преоб- 
разований. 
При некоторых дополнительных ограничениях, наложенных на матри- 
цу В? (2) Г, устанавливается, что оператор А линейно эквивалентен опе- 


ратору Г", где [" определен на векторах из [1 [0,6] формулой: 


х 


= Герда... Даьвь 0,0... 26[0,6]. 
Н г 


0 


Оператор Г”? представляет собой прямую сумму простейших операто- . 
ров интегрирования. 


1 
* Мы предполагаем, что читатель знаком с основными результатами работы (1). 
** Под пространством в. мы будем понимать пространство  вектор-функций 
м 
(2) = [71 (2), о (2),...,/,(2)] со скалярным произведение 


"й 


1 
(в = У \лфи@ 4. 
0 


4=1 


236 Л. А. САХНОВИЧ 


В частности, получен следующий результат для интегральных опера- 


торов Вольтерра: 
ТЕОРЕМА 1. Пусть ядро К (х, у) оператора 


к=и К, уу, 1) 61710, (2) 
0 
удовлетво ряет условиям: 
1) К (х, у) представляется в виде: 


К(ру=Х офефы (<), (3) 
Е 
где функции ‹;(х) линейно независимы, ®; = 1; 
2) ряды 


УИефР, Ув, Ув 


1=1 


сходятся а. рно; 


3) К (2,2) = в 


нот 


Тогда оператор К линейно эквивалентен простейшему оператору ин- 


тегрирования 1 (), определенному формулой: 


19% — 20 а, $(2) 61710,65]. 


0 


Если ядро К (5, у) конечно-парное, т. е. в разложении (3) г со, то 
для справедливости теоремы 1 достаточно потребовать равномерной огра- 


ниченности по х функций $,(2) и выполнения неравенства К (1,2) = 0: 

Отметим, что оператор (1) имеет систему вложенных друг в друга 
инвариантных подпространств Н», где Н„ состоит из всех вектор-функ- 
ций, обращающихся в нуль на интервале [0,«]. Естественно возникает 
вопрос: существуют ли у оператора (1) другие инвариантные подпрост- 
ранства, отличные от Но? 

Следуя М. С. Бродскому, мы будем называть оператор одноклеточ- 
ным, если, каковы бы ни были инвариантные подпространства Н\: и Н, 
оператора А, выполняется одно из соотношений: Н.Е Н,, Н.ЕН.. | 

Из теоремы 1 вытекает, что оператор К [см. (2)] является однокле- 
точным, т. е. что оператор К не имеет инвариантных подпространств, 
отличных от Но. 

Доказательство того, что оператор К является одноклеточным, 
когда ядро К (т, у) неотрицательное и конечно-парное, было ранее другим 
методом получено М. С. Бродским. В частности, он показал, что опера- 
тор интегрирования 


о = \ (94, $(061210, 1, (4) 
0 


и 
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является одноклеточным, но не дал условий линейной эквивалентно- 
сти операторов К [см. (2)] и Г® (ем. (4)]. 

В качестве приложений полученных результатов в настоящей работе 
доказываются некоторые теоремы единственности для обратных задач, 
связанных с системами дифференциальных уравнений: 


а . : 
— ее А (х, ^) В? (®)Т (Оо В. (5) 


К виду (5) легко сводятся следующие системы (см. $ 4): 


м (Вы сы, 


(6) 
с, = — [а (ба -+ьь] 


5 —= № а (2) (2) $, 
(7) 
&_ — 2 -6(2)э—а(1) 5. 


Аналитические свойства матрицы монодромии системы (6) были изу- 
чены М. Г. Крейном (2); им же для систем (6) и (7) была решена обрат- 
ная задача. 

Система (7) также рассматривалась М. Г. Крейном (3) в связи с кон- 
тинуальным обобщением ортогональных полиномов. 

Заметим, что при 6 (2) =0 система (7) легко сводится к обыкновен- 
ному дифференциальному уравнению второго порядка. В этом случае 
получаются ранее известные в теории обратных задач результаты [см. (“)]. 


$ 1 


1. Рассмотрим оператор 
=: \7(08(074:8(2) (0 <= <). (1.1) 


В дальнейшем, если не будет оговорено особо, будем считать, что 
ре В? (2) 1 удовлетворяет следующим условиям регулярности (усло- 
вия (1)): 

а) существует такая матрица У (2), что 

У (2) В? (2) Г (1)1=6(т) (0<:<1, 


где 2 (52) — вещественная диагональная матрица, все элементы которой, 


отличные от нуля, равны между собой; 
Ь) зар шах{]Т (2)|, |’ (2), [И (®) | [71 16 (@) 1 |2’ (2 < М 


0<х<х 
с) гапг.0 (2) =0 (0<=<0. 
Пусть 


Яя (% | <=) 


р 
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— некоторый постоянный вектор. Докажем, что имеет место следующая: 


формула: 
(аа = — В (+0), (1.2) 


где 


Е 2 
= ‚Г и аз 
и (т, ^) =(е е 
0 
Действительно, 


З 14 
и. [А В Ва) = 


0 


= Ри (2, 8 —№\ 4 =18 (2). (1.3) 


Равенство (1.3) равносильно следующему соотношению: 
23. 
(АВЕ | иво). (1.4) 


Применяя оператор (А —^1)*" к обеим частям соотношения (1.4), 
получим формулу (1.2). 
Из (1.2) следует, что 


(акт ив ово = Ва, = 1 [ш (=, ^) —П. (4.5) 


0 


Пусть — —= $. Изучим подробней матрицу ш(х, $). 


ЛЕММА 1.1. Существует такое число В, при котором справедливо: 
неравенство: 


х 
(Пас тае: пла з1 


| (=, 5) | < Ве 


где а (1) — собственное число матрицы ПО (+), отличное от нуля. 
Доказательство. Так как матрица В?(х)Г непрерывна, то для 
любого 6>0 можно найти такое разбиение сегмента [0, 2], что 


[1 (2, 8) <| Пе Я |3 ДУ о ПУ "У (азы | - И ват) 


ПТ || е—Ипз-Б(к;)Ах | 24 


1=0 
тр—1 
р Х Ирери-Ах| т | 
<м Пи+!()- Зав ть 


7=0 


ей 
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Так как |2(2)|=|4(2;)| и матрица У (5) удовлетворяет условию 
Липшица (х = 1), то справедливо неравенство: 


и И-—1 
т > 19(х; Ах. |8] 
[1% (=; 5) |< М П И - КД е;-° т 
7=0 


Выбирая достаточно мелкое разбиение, получим: 


С Паауа- ша 
[2 (2, $)|<Ме’е° +5, (1.6) 


откуда, ввиду произвольности 6, следует требуемое неравенство: 


| ас ае- оо $] 
[№ (х, 5) | < Ве° 


Из условий регулярности вытекает, что 4(5) сохраняет знак во всех 
точках сегмента [0, ПД. Для определенности будем считать 4 (1) >> 0. 
ЛЕММА 1.2. Существует такое число №, при котором справедливо 
неравенство: 
| (2, 15 (вз>0. 


. Доказательство леммы 1.2 ничем не отличается от доказательства 
леммы 1.1, нужно только учесть, что имеет место неравенство: 


пе 1А (Ш 0). 


Из лемм 1.1 и 1.2 и теоремы Палея — Винера (5) вытекает. пред- 


ставление: 
«(х) 
(2, 3) —1=5 \ езиК (х, у) ау, (1.7) 
0 
где 


Кез - С о, ты о (2) = 4 (04, (1.8) 
0 


причем несобственный интеграл в правой части (1.8) сходится в смысле 
среднего квадратичного. 
Пользуясь формулой (1.5), можем записать равенство: 
Хх 7 ©(х) ео 
4 —^0" [78 (#138 (9 Га = \ е^ К(хуау (0<2<0. (1.9) 
0 0 
` Разлагая обе части (1.9) в ряд по ^ в окрестности бесконечно уда- 
ленной точки и приравнивая соответствующие коэффициенты, получим: 
& &(х) а 
ел" тив (ов (0 Гав = | ГУ КЮ ау 0, 1,2,,..). @.10) 


0 [о 
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Следовательно, 


6(х) 


ворот т а \ 


0 


в, 


У_К(т,у4у п-—0,1,2,...). (1.14) 


р 


Введем оператор В (2) "1, который будем понимать следующим обра- 
зом: оператор В (5) * определен на векторах вида. 


$ (2) = 7 (2) В* (2), 
где / (2) 1 и 
$ (2) В (2) 1 = 1 (#) В (2). 
Однозначность оператора В (2) * легко вытекает из самосопряженности 
матрицы В (5) при каждом х (0<2<)1. 


Вектор А” [#8 (2)] представляется в виде }(2)В (5) [см. (1.2)]. Поэто- 
му имеет место равенство: 


А" [18 (2) В (2) В (2) * = А" [18 (2)} п=0,1,2,...). (1.12) 


Из (1.11) и (1.12) следует, что 


на 
"ИВ («= т \ УК (2, У) 491 (2). (1.13) 


п! 


0 


2. Изучим структуру матрицы К (2, у), определенной формулой (1.8). 
Матрица (т, $) является решением системы дифференциальных урав- 
нений 
аш (х, $) 
ах 


= 15 (х, $) В? (5) Г, 
(1.14) 
и (0, $) =1Т 0<х<4. 


Асимптотика решений системы (1.14) изучалась различными авто- 
рами [см. ($), (7)] в предположении, что собственные числа матрицы 
В (2) 1 различны. Методы, развитые этими авторами, без труда перено- 
сятся и на тот случай, когда В?(5)Г имеет одинаковые собственные 
числа, но элементарные делители все простые. 

Пусть В?(2)Г удовлетворяет условиям регулярности (1). Соответ- 
ствующая матрица 0 (5) имеет вид: 


р (2). = {4 (2), а), _.4(),0,0,0,.. .. 


Можно найти такую матрицу Г, (5), для которой будут выполняться 
условия [см., например, (?)]: 

1) Т, (2) В? (2) ГУ, (21 =Б(@) (0<:<1; 

2) зир тах {| (2) |, |1 (8) |, [Из (2) | Уз" «В < м: 


=” 


ВОЛЬТЕРРОВСКИЕ ОПЕРАТОРЫ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 241 


3) матрица С (2) = ТИ, ' (2) _ имеет следующую структуру: 


х 0, А» (2) ]} т 
С (2) = | 0 


ть 


При этих условиях справедливо [см. (7)] равенство: 


| 13 Г ра 
| 1 (, $) = И, (0)е "(+ Р(а, 5) (шз=0), (4.15) 
где 


Р(е, 9151 


(512), ! Ребе, 15 М. 


Воспользовавшись формулой (1.8), получим соотношение: 


х 


1 48 [ Рай 
Ку = фе, (0) у") + 
 . ОЗЯ-ЕНРЕ, 5) 
та \ РЕ ны 45. (1.16) 


Вычислим сначала первое слагаемое правой части (1.16): 


И 48 реа 
К (д = ему, он У = 
ты 7 
=Т, (0)*1 К, (2, у) У; " (2), (1.17) 
где 
о ра , 
чо х ° ==} 
К; (5, 9) = \ ев ° - 4$ 


— диагональная матрица, диагональные элементы которой Ку; и (х, У) 
определяются формулой: 


[1, 0 <у< (4 (04ь 
Кун и =] 50 (1 =1,2,..., т), 
р у> 904, 
0 


Ки (х, у) =0 (т). 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Перейдем ко второму слагаемому правой части (1.16): 


г. У. (0) -1 (2) —1+Р(а, 
К» (х, у) = \ отт ВЕН 


- 4$ 

—1 

= У. (0) У-1 (2) —1 у у ОНУ (2—1 
+ ( е— {ву пы в 4+ \ е—13у 1 (0) 1 (=) 45 + 
5 } $ 
7 —со 
еб | ол 4. (4.18) 
= —с© 


Из (1.18) непосредственно следует существование такого постоянного 
числа А, что 


|К, (т, у) | < фе 


за (в, |< Е. (1.19) 


ЛЕММА 1.3. Имеет место равенство: 


х х 


К (*, а а) = К, (2, 440 4), 0О<;<1 (1.20) 


д оказательство. Утверждение леммы эквивалентно равенству: 


х 


К, (с, а (6) @)=0. 


0 


х 


Действительно, К (х, у) =0 при у> \ 4 (Е) 4Е [см. (1.7)], К, (5, у) =0 при 


0 
х х 


у> 4 (6) 4. Тогда и К, (5, у) = 0 при у> (0 а. 
0 0 
С другой стороны, как мы показали выше, в любой точке х суще- 


д 
ствует матрица 5.» (т, У). Следовательно, 


х 


Ге (с, \а (0 @)=0. 


3. Обозначим через Н» пространство векторов вида; 
| 


фе [Фь Фе Фиь- 0, ОО ЕР. [с, \а(9 @] (&=1,2,...,т). 


0 


Рассмотрим оператор В, действующий из Ни в [1 и заданный фор- 
мулой: 


Во д |9 К (о, у) 44-18 ()1 (0<2<1. (1.21) 


^^ 
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Из (1.13) видно, что оператор В определен на векторах вида: 


ее прыг ИН 
` | 
0<у<\9 (04 
0 
т. е. на плотном в Ни множестве. 
Пользуясь результатами п. 2, можно написать: 


© (х) 


Ве = [р (® (1) К, (т, ® (2) 4(®) + \ ФК (е, 4 18 (т. (1.22) 


0 


Из условий регулярности (Г) вытекает существование такого числа 
5>0, при котором справедливо неравенство: 


4(1) >85 (0<5<1. (1.23За 
В силу (1.23), оператор 


&(х) 
Вир = 1 [2 (&(2)) Кн (2, ® (2) 4 (@) + \ ФК, 4 (1.24) 


0 


ограничен. Кроме того, из (1.23) вытекает ограниченность оператора 
В (5) *. Отсюда следует, что оператор В (1.22) также ограничен. 

Обозначим через Н»„ замыкание линейного многообразия, в которое 
переходит Гл [0, | при умножении его элементов на матрицу В (2). 

Из формулы (1.22) видно, что оператор В переводит Нш в Нь». 

Докажем, что существует ограниченный оператор В", обратный по 
отношению к В и действующий из Ны в Ню. 

Очевидно, достаточно доказать высказанное. утверждение для опера- 
тора В, (1.24). 

Согласно (1.17) и (1.24), имеет место равенство: 


©(х) 


Во = Е [2 (2)) У, (0) (Уча + | ФФ д Кач]. (4.25) 


0 
Так как В.Ф Н», то вектор 


7 (5) =: [В1$] 1. И, (2) 
имеет вид: 


1(®) = а (@),..-, = @), 0,0,...]. (1.26) 


Рассмотрим оператор 
©(х) 


д 
Вир = [96 (9)) т, ("р + } + = К, 4, 0]. (127 
0 
Оператор В, переводит Нт в себя. Методом последовательных при- 
ближений, как для вольтерровских операторов, нетрудно показать, что 
существует ограниченный оператор В» 1, переводящий векторы вида (1.26) 


в векторы (1.26). 
72 
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Отсюда легко вытекает существование ограниченного оператора В 1, 
переводящего Ни в Ню. 
Обозначим через /“”) оператор, определенный равенством: 


| у 
1 = [9 (046... т (046,0, 0,...], 0<у«о(0. (1.28) 


о 0 


Нетрудно видеть, что пространство Н» инвариантно относительно 
оператора Г”. 

Из формулы (1.13) следует, что на плотном в Ни множестве выпол- 
няется равенство: 


АВф = ВГ”", ФЕНр. (1.29) 


Из ограниченности оператора В вытекает справедливость форму- 
лы (1.29) для любой функции ФЕ Ни. 

В силу формулы (1.13) и ограниченности оператора В, конечные 
линейные комбинации векторов А” [18 (2)] образуют в Н»„ плотное мно- 
жество. 

Следовательно, Н„ совпадает с областью определения простой части 
А„ оператора А. 

Суммируя высказанное, сформулируем основную теорему. 

Если В? (х)Г удовлетворяет условиям регулярности (Г), то простая 


часть оператора А (1.1) линейно эквивалентна оператору Г”, т. е. 


имеет место равенство: 
ВВ, 


где В и В '— ограниченные операторы. 

Следствие. Дополнительная компонента оператора А (1.1) состоит 
из тех и только тех векторов 1(7)(1(х) 6 12), для которых почти при. 
всеф т справедливо равенство: 


1 (2) В (2) ==0. 


4. В настоящем пункте мы изучим некоторые свойства оператора 1“. 
1 2 > 
Очевидно оператор / можно считать заданным в [7 [0,6] формулой 


19 = 2 у(даь 0<:<6. 
0 


ЛЕММА 1.4 *. Функция }(х) является порождающей для оператора 


ти 
Г” в том и только в том случае, если при любом « (х>>0) в сегменте 
[0, «] существует множество точек х положительной меры, на котором 


7 (2) =Е 0. 


г | 
Как нам стало известно, доказательство леммы 1.4, аналогичное приведенному, 
было предложено М. Г. Крейном. 


> “ 
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Достаточность. Допустим, что утверждение леммы неверно. 
Тогда существует такая функция (2) 6 Г? [0, 6], что 


й 


(9—5 ий в) =0. (1.30) 


Вычислим выражение, стоящее в левой части (1.30): 


1 г с 
(ю-+ т у, = лота у в - дЕв (п) ат. (1.31) 


Из (1.34) вытекают равенства: 


[2] 6х 
7080 @ —0, ис 6-9 ие (а =0. (1.32) 
г 0 00 
Запишем очевидное соотношение: 
\/<о А р = (и @— уе ау. (1.33) 
0 0 


Согласно (1.32) и (1.33), справедливо тождество: 


ве —>с 


ебу (р — у) ау-8 2) в =0, 


или 
[о] , [в] 
фе 2 — у) 8 @) аеау=0, 
0 у 


т. е. почти при всех у имеет место равенство: 


ь 
\/@—у=@) 4х = 0. (1.34). 
У 

Полагая х=Ь—л., у=б— у, преобразуем (1.34): ° 


Ут 
\Уб, — 08—20) аа =0, Оки <. (1.35) 
0 


В силу известной теоремы Титчмарша ($), из (1.35) вытекает, что 
5 (1) =0 почти при всех х. Отсюда непосредственно следует, что функция 
7 () является порождающей для оператора т. 

Необходимость условия леммы очевидна. 

Обозначим через Я. (0<«<.) пространство, образованное функциями 
1 (2) (1 (2) 6 Г/Р Ю, 6), удовлетворяющими условию #(2) =0 почти при всех х, 
принадлежащих [0, «|. 

Очевидно Н. при любом «(0 <<.) является инвариантным подиро-. 
странством для оператора у 

Из леммы 1.4 непосредственно получаем 
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Следствие 1. Оператор [Г не имеет других инвариантных под- 
пространств, кроме На. 

Пусть оператор А имеет единственную особенность в точке ^ = 0. 

Введем следующее определение: 

Типом опзратора будем называть верхний предел выражения 

эты| (4—1 ‘| при | \ | ><. 

Следствие 2. Тип оператора 1“ равен 6. 

Доказательство. Пусть /(5) не обращается тождественно в нуль 
ни в одном из сегментов [0, ®] (0<«<5), а 8(2) —ни в одном из сег- 
ментов [8,6] 0<В< 5). | 

Повторяя рассуждения леммы 1.4, убедимся, что 


о — (®— 5)” = = 1 (2) = @ аз и Е 12 — Е @) 4таз. 
| 0 8 (1.36) 


Допустим, что тип аналитической функции © (^) равен 6” (6’ < 6). Тогда 
из теоремы Палея — Винера следует справедливость почти при всех 
$ (56 [2’, 6]) равенства: 


ь 
ие — 8 @) 42 =0. 
$ 
Снова пользуясь теоремой Титчмарша, приходим к противоречию. 
Таким образом, тип ©()) равен 6. Следовательно, тип оператора /® не 
меньше 6. 


1 = 
Непосредственное рассмотрение выражения | о. т) | позволяет 


установить, что тип оператора Г® не больше 6. Отсюда вытекает утвер- 
ждение следствия 2. . 
В дальнейшем нам понадобится следующее очевидное замечание: типы 
линейно эквивалентных операторов совпадают. 
5. Рассмотрим вольтерровский оператор 


х 


к/=#\ ка, уау, 16120, 1. (1.37) 


0 


Ядро К (5, у) удовлетворяет следующим условиям регулярности: 
1) К (х, у) представляется в виде: 


К (2, у) = Ух, (а) $.е; (< оо), 


где функции ф, (%) линейно независимы, в, = 1. 
2) Ряды 


т 


Ув, Ув, УР 


]=1 1=1 1=1 


сходятся равномерно. 


= “ 
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3) |: (2)[2>>0 (0<=<0.* 
ОЕ АЕ АА 


Из условия 3) следует неравенство: 


У в, > 0. 


Е 


Без ограничения общности можно считать, что 
т 
ее 
2; @®в=1. 
7=1 


Оператор К унитарно эквивалентен [см. (!)] (с точностью до допол- 
нительной компоненты) оператору 


4у=2\1 (98 (0) ТаеВ (2), (1.38) 
где Г 


1 (2) 61.0, И, В(2) =| 


РЯ (2) Ф; (7) | 4. 1=1 


а / — диагональная матрица, у которой на пересечении ]-й строки с ]-й 
колонной стоит число ®;. 

Докажем, что В? (1) 1 удовлетворяет условиям регулярности. 

Матрица В? (5) 1 представляется в виде: 


В (2) Г = В (2) Г, 


так как 


: 
Уи (#)Р=1. 
к 

Введем матрицу Т (2): 


в. (2), 822 (2), ов) Я (2), аа 
2.2 (2), Ф1 (2), 0, 0, о) 0, 


__ $ (2) 0 И - 
О бек 


Т (2) = 
_ Фи) е. 
+@®’ 0 1 


эл оо а Керио 94 9 ще. де 9 еее. Л по 


* При г«со от условия 3) можно освободиться, так как при некоторых 


рес 9582 (У 142 =; = в1 выполняется условие: | $ (2) |>>0, где фа (ео (2). 
+=1 
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Обозначим 
® = [255 (1), езфз (2),...], 
^— $2 (2) ноет 
фз (2) 0, Дек 
и К 91 (2) |’ Р (2) = 0, 0,1 


Зе © а ав 


Тогда матрица Т (2) запишется в виде: 


_ | е1$1 (2), 9(7) 1.99 
Т (5) = в. ы „г 
а матрица 7" (2) —в виде: 544 - 
ЕТ 
Т (2) = |9 т (1.40) 
9(2), 0(з) 
где 
а (2) = в191 (1) — © (2) т (2) и (2) = ыы Г 
ое, пре оечюти, 


ее НЕ © о 


—1 
Так как К(5, 2) не обращается в нуль, то норма матрицы ТГ * (2) 
равномерно ограничена по х. 


Нетрудно убедиться в справедливости равенства: 


К (2, +) Т* (2) ГиТ (2) = 8? (2) Г, (1.41) 
где 
А 
О О 
Г. = 
у 0 00.. 


Из (1.39), (1.40), (1.41) вытекает, что матрица 8 (4) Г удовлетворяет 
условиям регулярности. 


Следовательно, оператор К простой и линейно эквивалентен опера- 
2 
тору Г, определенному в Г. [0, 6], где 


1 
к к, 2) ах. 
0 
Из линейной эквивалентности операторов К и 1 и результатов п. 4 
следует справедливость следующих предложений: 
1°. Функция } (2) является порождающей для оператора К в том 
и только том случае, если при любом а (х > 0) в сегменте [0, «] существует 


„> “ 
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множество точек х положительной меры, на котором выполняется нера- 
венство }(1) + 0. 

И Подпространство С является инвариантным для оператора К 
в том и только том случае, если оно ссстоит из всех функций } (2) Е [7 [0, 1, 
обращающихся в нуль в некотором сегменте [0, а]. 

Несколько сложнее доказывается следующее утверждение: 

3%. Величеру то л, 8, (1) являются порождающей системой векторов 
для оператора К, то существует порождающий вектор & (1), являющийся 
линейной комбинацией векторов в. (1),..., 8, (2): 


8 (1) = ав, (2) + ›8.(1) |. + “5х (5). 
Замечание. Допустим, что нам заранее неизвестно разложение ядра 
оператора К (х, у) в ряд. 
Определим К (5, у) при < у: 


К (2, у) =К (у, 2). 
Будем считать, что производные 


91+*К (у 
се 2-1 й.—= 4.2 
д ду^ (5, ) 


непрерывны и самосопряженный оператор 


1 
ИУ \ 1 ( К (<, у) у 


0 


имеет лишь конечное число отрицательных собственных чисел. 
Тогда, пользуясь теоремой Мерсера, получаем: 


д фи (2) $, (9) 
К (5, у) = ый 


К=1 


(1.42) 


Ю-=К* 
где $» (5) — собственные функции оператора ———. 
Из теоремы Крейна — Данилевского’ вытекает возможность дважды 


почлеённо дифференцировать ряд (1.42) по х и по У. 


$2 


1. В настоящем параграфе мы будем рассматривать оператор 


А/ = (98? (0748 (2), (2.1) 


0 
где В? (2) [ удовлетворяет следующим условиям регулярности (условия (П)): 
а) существует такая матрица У (52), что 
У (2) В? (2) ГУ (2) = (®) (0<2=<0, 
где Д (2) — вещественная диагональная матрица, положительные элементы 
которой равны между собой, а отрицательные — между собой. 


Ъ) зар шах {| (2), |7’ 17” ФТИ РФ 9 «М. 
0о<х< 
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с) При любом х существует по крайней мере одно положительное 
собственное число 41 (1) и по крайней мере одно отрицательное собственное 
число 4›(1) матрицы Д (2). 

Большинство результатов $ 1 сохраняется и для условий регулярности (П). 

Так же, как леммы 1.1 и 1.2, доказывается 

ЛЕММА 2.1. При некотором В справедливы неравенства: 


т | 4з (#) | 4Ё- Ша 8 | 
[И (2, $) [< Ве ° з пе; > 0, 


Та, (1) | аЁ- ТТ з | 
[И (2, 5) [< Ве * < 0, 


Из леммы 2.1 и теоремы Палея — Винера (5) вытекает представление: 


в: (х) 
ИУ (в, 8) —Т=з3 | @9К (2, у) ау, (2.2) 
<«з (х) 
где 


5 
55 : 0 0 


К(®, у) = \ Е. (®)= а, (9 ае, ®.(®=\4, (9) ав (2.3) 


причем несобственный интеграл в правой части (2.3) сходится В смысле 
среднего квадратичного. 
Какив$ 1 (1.13), можно записать формулу: 


в: (х) 
А" =Ф о |. © 99° К, уау-В® ®=0,1,2...). (2.4) 


вэз (х) 


2. Пусть В* (1) Г удовлетворяет условиям регулярности (П). Соответ- 
ствующая матрица О (5) имеет вид: 


р (1) = {а, 1: (2), а, 4, (=),. ..› 1 (=), ее -. >. (3); 9,015... 


т, _ таз 


Можно найти такую матрицу И, (2), что будут выполняться условия 
(см., например, (?)]: 


1) У; (2) В (2) ГУ, (@/*= 2(®) (0<2<1, 
2) зар пах (ПИ (2), НИ (в) Из (9 ИТС) 1 (8) 1 (913 < М. 


3) Матрица С (2) = И; * м имеет следующую структуру: 


ти тз 
— 


0, 2 Аз] } т: 
{| (1) = Ал, о; Аз } т 
Азт, Азэ, 0 


=> ^ 
ВОЛЬТЕРРОВСКИЕ ОПЕРАТОРЫ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 251 


При этих условиях справедливо равенство: 
[р (Ба к 
И (5, 5) = ТУ, (0)Не ‹ У, (2) Е Р(х, $) (5=9, 2) 
где 


ПР, 5-ьт (112), ТРЕбь 1 < М. 


5 | 
3. Пространство векторов вида: 
Ф (У) = [Ф: (9),--.› Фи, (У), 0, 0,...] (в (1) <у< а, (1), $()=0 (у<0), 
обозначим через Н\%. 
Пространство векторов вида: 


$ (у) = [0,0,0,...0, Ф„.,(),..., Фи, ть (9)» 0, 0,...] (3(1 <у<о, (1), 
$(у)=0 (у>0), 


обозначим через Н®. 

Сумму Н® + Н® обозначим через Ни, м. 

Рассмотрим оператор В, действующий из Ни, т, в [4 [0, /] и заданный 
формулой: те 
Ве=и |) ФФК(а, 4-18 (4). (2.6) 

&2(х) 
Как ив $1, запишем: 
Вф =1 Ё (©; (2)) К, (2, в (2)) а, (1) — ® (в (2)) К\ (2, воз (2) 4» (=) + 


©: (х) 


+ } эк, 9] -78@" 0<2<1, (2.7) 
©«2(х) 
где к 
р 18[р (о а 
—13 ь = Т — 
О 
Матрица м и 
в [роа ® 


А т 
вау = | е—139 2 4$ 


$ 


—— $ 
— диагональная, диагональные элементы К\, в (2, У) определяются формулой: 


1, 0<у< 4 да и) 
0 
0, 0<у< \&4@и @>”), 
— ] 0 
Аз, н (2, У) = ) > 
1 би 4, (да и 1. тт), 
| о 
О а, (да (и>т, + т,). 
0 


| 
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Из (2.7) видно, что оператор В ограничен. 

Обозначим через Н замыкание линейного многообразия, в которое 
переходит [1[0, ] при умножении его элементов на матрицу В (2). 

Из (2.7) вытекает, что оператор В переводит пространство Ни, т, в Н. 

Повторяя рассуждения $ 1, можно показать, что существует ограничен- 
ный обратный оператор р переводящий Н в Ни, т.. 

Обозначим через 1” (т = т, - ть) оператор, определенный равенством: 


“о == Ё 


у 


е (ав К Пе Ц, 4, 0,0,.. ый (2.8) 


0 


.—. 


где ФЕН, п» 65 (Й < ужо, (1. 

Имеет место 

ТЕОРЕМА. Если В? (2) [Г удовлетворяет условиям регулярности (П), 
то простая часть оператора А (2.1) линейно эквивалентна оператору 
1"), т. е. справедливо равенство: 


А» = ВГ® В", 


где Ви В "— ограниченные операторы. 


$3 
1. Рассмотрим снова оператор 
4=:\1 (08 (0148 (2) 0<2<1, (3.1) 
0 
где В? (2) удовлетворяет условиям регулярности (Г). Обозначим характе- 
ристическую матрицу-функцию оператора (3.1) через И (%). Возникает 
вопрос, однозначно ли определяется по И’ (^) оператор (3.1)? 
Разлоюжим И7’(^) в окрестности бесконечной точки в степенной ряд 


по ^. Рассматривая коэффициент при Х\*, равный /|®|, убеждаемся, что 
1 


по И (^) однозначно определяются матрицы Ги |®| = \в (о ЧЕ. 


0 
@праведлива следующая 


ТЕОРЕМА 3.1. Если задана некоторая характеристическая матрица- 
функция И’ (\) и ей соответствуют в.«треугольной модели» два оператора 


Ал= Е (0 (04218. (0<2<0 (3.2) 


4) =2\ (ОВ (041 ТВ, (2) 0<2<1, (3.3) 


0 


› р? 2 
где В: (х)Т и Вь(х)Г удовлетворяют условиям регулярности (Т), то вы- 
полняются соотношения: 


ИВ (ИУ =В (1) (0<:<1, (3.4) 
ИИ’ (У "= (0), (3.5) 


где У — некоторая постоянная. унитарная матрица. 


„> “ 
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Доказательство. Так как характеристические матрицы-функции 
операторов А, и А. совпадают, то операторы А, и А, унитарно эквива- 
лентны (с точностью до дополнительной компоненты), т. е. унитарно 
эквивалентны операторы, индуцируемые А, и А, соответственно на под- 
пространствах 11 В, (2) =Н, и 1128, (2) =Н.. Обозначим унитарный опе- 
ратор, переводящий А, в А., через 0 (А, = (А,0`\. 

Рассмотрим подпространство @®), состоящее из векторов (2) ЕН,, 
где 8 (2) =0 при х<# (#< 1. 

Очевидно, С является инвариантным подпространством оператора А. 


Из следствия 2 леммы 1.4 вытекает, что оператор А, индуцирует 
1 


в С” оператор типа |\ 4, (2) 4 |, где 4. (2) — собственное число мат- 
1 
рицы В? (5) Г. 
Рассмотрим подпространство С”, состоящее из векторов #(2)ЕНУ, 
где 8(1) =0 при х<$ ($<1. | 
Нетрудно убедиться, что оператор (И переводит вета: причем 


1 1 


| 4, (2) 4 = 4, (г) 4 |. (3.6) 


р 8 


Аналогично доказывается, что Й`* переводит С в (®. 

Если обозначить оператор проектирования пространства Н, на С 
через Р?), а оператор проектирования пространства Н, на С® — через 
Р®, то из вышесказанного легко вытекает равенство: 


(2) 
р 


1 1 
ОР в = Р®Ие, ВЕН, |\ 4, (г) 4» | = |\ 4, (©) 4 | о. ©) 
1 8 
Кроме того, оператор И должен переводить собственные векторы 
А. — А, А, — А, 
и — В собственные векторы оператора Е о 
Мо. 


2 2 
Собственные векторы оператора ат вы имеют вид: 


8, (2), = [Ва (2)ь, Вы (2),..1 @=1,2,...,7). (3.8) 


Соответствующие собственные числа по модулю равны: 


= 
У [ва (2981 42 = 159]. (3.9) 
0 К=1 
А, — А, 
Аналогично, собственные векторы оператора ее имеют вид: 


5 (2), = Ви (Фь вв @ь..] (@=4,2,...,7), (3.10) 
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а соответствующие собственные числа по модулю равны: 
и 
ро | = У | Вах (2) [42 (3.11) 
0 К=1 


Рассмотрим, как действует оператор И на вектор-функцию в, (т). 

Если ©) — собственное число кратности Ё, то справедливо соотношение: 

Об; (2), = “в, (2), + Е, (7), +. --- “ву (2) (1<1 А); (3:12) 
причем 


Е 
У =1. 


1=1 
9; (1) = (ев, (2), (1<1<!). 


Нетрудно видеть, что и при #> для 49,(2) = 19. (т),...,9; (1) 
имеют место соотношения, аналогичные (3.12). 
Так как оператор 0 — унитарный, то выполняется равенство: 


Пусть 


р Ра 
} Увы). 42 = | У в) 42 (,7=1,2,..47. (843) 
0 К=1 0А=1 
Воспользовавшись равенством (3.7), получим, что 
гг гг 
} Ук @.Вь@, 42 = | У чи @ 4. (3.14) 
РЕ 3 К=1 


Обозначим через ((5) матрицу с элементами 4,, (2). Выясним связь 
матриц С (2) и В, (2). 

Из соотношения (3.12) вытекает существование постоянной унитарной 
и [-унитарной матрицы У, удовлетворяющей условию 


УВ, (2) =9 (2). (3.15) 


В силу (3.14) и (3.15), запишем равенство: 


1 1 
\в (2) аз = У в (2), ае/—*, (3.16) 
ИЛИ } 
1 1 
\Зр 8? (2), аз = р 8? (2) ах. (3.17) 
Так как Эр 65 (2) = - Зр В! (2) =1, то 1==$. Тогда из (3.6) следует, 
что 


4, (1 =4, (1) (0<:<0, 


а из (3.16) вытекает равенство при всех #: 
В (=, (3.18) 
В ( = УВ (ди. (3.19) 


о 9" 
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Из [-унитарности матрицы И и соотношения (3.18) вытекает формула: 
У (ИТ = (11. (3.20) 


Пользуясь мультипликативным представлением характеристической 
матрицы-функции Й’()), нетрудно убедиться в справедливости второго 
утверждения теоремы. 

Доказанная теорема может быть сформулирована как теорема един- 
ственности для систем дифференциальных уравнений: 

Рассмотрим две системы: 


АЙ, (х, Х я 
И И, (, 1 (0 <=<0, и 
АТ’. (х, : 

.( ^) =—5-И, (2, ве Од 


где В! (2) Т и В (2) Г удовлетворяют условиям регулярности (1. 
Если вронскианы этих систем совпадают (И’, (Ё ^) = ИУ, (1, ^) =И/ (^)), 
то выполняются соотношения: 


В: (ДУ =в( (0<:<0, УТУ НИ), 


где Г — некоторая постоянная унитарная матрица. 

Справедливость высказанного предложения непосредственно вытекает 
из доказанной теоремы, если принять во внимание, что характеристиче- 
ская матрица-функция оператора . 


41=1\ 18 (0 14:8 (2) 0<=2<0 


0 


является вронскианом системы уравнений: 


эт м —5И(е, Г И0,)=1 (0<2<1. (3.22) 
2. Почти дословным повторением рассуждений теоремы 3.1 может быть. 
доказана следующая 
ТЕОРЕМА 3.2. Если задана некоторая характеристическая матрица- 
функция И’ (^) и ей соответствуют в «треугольной модели» два оператора 


х 


4./=#\ 10 (0416, (0<=<)) 


0 


х 


= ЛЬ (041) (©0<2<1, 


0 


где В? (2) 1 и В: (2) Г удовлетворяют условиям регулярности (1), и если, 
кроме того, положительные и отрицательные собственные числа как 
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: ы 
матрицы В! (2) Г, так и матрицы 65 (7) Г по модулю равны между собой, 
то выполняются соотношения: 


УВ, (ит =В (0 (0<:<0, 
ИИ’ (У "= И), 


где У — некоторая постоянная унитарная матрица. 


Теорема 3.2 также может быть сформулирована как теорема един- 
ственности для систем дифференциальных уравнений: 


Рассмотрим две системы 


аЙ’, (+. ^) : ь 
1 = —— И, ВТ Фа э9, 
4% х 1 (т, №) Вл (5) т 
И 7.) == (1, ^) № (Г (0<=<1, 


где В (2) Г и В (2)Г удовлетворяют условиям теоремы 3.2. 
Если вронскианы этих систем совпадают (И’, ([, №) =И’, (Е, ^) =” (1), 
то выполняются соотношения: 


УВ, (ЭГ =8, (8), УМО =, (3.24) 


где У — некоторая постоянная матрица. 

Пусть ЗрЁ! (2) и 5рВ2 (2) не обязательно тождественно равны 1. Всем 
остальным условиям регулярности (П) матрицы в (2) Г и В (2) Г удовле- 
творяют. Пусть, кроме того, собственные числа матриц В} (2) Г и Вз (2) 1 
при любом х совпадают. 

При этих предположениях, если вронскианы систем (3.23) совпадают, 
то выполняются соотношения (3.24). 

Определение. Мы будем говорить, что матрица 8, (#) определена 
некоторыми условиями по существу однозначно, если любые две матрицы 
В: (1) и В,(1), удовлетворяющие этим условиям, связаны соотношением: 


ТВ, (#) "= 8 (#), 


где Г — постоянная унитарная матрица. 

Например, матрица в! (1) Г, удовлетворяющая условиям теоремы 3.2, 
определяется вронскианом системы (3.23) И’(\) по существу одно- 
значно. 

3. В ряде важных случаев, как будет показано ниже, матрица 8? (ВИ 
удовлетворяющая условиям теоремы 3.1 или теоремы 3.2, однозначно 
определяется вронскианом системы 


АЙ’ (х, ^) и 


С 2%) (@) Г. 


ТЕОРЕМА 3.3. Если В! (2) Г и В (2) Г удовлетворяют условиям регу-. 


лярности (1), гапз В, (2) == тапз В» (2) =1, гос и вронскианы систем 


ай’: (х, ^) 


: ат’ ) 
ИНО ПА Ри, 


} 
} 


5” 
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совпадают (И’, (Ё ^) =, (1, №) =И’ ())), то имеет место тождество: 


| 
В: (2) ГТ==В:(1)1 (0<2<0. 
Из теоремы 3.1 следубт существование такой постоянной унитарной 
матрицы Г, что 
УВ (2) 7—1 = В (2)1, УЖО) ЕИ0.. (3.25) 


Если У — скалярная матрица, то теорема доказана. 
Так как г< < и матрица Г унитарная, то ее можно представить 
в следующем виде: 


Й = НИ", 


где 0 — унитарная матрица, Н — диагональная унитарная матрица. 
Рассмотрим матрицу 


И’ (^) =И (О. 
Очевидно [см. (3.25)], матрица И/“) (^) перестановочна с И. Следова- 


т | 
тельно, при надлежащем расположении элементов Н, матрица И” (^) рас- 
падается, по крайней мере," на два блока, т. е. имеет вид: 


1 И (1) 0 
оу = | Е и | (3.26) 


Из общей теории М. С. Лившица (1) вытекает, что оператор А, ха- 
рактеристической матрицей-функцией №торого является И/“ (\), распа- 
дается на два оператора: А, и 4А., действующих во взаимно ортого- 
нальных пространствах. 

`Но это противоречит тому факту, что оператор А унитарно эквива- 
лентен (с точностью до дополнительной компоненты) оператору 


х 


ду = ЦО (0141, (®) (0<=<1, 


0 


который является одноклеточным, откуда вытекает справедливость до- 


казываемой теоремы. 
ТЕОРЕМА 3.4. Если В (5) Ги В: (2) Г удовлетворяют условиям тедре- 
мы 3.2, г=2 и вронскианы систем 


: АУ’. (х, ^) _ й -\ р2 
ИХ — У, (в, ЛГ, м = — И, (1 


совпадают (И, (1, ^) = 1, (1, 1) = И (4)), то имеет место тождество: 
82 (2) [== (2) Г. 


Доказательство. Согласно теореме 3.2, существует постоянная 
матрица ИУ такая, что 
УВ (27 *=Вв(@)1 УФУ“ =ИО. 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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В рассматриваемом случае 


В 
ЕЕК 
Следовательно, И, будучи /-унитарной матрицей, имеет вид: 
И в о | (3.27) 
0 ©?“ 1 | 


Если х =, + 2тп, то теорема доказана. 
Пусть «а, - 2хп; тогда И (^) имеет следующую структуру: 


| (3.28) 
0 ИУ.» ().) | 
Рассмотрим оператор 


др=а\ (ОВ ав (а) (0 <<, 
где , 


(3.28). Согласно теореме 3.2, ое постоянная матрица У, такая, | 
что 


У, В: (2) 17: = 8? (2)1 (0<=<1. (3.29) 
Так как И, имеет вид (3.27), то из (3.29) следует тождество: 


8* (2) Т==Ва (2) ГТ==Ва (2) Г. 
Теорема доказана. 
Аналогично доказывается 
ТЕОРЕМА 3.5. Если матрицы 81 (2) Ги В: (2)Т удовлетворяют усло- 
виям регулярности (П) (лилиь Зр В: (2) 1, Эр Ва (2) = 1), г=2, собствен- 
ные числа матриц В (т)Ги В (2) Г совпадают и вронскианы систем 
АУ’! (х, ^) __ 


ау’. (22 ^) 
4х = 


а, ^) В+ (2) Г, 4х 


й 2 
= 2 И (т, ^) В (2) 1 
равны между собой, то имеет место тождество: 


Ва (&) == Ва (+) Г. 


$4 
Примеры. 1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений: 
48 
ЧА сы 


(0<2:<1. (4.1) 
а 
2 = — а (д) +Ь(ы] 


=” 
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Будем считать, что функции 6 (1), с(1), а (1) — действительные и имеют 
| ограниченные вторые производные. Кроме того, выполняются соотношения: 


‘а()>0, с(1>0, 
а(с()—5?2(9>0, а(д-+с(=. 


В матричном виде уравнение (4.1) может быть записано следующим 
образом: 


| Ч. А.Н (0 Г, (4.2) 


где 
а а(8 6(1 Е - 2] 
Ь( с(0 —# 0 
Очевидно существует такая постоянная унитарная матрица 0 (ее не- 


‘трудно найти), что ИГО" = Г, где 


Пусть И’ =. И’,0; тогда 


Ч ИН (9 Г, где Н(9=ИН, (00 (0<:<1. (43). 


Как легко видеть, матрица И (2) 1 удовлетворяет условиям тесремы 3.3. 
Следовательно, вронскианом И’ (1, ^) матрица Н (1) определяется одно- 
значно. Тогда вронскианом И’, (1, ^) матрица Н:(#) определяется также 


однозначно. 
2. К системе вида (4.1) сводится следующая система дифференциаль- 


ных уравнений: 


=) + а (2) Ф-+6(7) $ 
(<<, (4.4) 
4 = — 9-6 (2) —а (8) $ 


где предполагается существование конечных производных от дейс?ви- 


тельных функций а (2), 6 (5). 

Уравнение (4.4) рассматривьлось М. Г. Крейном (3) в связи с конти- 
нуальным обобщением ортогональных полиномов. 

В матричном виде уравнение (4.4) примет вид: 


ПРь — ПУ, +, На (®), И, 6, =Т 


о: а (1) Ь (5) 
"т па 9 | 


где 


8: 


я 
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Пусть 
И @лу=И ею @). 
Полагая 
Е \ 
7”. на 
У (® = \ < 0) 
0 
запишем уравнение: 
в = ВИ (2, №) И (2) ПИ (2)-1. (4.5) 1 


Так как И’, (1,0) =7(0, то по И’, (^) матрица И’ (1, ^) определяется 
однозначно. 


о Как и в предыдущем пункте, убеждаемся, что по И’ ([,).) однозначно | 
определяется матрица 


Н (<) =Т (2) ГУ (<)". (4.6) | 


Матрица У (5), как легко видеть из ее мультипликативного представ- | 


ления, /\-унитарна, т. е. 
"= 1. 


Докажем, что матрица УТ (5) определяется однозначно следующими 
условиями: 


1) матрица У (2) представляется в виде: 


`х 

{ на 
У“) = \ е 
0 


где Н, (1) — некоторая матрица вида: 


| 9 60 
н.о ни 


2) Н (2) = (2) ПУ (2), где Н (5) — некоторая фиксированная матрица. 
Доказательство. Пусть матрица 0 (5) тоже удовлетворяет усло- 
виям 1) и 2). 


Тогда 0 (5) представляется в виде: 
0 (1) = @Т(&), где ги-|_"® ие] 


т (5) и 9 (=) — действительные функции с ограниченными производными и. 
г? (=) + 97 (т) = 1. 


Кроме того, согласно условию 1), И (2) представляется в виде: 


[ 


| 


=” 
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| Тогда 


ай _ а! ат Ак 
= Т И“, = ТН, (2). (4.7) 
Так как . 
ау 
А УН, (2), 
то 
| ат — 
| УН; (2) ТУ *. =УТИ, (2), 
$. е 
аг ры ыы т 
9=Т "(а =ТН,(®Т*-—Н, (2), Т(0)=1. (4.8) 


Производя умножение матриц левой и правой частей равенства 
(4.8) и сравнивая их, убеждаемся, что (4.8) справедливо лишь тогда, когда 


Таким образом, мы доказали, что 
Т (2) ==1[. 


Следовательно, матрицей Н (2) (4.6) матрица У (<) определяется одно- 
’значно, а тогда однозначно по Н (5) определяется и матрица НЯ, (5). 

| Суммируя все вышесказанное, можно утверждать, что вронскианом 
‚ И’, (Ь^) системы (4.4) матрица Н, (5) определяется однозначно. 

| Положим в (4.4) 6 (1) =0. Тогда система (4.4) примет вид 


ях = + а® 
| (0 << 1. (4.9) 
— — — Ло — а@% 
х 


Заметим, что система (4.9) легко сводится к обыкновенному диффе- 


ренциальному уравнению второго порядка. 
Поступило 
2.1У. 1956 
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И. С. САРГСЯН 


ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ РАЗЛОЖЕНИЙ ПО СОБСТВЕННЫМ 
ФУНКЦИЯМ ОПЕРАТОРА ШТУРМА — ЛИУВИЛЛЯ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе изучается асимптотическое поведение производных спектраль- 
ной функции самосопряженного дифференциального уравнения второго 
порядка, заданного на полупрямой. Полученные асимптотические оценки 
для производных спектральной функции применены к изучению вопросов 
суммируемости производных разложений по собственным функциям. 
Основными вспомогательными средствами являются метод и тауберовы 
теоремы Б. М. Левитана. 


Введение 
| з 
В. настоящей работе изучаются вопросы дифференцирования разложе- 
ий по собственным функциям самосопряженного дифференциального 
равнения второго порядка, известного под названием оператора Штур- 
ма — Лиувилля, 


У’ {\ —9(2)}у=0, (0.1) 
юпределенного на полупрямой (0, со), с начальными условиями 


| у(0)=1, у(0=А. (0.2) 


| 


Предполагается, что функция 4(5) действительна, определена на полу- 
‘прямой (0, со) и суммируема в каждом конечном интервале. На протя- 
ении всей работы предполагается, что спектр задачи (0.1) — (0.2) 
| неотрицателен. 
Пусть АХ =ы? (\>0). Обозначим через 9(7, и) решение задачи 
(0.1) — (0.2). м 
Как известно [см. (')], при данном й существует по краинеи мере 

дна монотонная, ограниченная в каждом конечном интервале функция 
(^) такая, что для каждой функции /(2) с Г» (0, со) справедливо 
равенство Парсеваля: 


(л (== \ Р(в) 4), ©) = | / (8) 9 (6, в) 45. 


Обозначим через 6 (2, $5; и) спектральную функцию уравнения (0.1) 


т 
. 
{при начальных данных (0.2)), т. е. положим 
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п 
ое, уе, 4), в>0, 
ео. (0.3) 
В) Е \® (= у) < (5, У) 40 (у), и<0, 
\ 0, и = 0. 


Настоящая работа посвящена изучению асимптотического поведения |} 
производных спектральной функции 6(х, $; и) и вопросов суммирования | 
производных разложения по собственным функциям оператора Штурма — 
Лиувилля. Асимптотическое поведение самой спектральной функции и | 
вопросы сходимости разложения по собственным функциям оператора | 
Штурма — Лиувилля изучены Б. М. Левитаном [см. (?) и (3)]. 

Обозначим через 9°(2, $; и) спектральную функцию уравнения (0.1) | 
при 94(5)==0, т. е. положим 


| 
2 . 
9 (еовзышеа = —\ 0$ У5. 60$ 5 4. (0.4) 
3 
Приведем один из основных результатов работы: 
Если функция 4(х) суммируема в каждом конечном интервале, то 
при каждых фиксированных х и $ и при в->со справедлива оценка: 


Це-2)а м : __ 3 Е < с, 


где константа С зависит от интервала изменения х и $ и не зависит от ц.. 

Основываясь на оценках, полученных для производных спектральной 
функции, мы доказываем следующую теорему: 

Пусть }(5) с [»(0, со). Если функция 49(х) в каждом конечном 
интервале имеет суммируемую первую производную, то разность между 
средними по Риссу первого порядка производных первого порядка раз- 
ложения функции } (1) по собственным функциям оператора Штурма — 
Лиувилля и разложения в обычный интеграл Фурье по косинусам стре- 
мится к нулю равномерно в каждом конечном интервале. 

Аналогичные результаты имеют место и для старших производных 
как спектральной функции 8(х, $; м), так и разложения по собственным 
функциям оператора Штурма — Лиувилля. 

Приношу глубокую благодарность Б. М. Левитану, под руководством 
которого написана настоящая работа. 


$ 1. Вывод вепомогательных формул 


Рассмотрим задачу: 
УИ —9(2)}у=0, (1.1) 
я (бум 9’ (00: (1.2) 
Предположим, что функция 4(5) действительна, определена на полу- 


прямой (0, со) и суммируема ‘в каждом конечном интервале. Далее, 
предположим, что спектр задачи (1.1) — (1.2) неотрицателен. Пусть. Х = и? 


д | 
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`(^>>0). Обозначим через (т, и) решение уравнения (1.1), удовлетво- 
’ряющее условиям (1.2). 

Продолжим функцию 49(2) на отрицательную полуось четно и рас- 
` смотрим решение уравнения в частных производных: 


92и 92и 
д — 9 (2) и = эль, (1.3) 
удовлетворяющее начальным условиям 
ди 
О и (1.4) 


где функция /(5) дважды дифференцируема для всех положительных х. 
Введем характеристики 
= =ЕТ-Ь 


Тогда уравнение (1.3) и начальные условия (1.4) примут вид: 


и п И И 
94 41\ 2 и =0, р 
ди ди 
в =), (я. =0. (1.6) 


‚ Обозначим через ВА (&, 1; &, 0) функцию Римана для уравнения (1.5). 
| Функция Римана РВ ($, 1; &, *ъ) есть то решение уравнения (1.5), кото- 
' рое при Ё = &, а также при 1 = *\., обращается в единицу. Пользуясь 
формулами (38) и (39) работы (5) (стр. 132) и начальными условиями 

(1.6), запишем решение уравнения (1.5) в виде [см. ($)]: 


Аз 
Л 1 9В А 
им = 5 {ША, + ид,} +5 ( в (5. 41—= &). (1.7) 
А; 
Полагая & = =$ и возвращаясь к переменным х, &, мы получим: 
х++ 
д й 
ив = еде 0} | 69 и, 6 ав, (17) 
$ 
где 
98 ОВ \ 
Вы 1.8 
| Ри т, 5) ( 99  0Е ВЕ ( } 
Так как функция ЛА (5, 1; &, 1%) на прямых &=& и \= 7% обращается 
в единицу, то из (1.8) следует (см. рис. 1), что 


(ль = (аа =0. (1.9) 

Перепишем уравнение (1.3) в виде 
д? д? р 
-5з- — Э== = —9 (Фи. (1.3’} 


Рассматривая в уравнении (1.3’) правую часть как известную функцию, 
мы можем заменить его, совместно с начальными условиями (1.4), сле- 
дующим интегральным уравнением [см. (7)]: 

1 х-+—т 


ии) = И@е+9+1 2-0} 54| | ч@фиа 542. (4.40 


+ 
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Уравнение (1.10) можно решать методом последовательных прибли- 
жений [см. (?)]. Положим 


(6) = (+9 + 1—1), 


+ х+1—т 


их (2, в)=5\4| (в) ши (в, <; /) 4 Ем 


х—Щ-+т 


Тогда 


и (5) =ш (т, В) — и (2, В) и, (2, 6) —.... (1.11) 


Покажем, что каждую из функций их (х, &; }) (Е =1,2,...) можно пред- 
ставить в виде 
Хы 


и (8 = \ иж (+, & 5) 1 ($) 45. (1.12) 
.х— 
При А =1 имеем: 
, | х-+-т 
и) (2, #; = (4 \ (2) т и@е-+9-+/ (2—9) а} = 
Й 1 х+{-— , м Й 1 ‚х+Ет 
= 4 \ (аа +4 \ 9 (2) 1 ( —<) аа = 
0 х—-т 0 хх 
Й 1 хН Г Хх 
= 4 }\ 948—916) 8+4 \ ч6+59/6) 45. 
0 х—1+2т 0 х— 


Меняя порядок интегрирования, находим: 


х-+ = и ы. 
Й и 
шв =ф \ 18) ( че-эж+ 

х— 0 

ты -Е (8+0 ть Не) 

4 4 
тт \ 7 ($) 4$ \ 9 (5+ ®) “=> \ 1 (5) 45 [> \ 4(®) 4} . 
х— 0 х—{ 


А (е+-9 


=” 
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| 
| > 
Таким образом, мы получим формулу (1.12), если положим 
| ++ 
| и (2,6) = \ а (<) а. 
| (8—0 
| При А=2 имеем: 


х+Ет 2-х 


хх 2—т 


по $, получим: 


х[ [4 $+т 


х— 5 (3—4) х—1т 
1 хх 
— \ (Аа \ 4 (2) и (2, с, 3) + 
(80 9 
х = о. Ее 
+5 \ 14) \ 4 \ офи ъ + 
х— 0 т 
- (х—8-й) 
Хх 2 8-+т 
+5 | 194 \ @ \ адин, т 3) 4. 
| х 0 8—т 
| Введем обозначения: 
Й : $+т 
и (а) = \ 4 \ а (2) из (2, <, $) 42 + 
-. (ежи х—Е+т 
Й 1 РЕ 
+5 ) 4 \ а (2) их (2, т, $) 42, 
== (ФЕВ) 97 


[— (3—х-+ 21 
| \ ах \ 4 (2) ш (2, х, 5) 42, 3 $;<1, 


0 з—т 
Ра Б=|. 
с Я) в 
\ ат \ 4 (2) ш, (2, с, $) 42, д«Зз<а-ь 
[ЗА а 


и положим 


12 {% Е. 5) == ий (т, р, 5) ых и) (2, [1 5). 


из (т, # }) —_ \ (2) 4*| 5. \ 1 ($) ил (2, ‹, $4]. 
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Меняя порядок интегрирования так, чтобы внешний интеграл брался 


(т Ё = \ 1(5) 45] \ ах \ 4 (2) ш (2, <, 8) аз + 


(1.13) 


| 
(1.14) 
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В силу (1.14), из (1.13) получим формулу (1.12) при & =, т. е. 


х+ 
и (5) = | У (ра (а, в, 3) 4. 


х—= 


Аналогичным образом формулу (1.12) получим и для #23. В силу 


(1.7’), (1.11), (1.12) и единственности решения задачи (1.3)—(1.4), 
получим: 
№ (2 Ь, $) = — и (1, В $) + 1. (1, Ь $) — из (а, 63) -+.... (1.145) 

Из дифференцируемости функций их (х, &, $) по т и сходимости рядов, 
полученных почленным дифференцированием ряда (1.15), следует 

ЛЕММА 1.1. Если функция 49(5) имеет (Е —1)-ю производную, то | 
функция ш(х, Е, $) имеет К-ю производную по х. 

Если вместо функции / (5) в начальных условиях (1.4) мы подетавим 
функцию © (х, ц), т. е. решение уравнения (1.1), удовлетворяющее усло- 
виям (1.2), и решим задачу (1.3)—(1.4) по методу Фурье, то, всилу един- 


ственности решения задачи (1.3)—(1.4), из формулы (1.7’) мы получим 
формулу: 


Ф(т, р) совш = 5 {= Ь и) + э(—6и)} + 
х- : 
р \ и (х, &, $) 9 ($, и) аз, 


х— 


которая в дальнейшем будет играть важную роль. 


$ 2. Предварительная оценка производных спектральной функции 


Рассмотрим задачу (1.1)—(1.2) при тех же предположениях, что и 
прежде. Для произвольного действительного Ё мы в предыдущем пара- 
графе получили формулу: 

1 
$ (2, в) совы = 5 {9 (#-НЬ и) + (#—Ьи)} + 
7 Хх 
+= \ № (т, в, $) 9 (5, и) 45, (2.4 
х— 
где ©(х, и) — решение задачи (1.1)—(1.2). 


Обозначим через в.(1) функцию, удовлетворяющую следующим усло- 
виям: 


1. &«(#) четна, т.е. в. (1) = в. (— В, 
2. 6«(1) обращается в нуль вне интервала (— е, =), (2.2) 
3. 8.(1) имеет непрерывную вторую производную. 


Обозначим через ф. (и) соз-преобразование Фурье функции в. (#, т. е. 


= 


$. (4) = | 4 (0) совы аи. (2.3) 


0 


5” 
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| Дифференцируя равенство (2.1) по х, получим: 
' 1 ’ ; 
| Фх (2, №) со рё = 5 {9х (Ви) + 9. (#—В в)} + 
| 1 : 
+ 5 {6 (5, Ба е(-Ьы) —ш(1, 5 2—105(2— Вы} + 
хН 
душ (х, 1, $) 
| 


| 9-96 ва (2.4) 


х— 


В силу равенств (1.9), равенство (2.4) принимает вид: 


9= (2, в) созиё = 5 {94 (#Ьн) + 4 @-—ь в} + 
Ф (5, м) 4$. (2.4) 


Помножим обе части равенства (2.4”) на .({) и проинтегрируем по # от 
О до в, после чего, в силу (2.3), получим: 


а (в, в) $ (и) = 5 [ее и) в. (041 — 


= 


= х+ 
’ 4 д ) т, 
—\“ел-ьь (да + 8.0 Зов аа. (2.5) 
0 0 хм 
Преобразуем первый член в правой части равенства (2.5). Интегрируя 
по частям, найдем: 


че-ьнв, (04 = — (вв (0) — Деев. (04, 
9—8) 8, (041 = — 9 (ев) в, (0) —\ (ев в). (де. 


0 


юм Фе —0 


Следовательно, 
= п. 
о @ньна (0—9 ав 8.(04: = 
0 0 
еньне Фу а-ьши а = 
0 0 
+ х : 
Й дв. ($ — 1) 1 д. ($ —*) в 
я 35 №0 \ $ (5, ие т \ $ (5, о 
х 


| = 


А (2.6) 


В силу равеиства (2.6), равенство (2.5) принимает вид: 


х+е ра хе 
оо еб Ре | 9 вже, 94, 7) 


х— 28 
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где 
Г дю) 
= | в, (а 
| х— 81| 
Положим 


8. (Ь а) = в, (1) созай, 


где а — произвольное действительное число. 'Вычислим с05-преобразование | 
Фурье функции 5, (ра). В силу (2.3), имеем: | 


\в. (Е, а) созыЕаЕ = в. (2) соз аё. созыё а = 
0 0 


1 


=, () оз ад -+ 05а = 5 (и а) +УДи—а)}. (2.8) 


Так как функция &,(, а) удовлетворяет условиям (2.2), то, заменяя 
в равенстве (2.7) в, (1) на в. (Ь а), получим, в силу (2.8): 


19 (в, в) 9. (и а) 3. и —а)} = 


х-= | 
1 дв. (5 | 
=У \ Ф (5, а (т, $, а) аз, (2.9) 
где 
хр, = \ в (ау. 


1х—3| 


Пусть функция }(5) с Г. (0, со). Обозначим через Р (и) преобразование 
Фурье функции /(5) (по собственным функциям о (5, и)), т. е. положим 
ней 


Е (и) = 1-1 | 7 (2) (2, 042. (2.10). 


Тогда, в силу равенства Парсеваля, из (2.9) и (2.10) следует: 
} 2() $. +2) +в — 2}, @, в) = 


ие 6—2, а) | 
= \ 7 (5) | у а) 45. . (2.1) 


х—= 
В силу произвольности функции 7 (<), из (2.11) следует тождество: 


со 


\ +. (2 вэб, в) 9, @ +4) +3, и—а)} 4%) = 
де. $ —т, а 
г. а а), |$—5|<ье, (2.42) 
0, } [1—5 | >в. 


й 
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Дифференцируя тождество (2.12) по $, находим: 


} 90...62) +2} 44) = 
дв. ($—х, а) : др (х, &, 
| 02 28. (#— 8, а) — ЕН 
=} . 97 (х, &, $) 
| от, [2—$| <ь, 
| 0, [#—$[>е. (2.13) 


В силу определения спектральной функции 6(х, $; и), тождество (2.13) 
примет вид (см. обозначение (0.3) во введении): 


со г | 
\ мото 24, Мб — 
ый ди (2, &, 3) 
| 9205 8: ($— т, а) 5 Я 
-| Не, бе, ша, 
0 
| 0, [#—3[>2е. (2.13) 


Пользуясь нечетностью функции 0 (х, $; в) относительно и, из тождества 
(2.13’) при х = $ получим: 


со 


920 (5х, $; 
челов 
= |4 (2.14) 


0 
Тождество (2.14) позволит нам оценить производные спектральной 
функции 0 (5, $; в) при больших р. 
ЛЕММА 2.1. Если функция 4(1) в каждом конечном интервале имеет 
суммируемую первую производную, то при а— со имеет место оценка: 


а +1 


а-1 = » 
ны — о РФ =09. = 245) 


Оценка (2.15) имеет место равномерно в каждом конечном интервале. 
Доказательство. В силу леммы 1.1 и определения функции 
2. (Е, а), для больших а из тождества (2.14) следует оценка: 


со 


Боло |_,„=0 (2). (2.16) 


В качестве функции &, (1) возьмем функцию 


ИСИ 121 < 
$50; [#| >е. 
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Вычислим ее соз-преобразование Фурье. Имеем: 


ы оное ВА 


1 
ф. (в — а) = |= (0) 005 (и — а) = ть а 
к | 
Подставляя значение $. (и-@в (2.16), получим: 


со 


зт? у 920 (х, 5 ура) вы 2 
\ у? ЕН 0 ). 
— © 
Значит, тем более, 
Сышеу / 9 (в, за) 
$112? у х, 5; у-а ыы > | 
а ие | = (а } (2.17) 


п зшШУу 2 
Как известно, для 0<у« 5 2. Поэтому 


1 
312у , 029 (5х, $; эра) 4 [0726 (2, $; а-+ 1) 970 (х, $; а) | 
\ у? 4, 905 вх > 7] д5д5 3х 9595 Е ° (2.18) 


В силу монотонности функции 6(х, $; и) относительно и, лемма следует 
из оценок (2.17) и (2.18). 

Совершенно аналогично доказывается следующая 

ЛЕММА 2.2. Если функция 4(1) в каждом конечном интервале имеет 
суммируемую (2 к — 1)-ю производную, то при а—> со имеет место оценка: 


да д5* 


Ч |020 (ж, 8; и) а Е 
у = \ {9х (т, и)? ар (и) =О(а”) (&=1,2,...). 
| (2.19) 


Оценка (2.19) имеет место равномерно в каждом конечном интервале. 
Из леммы 2.2 и неравенства Коши — Буняковского следует 
ЛЕММА 2.3. Если функция 4(5) в каждом конечном интервале имеет 
суммируемую (п — 1)-ю производную, то при а—> со имеет место оценка; 
у [7 (=, 5; м) _ 
> дж^ 057 в 
а+1 
= \ 1, 4 ©) = 0") &+1=т=42,...). (2.20) 


а 


Оценка (2.20) имеет место равномерно в каждом конечном интервале. 
Из определения функции 40° (5, 3; и) (см. формулу (0.4) во введении) 
непосредственно следует 
ЛЕММА 2.4. При а-> со имеет место оценка: 


“у т (2, 3; в) 


ая |= 0") (Е Е7=п=1,2,...). (2.241) 


а 


Оценка (2.21) имеет место равномерно на’ всей полупрямой (0, со). 


р 
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$ 3. Асимптотическое поведение производных спектральной функции 


Формула (2.12) позволит нам исследовать асимптотическое поведение 
производных спектральной функции 0 (х, 5; и). Чтобы изучить асимптоти- 
ческое поведение производных спектральной функции задачи (1.1) — (1.2), 
мы будем сравнивать их с производными спектральной функции более 
простой задачи, а именно, задачи 


У --у==0..0 > 0), (3.1) 
9(0) =1, и’(0)=0, (3.2) 


Заменяя в тождестве (2.12) в. (а) на в.(!), получим: 


© де. $ — 2) 
еб = [ож Е и Е 


—©< ’ [2—3 > :. 


С помощью спектральной функции 0 (5, $; и) тождество (3.3) примет вид 


со дв. ($ — 2) 
9 (2,5; м) _ - — Н%: (2, 5), [$—$| <, 
а Е д ' 
а “ба | 0, >. 999 


Выписывая для функции 0°” (5, $; и), т. е. для спектральной функции 
задачи (3.1)—(3.3), формулу, аналогичную формуле (3.3’), вычитая ее из 
(3.3’) и учитывая, что для задачи (3.1)—(3.2) ш (х, (, $) =0, получим: 


- о Же ев 
т 90 ( ‚5, и) 90 (2, 5; м) РЕ | (3.4) 
\ (а, | их ОР 95 о [|2—$>ь, 
где > 
д У О 
хе, 5) = | в а, (2.5) 
[5—51 я 
Положим 
1 
а (раы == } а с0$ Ша. (3.6) 
[х—8] 
В силу равевкства Парсеваля, из (2.3), (3.5) и (3.6) следует: 
С С ди (х, 1, $) т 
обои, ар = ов = 
[1 1х—8| 
р -5- Х (2, 3), [2—5 <, (3.7) 
0, [%—$| > :. 


Из четности функций $. (м) и «(т, 5; в) по и и в силу (3.7) формула (2.4) 
примет вид: 


Г? 
со Е . 90” ‚$: и) г | в. 
(24. о С у] =0. (3.8) 
: . о 
—со 


9 иИзве.тия АН СССР, серия математическая, № 2 
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ТЕОРЕМА 3.4. Если функция 9(х) суммируема в каждом конечном 
интервале, то при каждых фиксированных х и з и при и->оо справед- 
лива асимптотическая оценка: 


Цо-ее жия < 
0 


где константа С зависит от интервала изменения < и $ и не зависит 
от (1. * 

Доказательство. В силу лемм 2.3 и 2.4.(при п=1 и 71 =0), 
применима тауберова теорема Б. М. Левитана [см. теорему 1.4.3 ра- 
боты (8)], согласно которой из формулы (3.8) ири и-> со следует оценка: 


а =*)а а, [9 = _ ты 
о 


Ее (1—-=)« (2, 5; 5) + 0(4). (3.9- 


Вычислим интеграл в правой части (3.9). В силу (3.6), имеем: 


` (1— =) (05; ув = \ (1—^+) | \ О совуе а | 4». 
0 0 


1х—$| 


Меняя порядок интегрирования, найдем: 


(—-,)« (т, у) 4 = 


д (х, 1, $) 


С ея || 1— -* \ созуё 4%! а. (3.10) 
\ дх |\ ( из) } 


[х— 31| 0 


* Примечание при корректуре. После того как настоящая статья была 
сдана в печать, мы ознакомились с работой В. А. Марченко (13) и нам удалось, ис- 
пользуя тауберову теорему 4.1 вышеупомянутой работы, уточнить асимптотическую 
формулу для производных спектральной функции [см. (14)], а именно доказать следу- 
ющую теорему. 

Теорема. Если функция 4.(1) суммируема в каждом конечном интервале, то 
при каждых фиксированных х и 5 справедлива асимптотическая формула: 


№ ` 
ша [аа [206.59 _ЭвяУ 
р © \ и? У 9% 3-4 дх |- 
0 


где 1 (т) — функция Бесселя первого рода порядка р. Эта фермула имеет место рав- 
номерно в каждом конечном интервале изменения х и 5. 


Авалогичные формулы имеют место и для старших производных, 
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Как известно [см. (°), стр. 234], 
| ь у 1) 
\ ((— 55) сов 4 —У Эль (3.11) 
б | 


ы 
Тогда, в силу формул (3.10) и (3.11), получим: 


р р Иа. 13 (4) 
У у 810 2 
\(4— жа зуф= Уи \ о. а г 4. 
. (ш? 
В силу суммируемости функции 4(2) в каждом‘ конечном интервале в 


асимптотики функций Бесселя при больших значениях аргумента, легко 
убедиться в справедливоети (при и-> со) оценки: 


бы 13 (№) 

фр (5. 8,5 

ы я - = з @&=0(1), 
ан (и 


что, в силу (3.9), и доказывает теорему. 

Аналогично доказывается следующая 

ТЕОРЕМА 3.2. Если функция 9(х) в каждом конечном интервале 
имеет суммируемую первую производную, то при каждых фиксированных 
х и зи при в > со справедлива асимптотическая оценка: 


в 
у? \2 929 (х, $;.у) 920*(% ‚$; у) | 
| 1—4») а, | 9х д5 5 9% д5 >. 
0 


где константа С зависит от интервала изменения х и $ и не зависит от |2. 
Аналогичное утверждение справедливо и для старших производных 
епектральной функции 0 (т, 5; п). 


$ 4. Некоторые вспомогательные леммы 


Заменяя в равенстве (2.9) функцию в. (Ба) на в. (1), получим: 
4 х-= де. { 
еда) = 9 бов) [7 + дб, 4 44 
Х—= ' 
Пусть 1 (2) < Г» (0, ео). Обозначим через Е (и) преобразование Фурье 
функции /(7) (по собственным функциям ф(х, |), т. е. положим 
А 


Ре) = 1-1 УФ) (ев). (4.2) 
0 
` Тогда, в силу равенства Парсеваля, из (4.1) и (4.2) следует: 
2 | фе (р) = (2, ш) Е (в) 4 (в) = 
ео (4.3) 


и И И же, 8. 


9 
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Введем обозначения: 


> | 
5(е,в) = ( (5) 8 (2, зв) 45 = 9(2,) 20) 40), 


5" (в.в) = ( (5) 6* (2, 53 в) 5. 


Тогда формула (4.3) примет вид: 


оф нод ев: о 7-е (в, 5)} 48. (4.4) 


Выписывая для функции 5° (5, №) формулу, аналогичную формуле (4.4), 
и вычитая ее из (4.4), найдем: 


2 ны, ев ие] уже, аа (4.5) 


Х—=Е 


Формула (4.5) позволит нам суммировать первую производную разло- 
жения по собственным функциям оператора Штурма — Лиувилля. Пред- 
варительно необходимо оценить выражения: 


ео "оон, 


при больших а. 

ЛЕММА 4.1. Пусть } (т) с Г» (0, со). Если функция 4(т) имеет сум- 
мируемую первую производную в каждом конечном интервале, то при 
а—> с 


9-99] = т |9 (е, в) (8) 14 (в) = о (а). (46) 


а 


Оценка (4.6) имеет место равномерно в каждом конечном интервале. 
Докавательство. По определению, имеем: 


р 

95 (х, и) бе: 

В = Цех (в,в) Р (и) 4 (в). 
о 


В силу неравенства Коши — Бувяковского, отсюда следует: 


У а и) |= 


| |9 (вв) | - 1 (2) 4 (2) < 


а-+-1 


< (= (=, в) вы) ( ) 2)". 


В силу леммы 2.1, имеем: 
а+1. 


а, [9х (2, в) ар (в) = 0 (а). (4.7) 


а 


=> “ 
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Далее, так как 
со 


(4) 4 (+) < со, 
и) 

то, при а-> со, имеем: 
а+1 


} (4) 4 (#) = 0 (1). (4.8) 


Из оценок (4.7) и (4.8) следует утверждение леммы. Аналогично, 
доказывается 

ЛЕММА 4.2. Пусть }(х) с [5 (0, со). Если функция 49(х) в каждом 
конечном интервале имеет суммируемую К-ю производную, то при а-—>со. 


м —. @-+1 
ИР} = 1 |=? (в) | + [Е (в [46 (в) = о(а^) (&=1,2,,..). (4.9) 


а 


Оценка (4.9) имеет место равномерно в каждом конечном интервале. 
Из определения функции 65” (т, и) непосредственно следует 
ЛЕММА 4.3. Пусть (1) с Г» (0, со). При а-> со 


пу ен ох мо (4.10) 


а 9х“ 


Оценка (4.10) имеет место равномерно на всей полупрямой (0, со). 


$ 5. Суммирование производных разложений по собственным функциям 


В настоящем параграфе мы докажем теоремы о равной суммируемости 
производных разложения по собственным функциям оператора Штурма — 
Лиувилля и разложения в обычный интеграл Фурье по косинусам. 

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть }(х) с Г» (0, со). Если функция 4(х) в каждом 
конечном интервале имеет суммируемую первую производную, то равно- 
мерно в каждом конечном интервале имеет место равенство 


пы ао 


т. е. разность между средними по Риссу первого порядка производных 
первого порядка разложения функции }(х) по собственным функциям опе- 
ратора Штурма — Лиувилля и разложения в обычный интеграл Фурье 
по косинусам стремится к нулю равномерно в каждом конечном интервале. 

Доказательство. В предыдущем параграфе мы получили фор- 


мулу [(4.5)]: 


2 беда, (259 Е ВУ (5.1) 


— с 


где 


а, 
у: (2, 5) == \ Ен) т 5), (6) а. 


1х--3| 


278 И. С. САРГСЯН 


Положим 


х- 
(т, = | и а), 
ый 


© (т, в) = \ № (х, #) соз ВЕ Е, 


фе (2) = 


©:_—0 © —= 


В силу равенства Парсеваля, из (5.3) и (5.4) следует: 


\ «(аб ва = 2 вые, 0 = 


Е 


= 8.0 и 


0 х— 


Меняя порядок интегрирования в последнем интеграле, получим: 


< фе (и) (2, в) аи = У | | = в. (9 а | @ = 


х 
х—= 1х—$| 


х{е= 


= {| 18) х. (в, 3) 48. 
В силу (5.5), формула (5.1) примет вид: 
: со в 
95 (х, Е 1 
[ да, [Зе ею уф] = 
—с © 


При а—> со очевидна справедливость следующей оценки: 


в 


У {\ (г, 5) = 0 (1). 


в. (ЮсозыёАё (0«%ё<1). 


(5.2) 


(5.3) 


(5.4) 


(5.5) 


Тогда, в силу лемм 4.1, 4.3 и оценки (5.7), применима тауберова тео- 
рема Б. М. Левитана [см. теорему 3.2.2. работы ($)], согласно которой 
из формулы (5.6) следует, что средние по Риссу первого порядка функции 


в 
95 (х, 95* (х, 1 
в г ) \ (= у) ау 


стремятся к нулю равномерно в каждом конечном интервале, т. е. 


у 


п а оао 


и? 


. з В - 
ша \ (1 а Тата (1—+)«в,)Ф.. 


ы. 
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Для доказательства теоремы достаточно показать, что в каждом конечном 
интервале равномерно имеет место равенство: 


Е (1—2, (т, у) =0. (5.8) 


— со 
| 0 


В силу определения функции «(х, р), имеем: 


\ (1—1=)= (2, у) ау = | [ве 1) соз уг 4 | @>. 
0 0| о 


Меняя порядок интегрирования, получим: 


| 


1—7») (2, у) 4 = Ца» 1) {\ (1—7) сов 4) 4. | (5.9) 


0 


Так как, по предположению, функция 4 (5) в каждом конечном интервале 
имеет суммируемую первую производную, то она в каждом конечном 
интервале ограничена. Тогда из леммы 1.1 следует, что в каждом ко- 


ди (х. &, $) 
нечном интервале ограничена и функция Е (5.2) на- 
ходим: 
=н 
№ (в, <С \ |168) 148. (5.10) 
+ 


В силу неравенства Коши — Буняковского, из (5.10) получим: 
хН 2%, Хх 1 
|1 (> |С< (\ 2 (9) 4} (\ а}. 
х— 


х— 


Так как функция /(5) интегрируема с квадратом, то 


|8 (2,8) <, (5.11) 


Тогда из (5.9), (3.11) и (5.11) при и-—> со следует оценка: 


а 4) св т 
жерие ЕР 2 — ен» 
| (1—5), Сы ити 4 =0 и 


зто и доказывает равенство (5.8), а тем самым и теорему. 

Совершенно аналогично доказывается следующая 

ТЕОРЕМА 5.2. Пусть } (2) с Г» (0, со). Если функция 4(т) в каждом 
конечном интервале имеет суммируемую вторую производную, то равнс- 
мерно в каждом конечном интервале имеет место равенство 


И О 


№0 $ 
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т. е. разность между средними по Риссу второго порядка производных 
второго порядка разложения функции ](1) по собственным функциям 
оператора Штурма — Лиувилля и разложения в обычный интеграл Фурье 
по косинусам стремится к нулю равномерно в каждом конечном интер- 
вале. 

Аналогичное утверждение справедливо и для старших производных 
разложения по собственным функциям оператора Штурма — Лиувилля. 

Теоремы 5.1 и 5.2 показывают равную суммируемость производных 
разложений по собственным функциям оператора Штурма — Лиувилля и 
в обычный интеграл Фурье по косинусам функций © интегрируемым 
квадратом. Из этих теорем в работе (") мы получили теоремы о вумми- 
ровании производных разложения по собственным функциям оператора 
Штурма — Лиувилля к соответствующим производным функции с интег. 
рируемым квадратом. Для полноты приведем один из этих результатов. 

ТЕОРЕМА 5.3. Пусть выполнены следующие условия: 


1) функция 9(1) в каждом конечном интервале имеет суммируему» 
первую производную; 

2) (+) < 1, (0, со); 

3) в некоторой окрестности точки то Г (х) существует и суммируема; 

4) в точке т, р (5) непрерывна. Тогда 


т. е. первая производная разложения функции }(т) по собственным функ- 
циям оператора Штурма — Лиувилля в точке ху суммируема по методу 
Рисса первого порядка к значению }’ (хо). 

Аналогичные теоремы имеют место и для старших производных раз- 
ложения по собственным функциям оператора Штурма — Лиувилля. 

Кроме теорем о суммировании производных разложения функции’ по 
собственным функциям оператора Штурма — Лиувилля имеет место и тео- 
рема о сходимости дважды дифференцированного разложения по собствен- 
ным функциям, доказанная Б. М. Левитаном и автором.в работе (10). 

Как известно, всегда имеет место равенство Парсеваля, т. е. сходи- 
мость в среднем квадратичном интеграла Фурье, соответствующего за- 
даче (1.1)—(1.2). Для того чтобы получить точечную сходимость инте- 
грала Фурье, до недавнего времени на функцию накладывали довольно 
жесткие ограничения. В этом направлении известна теорема Г. Вей- 
ля [см., например, (!), теорема 6.2.2]. 

Недавно Б. М. Левитан показал [см. (2)], что точечная сходимость 
разложения функции с интегрируемым квадратом по собственным функ- 
циям оператора Штурма — Лиувилля имеет место при тех же предполо- 
жениях, что и разложение функции в обычный интеграл Фурье по ко- 
синусам. 

В работе (1) показано, что, по существу, при тех же условиях, что 
и в теореме Г. Вейля, ймеет` место не только сходимость самого разло- 
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жени» к функции /(7), но и сходимость второй производной разло- 
жения к }'(2) (однако уже не абсолютно). Именно установлена 
ТЕОРЕМА 5.4. Пусть выполнены следующие условия: 
1) функция 9(5) в каждом конечном интервале имеет суммируемую» 


первую производную; 
2) 1 (2) < Г.» (0, оо); 
3) Г’ (2) < Г» (0, оо); 
4) {/"—9(2) }} © 1, (0, о); 
5) Л (0) =Т (©) =0 


. А 
6) ша {/ (2) Е (2) — 7 (2) Е (=)} =0, Е» (а) = (а, в) 4 (6). 


Положим 
со 


8 (%) = | 1(#) Е» (2) 42. 


Тогда интеграл 
со 


Г) = } (48 0) 


ко 


равно сходится с разложением }’(х) по косинусам в обычный интеграл 
Фурье. 


Поступило 


Московский гос. университет 
26. ПТ. 1956, 


им. М. В. Ломоносова 
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ОЦЕНКА МОДУЛЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИЙ КЛАССА И! 
(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе устанавливается асимптотически точное равенство для верх- 
ней грани модулей непрерывности гериодических квазигладких функций. 


Обозначим через Я: (М) класс непрерывных периода 2х функций }(т), 
удовлетворяющих при любых хи й>0 условию 


|7 (2 + №) — 21 (2) + 1 (а — №) |< М1. (1) 


Для этого класса при М =1 ставится задача: найти 


© (#) = зар ©(#,/), 
1ЕН1а) 
тде с (й, /) — модуль непрерывности функции ] (5). 
А. Зигмунд (!), используя методы теории приближения функций поли- 
номами, установил; что 


о =0(вт-,). 


Затем Ф. И. Харшиладзе (2) получил этот результат, используя функ- 
ции Стеклова. 
А. Ф. Тиманом (3) исследовался класс Л (а,6) М непрерывных для 
а <х<Ь функций /(5), которые удовлетворяют условию (1) при любых 
х Е А Е[а,6] и нормировке /(а) = } (6) =0. Им доказано, что если 
7 (<) Е Л (а, 1, то 
шах | /(2)|1 < 3-6 —4), (2) 
хе[а,5] 
и 


1 4 
о = зир © Л = Зы Рш--+0(®. 


Из результатов А. Ф. Тимана (3) и А. Ф. Тимана и В. К. Дзядыка (4) 


вытекает, что 


1 1 к. 
в ш-- +0) 56) < ый т 1 +0(1). 


Кроме того, А. Ф. Тиман [см. у стр. р показал, что 
т я и О (№). 


о (й) < я 


В настоящей работе доказывается следующая 
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ТЕОРЕМА. 


4 й 
ы: ое ИН ЗМ ОО 
г ПИ и а 


Найдем, прежде всего, к какому классу Н»(М) принадлежит функ- 
ция 


0 при х =0, 
1 1 
2 ш— при <<, 
2 1 
= при <<, 
Ирен ы (3) 
чета йо НАЙ при <1< т, 
а | при—*<2<0, 
|: (х + 2") 
и при каком Й в условии (1) будет иметь место знак равенства. . 
А. Ф. Тиманом [см. (3)] доказано, что 
2 64 (0,1) 2 ш2, 
поэтому рассмотрим условие (1) для й > х; в силу условия $ (1) = —- Ф(— 7), 


неравенство (1) принимает вид: 
| —Ф(# 1) + 29 (2) Е Ф(®— =)| < М». 


= № 
Подставляя сюда ны часть ф (5), т. е. хш—_ ‚ получим: 


4 


Положим й =ох (х>1); тогда 


1 


4 1 
2% п ААА греет. + ту) < Маг, 
т. е. 
(«—1) пена С У г < М. 


Отсюда следует: 
М> (1+ НИ а 


и для наименьшего М, при котором выполняется условие (1), имеем: 


М = шах | (1+) 1+ 1) —(1—-,-) ше 1) =2№ (И? +1), 


фе. 


М =2щ(У2 +1). 


Нетрудно проверить, что условие (1) при М =2 т (И2-+ 1) справед- 
ливо и для других х и й. Следовательно, 


$ (=) 6 Я: (2 1(У2+1)), 


=“ 
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причем точками, в которых в (1) достигается равенство, будут точки 


а 


й=хуИ2 (< = 
т. е. точки : 
(уда, (Ух. 
Отсюда заключаем, что функция 
. й 
$ (2) = 


то? 


где $(т) определена формулой (3), принадлежит классу Я (1). 

Для доказательства сформулированной выше теоремы докажем одну 
лемму. 

ЛЕММА. Пусть 2 — подкласс нечетных функций класса Й1 (1). Тогда 


. ш-— +0 (а). 


$ о КР 


Доказательство. Пусть 5 >0. Так как при Их ](2—№) = 
= —/(й — 2), то из условия (1) (при М =1) для А =хУ2 имеем: 


|—7((И2-+1)=) + 2/(2) +1(У2—1) 2)|<=У2, 
откуда при х = (И2—1)\ «= а, т=У2—1, получим: 
У ИЕ) ЕР) 5кУЁ т (@=1,2,...). © 
Пусть Ск удовлетворяют условиям: 
бы ее =.) 


С = Ч, 97- 2; 
отсюда следует, что 


Св = М — (— 41 > 0. 


1 
22 
Умножая неравенства (4) на С», суммируя полученные неравенства по А 
от 1 до т и учитывая, что }(л) =0, получим; 


Ста! 1" ®)- Си] (тн) < =У2 У, Сити, 
и=1 


—_(_ зутецат-а — (4) т, 
3 тЫ рт) = я < 


Уз чм Е 7 
у Хы о! 


Таким образом, 
("= + 1 — (—1) 72" ат) < 
т й В (— аеы т го 
пу 2 ту” 1 т бра и: В 


На биений ЗВЕНЕ ННЕАНЧИВЕ ИН ОЕ БОВЕ АННА 
ЕЕ 1)тауатча и. 2 1 Де тат 


> ) 
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откуда следует: 
о Дт) - ту (уния) < пт У 2" + О (тт). (5) 
Из условия (1) (при М =1) для # = < получаем: 
|7 (24) — 21 (2) |< =. 
Отсюда при х = 1" находим, что 
2 (утих) > 7 (ут) — дик. (6) 


Заметим, что на отрезках /м = [1'"+1*, 17*] функция ](5) отличается 
на О(х) от линейной функции, совпадающей с ](2) в точках х={"л 
т, 

В самом деле, пусть $ (5х) — такая линейная функция. Тогда 

О ее р Ве 


поэтому, применяя неравенство (2), имеем: 


шах | /(2) — (2) < -в-1"=(2—У2) =0(9), 


т 9 
1 (2) = $ (2) НО (2). (7) 
Так как 11 *< 2" т17т, то из линейности ф(51) на /[м следует 
ое. Е 
} (2% УРАНА 


и из (7) получим: 


п о Е т 
(24 + т) = =) Израиле т). 


Подставляя значение }(24”+1<) в (6), получаем: 


Итник) > э-ет / (р) + О (тт. 


Сопоставляя это неравенство с неравенством (5), имеем: - 
1 (ттт) + 127 ("е) < «т У 2 1" + О (1 =), 

откуда, после преобразований, находим: 
Рик) < си” ПО = 


Из этого неравенства и условия (7) заключаем, что функция %* (т\-.. ли- 
нейная на всех /м и 


ф" (у) = 7 пит 0 (чт), 


т. е. функция 
т 

$" (® = 2+0 (2) при сы.) 
0 при х = 0 


является мажорантой для класса . 
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Но если "+1 < х < тк, то 


1 1 
че. Е - 
Е т п 19) 


и, значит, 
1 


2т(У2-+ 1) 


$° (2) = 2ш — +04). 


Мы получили, что для любой функции / (5) 62 при х>0 


1 1 

от = + О (1), 
а следовательно, и 

2 и ое 

ве) = 50179 |< узо +0). (8) 
Заметим, что функция 
у 
ити? (2) 


где $(2) определена формулой (3), принадлежит классу Я! (1), а для та- 
кой функции в формуле (8) имеет место знак равенства. Таким образом, 
Е ЕО) (9) 
12 2 ш(У2-+ 1) ‚2 
и лемма установлена. 
Доказательство теоремы. Оценим 


зир }/ (то + #) — 1 (2%) |. 
1ЕН (1) 


Можно считать, что ] (5) = 0, так как иначе можно было бы прибавить. 
постоянную, и что 2, =0, так как иначе мы рассмотрели бы функцию- 
11 (® = 2+3). 

В силу того, что (0) =0, из условия. (1) (при. М =1) для х> 0: 
имеем 


|1 (2) + 1(—=)| <>, 


1—2) =—/@®) +0. (10) 


Рассмотрим функцию 


НИЕ м 
ра ИЯ 


о 


для нее, в‘силу (10), имеем: 
1» (=) = 1 (2) + О (2). 
'Гаким образом, можно записать: 
зир |1 (2% + №) — / (2) | = Я о | № (#)1 О (№), 


На) 1 
Ке)-е 


288 А. В. ЕФИМОВ 


Но, по лемме, 


1 1 
раны 
ее 


“Следовательно, в силу монотонности главной части мажоранты, получаем, 


что 
© (#) = зир зир|У (то + 8) — 1 (20) | = о 11 (то + #) — /(%о)| =. 
ЕЙ, (1) 8 
= зир |/з (#) | НО (®), 
ВЕ2 
т. @е 


й) = зи й, и - в +О(® 
а ("). 


Теорема доказана. 
Отметим, что сведёние задачи к нечетным функциям ‚ранее проводи- 


‘лось А. Ф. Тиманом [см. (5)]. 
Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину за ценные советы 


и указания, Данные им при выполнении настоящей работы. 


Поступило 
31. У. 1956 
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А. И. КОСТРИКИН 


О СВЯЗИ МЕЖДУ ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ГРУППАМИ . 
И КОЛЬЦАМИ ЛИ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе рассматривается вопрос об эквивалентности ослабленной про- 
блемы Бернсайда для показателя р и задачи о локальной нильпотент- 
ности кольца Ли характеристики р, удовлетворяющего (р— 1)-му усло- 
вию Энгеля. Полученные результаты применяются к изучению структуры 
группы с двумя образующими и тождественным соотношением 2? = 1. 


Введение 


Приведенной свободной группе с 4 образующими Ва, , получающейся 
наложением тождественного соотношения 4? =1, где р — простое, соот- 
ветствует некоторое фактор-кольцо ® свободного целочисленного кольца 
Ли %®, порожденного образующими +1;,...,2а относительно операции 
[и?] = и — и; ядро А гомоморфизма ® на % однозначно определяется 
группой Ва, р [©м. (1)]. ® и А являются прямыми суммами модулей Г» и 
А„ однородных многочленов Ли степени п относительно 21,..., а, при- 
На (..ежащих кольцу ®, соответственно идеалу А. Ранг Г определяется 


по формуле Витта (3): 
4, (а) = = Ув (9) 42. (1) 
ап 


Обозначим через В; члены нижнего центрального ряда группы Ва, р 


Ве В = ВВ, 
и положим 


Во -апиВя Виее Ват Ве 


Тогда В» / Вил 5 [м — А„, а так как р® Е то, в случае конечности, 
группа Ва.р будет иметь тот же порядок й» (4), что и кольцо Ли $. При 
этом ® будет нильпотентным кольцом некоторого класса ‘по (Г, = Ав,), 
В, р — нильпотентной группой класса п — 1. . 

Пусть д и у— любые две из образующих 2,,..., а. Рациональную 
›болочку ® кольца ® можно рассматривать как точное предоставление 
см. (3)] свободной алгебры Ли в свободной ассоциативной алгебре % 

единичным элементом 1 и образующими 21,..., 72а над полем рацио- 


чальных чисел. Если в Х положить 
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с Ро | со я 
г Е ; ез = р ЕТО 
4-0 > 
то, по формуле Бекера — Хаусдорфа [см. (*), (5)], 


ех еу — е?2 (<, \), 


2(х, у) = у ыит ло У 


п+т>1 4=0 


(2) 


ГДе 2, т — компонента‘ 2(5, У) степени п относительно $ и т — относи- 
тельно у, 


со 
2(:) = УХ р2ь к, 2 — > 21, к, 
К=0 


а+А=т® 
. (4) вычисляется по рекуррентной формуле: 


©; (х, у) 
Иа 
(о, == р 1 (5, й 
Е о | (3) 
| 


6% = У, ©: Е (5, Е а И Уно ] 
` 1=1 


а, . 
где т; = ЖА) 4 ‚ 6: — числа Бернулли, Р — оператор некоммутатив- 
ного дифференцирования: 

РОЗНИ А ВЫ УЕ Е ИИ 


В дальнейшем нам понадобится и понятие оператора обобщенного 
некоммутативного дифференцирования, некоторые свойства которого ука- 


заны в работе (6). Если [(х:,..., та) — произвольный многочлен Ли 
из и 
11 — У аи, НО, 
71 
где и; — любые элементы из ®, и; — целые числа, то` ДР а, ав 
К —>\ 


— результат применения оператора 10). или производная, — определяется 
из соотношения: 


р ый к 
1т, ат 
Е. Е к И (4) 
р" ыы би”, : ее Кл х: Ил: 
ут, 
А Ан 
П ый к Хх, х 
усть ш = Пе — произвольное слово относительно е“,...,е9; 
к=1 
тогда, пользуясь (2), можно записать: 
1+1. 
ЕЕ : 
где В (21...,2) (=п,п--1,...) — многочлены Ли степени # из а 


причем [, 6%. По определению, [„ 6 А» в том и только в том случае, 
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| если 
№ = Ти... и 


при некотором наборе слов ш1,..., №,. Это определение не инвариантно 
‘по отношению к выбору образующих кольца (группы) и не является чисто 
теоретико-кольцевым, так что утверждение о принадлежности любого 
‘ненулевого элемента 4&р® к идеалу А является далеко не тривиаль- 
ным. Работами Ф. Холла (7), Цассенхауза (8), Санова (®), Магнуса (?) 
установлено, что 

АЭ= р® + Г, 


где /’— идеал в ®, порожденный всеми элементами вида 
[и5Р—\ = [... [15] 3]...%], и, об®. 


Цля положительного решения так называемой ослабленной проблемы 
Бернсайда, ставящей вопрос о конечности группы Ва, р (кольца ®=9%/А), 
` достаточно, следовательно, доказать нильпотентность кольца Ли ®, =®/1 

характеристики р, удовлетворяющего (р — 1)-му условию Энгеля: 


1. 


[#19 Ч =0 при любых и, и Е®.. 


Для решения вопроса об эквивалентности этих двух задач требуется 
полное выяснение связи между идеалами А и Г. И. Н. Санов (8) доказал 


соотношение: 
Ар- Ара +... 4—4 с 1 


‚и высказал гипотезу, что А =/. Из ее доказательства (для чего доста- 
точно было бы: показать, что АС: р® - Г’) вытекала бы возможность доста- 
точно полного и точного изучения группы Вар путем исследования 
кольца ® =%®/Г. Основной целью настоящей работы является доказа- 
тельство включения : 


Ас р-+1П®, 


где /, — рациональная оболочка идеала Г’. 

Получено, кроме того, два новых равенства: Ар = [0—1 и Ар = 4[5р. 
Прежде чем доказывать основные теоремы, целесообразно более детально 
рассмотреть однородные составляющие Г» идеала [. В $1, где мы будем 
этим заниматься, ®, А и [ удобно считать кольцами Ли с областью 
операторов — полем вычетов по шо4 р, что вполне оправдано, поскольку 
А- р® и [> р®. За образующие [р+„ можно тогда брать производные 
[см. (4)] Д[2у?-|, для которых введем более компактное обозначение: 


р [52у7—1] = (и, ил, ть Е, и,›, 
х—>1щ 
Ку —\ 
В +..--ЕА=р=—1, сти сти, +... Е № сти, = рп, 
где и, и!,..., и, — базисные одночлены Ли кольца ®. Значок Ёй/ при 
4=2(2, = <, #,=у) будем опускать. Например, 


р—2 
«ис, и1> = Го [оу уР-2—. 


1=0 
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Ясно, что 
(®, {+ *,)! 
На о аи т <, (Е... А, и, ...>. 
—— ——— . 1 
ря ря 
Совокупность (1%, и1,..., Ир_1) с фиксированным первым элементом из 
назовем аргументом производной, сами элементы и;, #=0,..., р—1,— 


компонентами аргумента (векоторые’ из них, естественно, могут совпа- 
дать друг ‘с другом), число й компонент, степень которых >> 1, — высотой 
аргумента. [ 

Пусть $, (4) и 5» (4) — ранги модулей Г, и А». Тогда В» [Виа СТВ 
прямое произведение А„(4) = $„ (4) — 6» (4) циклических групи порядка р, 
а гипотеза о совпадении идеалов А и Г эквивалентна равенству $, (4) = 
= 06, (9) для всех п > р. 


$ 1. Оценки сверху для рангов модулей /[» 


В определении производной «1, ил, ..., Ир_1» элемент и’, по сравне- 
нию с остальными и;, занимает неравноправное положение. Покажем, что 
этого на самом деле нет. 

ТЕОРЕМА 1. Производная симметрична относительно всех компонент 
своего аргумента. 

Доказательство. Мы хотим доказать, что 


«и, ил, Из, ...у Ир» = «и, и, ...у Ир1», 
ИЛИ 


4 
«ив (то) лианы = Яги» Ны Гионее пб 


В самом деле, пусть и — совершенно произвольный элемент из ®. 
Тогда 
р—2 
«и, ил, (р— 2) и> = а [2 1и?Р-2— = 

=0 

р 2 рф | | 

= — У щи и = У (1 (| )шийцит 4-Я = 

1=0 =0 7=0 

О. 


р—2 . 
ЕЕ > [ии ициР—2—2] (— г ых я ) = «ил, що, (р— 2) и>, 
1—0 ыы. 
так как 


(ан Я. а (1) = (по4 р). 


5) 
Положим и = жи, +... а.и.. Имеем: 
«щ, и1, (р == 2) (ил ме из)» =, Чо, (р тя, 2) (низ о биз)» == 


ТА т 
= о. 9" 88 (Ио, Ил» ГАД, + ТЗ» — С, Ив» РАЬ +.) Па 01 
тат =р—2 


Обычный процесс линеаризации тождественного соотношения степени < р 
относительно каждой из входящих в него переменных, возможный в ко- 


в 
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‘нечном поле с числом элементов > р, приводит нас к нужному равенству: 


«Ив, Ил, 711, -.. Г з> — (Ил, Ио, ГАИ, ... › Гьйв> = 0. 
"Теорема доказана. - 
’ Установленное свойство производных можно, очевидно, выразить 
в записи: 


$ 
р 
(ии и.) = р ци? 
11 

т. с 

Е и о" -- 88 «И иль (Гу— 1), :.., Га», (1.1) 
та. -+т:=Р 
ту>1, 8>2 

что эквивалентно еще одному доказательству (и уточнению) тождества 

Джекобсона (°) — Артина (3). 

` Е * * 

Будем в дальнейшем предполагать 4=2. Обозначим через НО 
число производных веса (т, р+- п— т) (степени р-п), аргументы 


которых отличаются друг от друга хотя бы одной компонентой (пере- 
становка последних, по доказанному, не меняет производной). Для ран- 


| гов (2) модулей /»+.„ имеем, очевидно, оценку сверху: 


Фр+и.— Фр+м 
Е Фран (1.2) 


' Вычисление $ -„ При небольших п не представляет никакого труда и 
является чисто комбинаторной задачей. Например, 


вы + [4+ (№2 "рб О+ьФ-9+ 


+ $ (р— 3) = 15р— 13, ‘'р>5. 


Укажем ряд значений: 


р 

$ >И р =? р=® 
Фр+ п 

п = ЗрР—1 Эр—1 о =20 Зр—1 = 14 

п = 6р—4 бр 4 = 38 6бр—4 =26 

= 15р — 13 15р—13 =92 |15р—13 = 62 

= 30р — 34 30р— 34 =176 |30р— 34 = 116 

п = 70р — 90 70р—90 = 400 

ИИ 145 р — 214 145р—244 = 801 

п=8 320р — 518 ‚| 349р-=514 = 1722 

= 672р — 1188 669р — 1166 = 3517 

10 1447 р — 2737 1438 р — 2670 = 7396 


Так как оо 7710, то отсюда, между прочим, след» , 
что если 91° =0 при р=Т, то 


в 41 (1.3) 


Совершенно очевидно, что $.„=%„р— В„, где а, и В, — неотрица- 
та 11 
тельные целые числа, зависящие лишь от п (п < р). В работе (\") Линдон 
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непосредственно изучает факторы В„/В„+1, основываясь на методе сво- 
бодного дифференциального исчисления Фокса. Число определенных им. 


главных одночленов степени р-п обозначается через пр+»„. Легко ви- 
ы 

деть, 910 пр+и = $... ДЛЯ Линдон указывает производящую 

функцию: 


у и" = Па — #2) +1 51-Е ЗЕ? + 6134-1514 ++ 30:5 70:8-+.. 


п=0 8=1 
Если п>р— 2, то оценку (1.2) можно уточнить. 
ТЕОРЕМА 2. 


р 9. — (В—1)(р—2), 
. ЗР(р— 3) + 10 
Фр 5 т 2 ‘ 


Доказательство. Пусть и (х, у) и 9(х, У) — произвольные много- 
члены. Легко проверяется тождество: 
р и(ту- ВБ и(х у =. 
х—[х5] и—>[15] . 
В частности, 


О и(т, у) = У], О и(х, у) = — [из]. (1.4) 
х—[ху] У— [ху] 
Обозначим 
Де Пр а 
х—>5 х>>5 х>5 
п, раз 


Используя эти замечания и свойство симметричности производных, дока- 
занное в теореме 1, путем несложных комбинаторных рассуждений полу- 
чаем соотношение: 


В “= Ва: = 
х—1[ху] 


х > <х, Кх» 


оо кк ыы 


(а 
К.К: =К-+1 
К, +. ++ Кз =т 
у И аи (1.5) 
(&=Ъ№..:, р— 2). 
Если р 1>2п>Е--1, то наибольшая высота аргумента у произ- 


водных в правой части (1.5) равна, очевидно, й =А- 1, причем соответ- 
хтвующие коэффициенты отличны от нуля. 
Полагая п = р— 1, получим: 


[(х, т» уР-Ч = <<, йа» = 


Е-1 — 1)! : } . 
| я ыы, лье. 
К: у"? ; 17 

+. и: = (1!) ... (0,1!) 

ВАК =р— 

о (1.6) 

(&=1,2,.1, р— 2): 
Можно найти т — 1 соотношений между производными веса (т, 2р—1—т), 
1<т<рр—1, применяя оператор р к соотношениям (1.6) при 
(т—1—*) у>х 

& =1,2,.... т. Получающиеся соотношения будут линейно незави- 


симыми, так как максимальные высоты аргументов входящих в них про- 


= 
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‘изводных все различны. При т`> р—1 используем симметрию относи- 
тельно ди у. Всего мы получим 


Р-Я. 
Фыа=2 У т =(р—1)(р—2) 
т=1 
независимых соотношений. Отсюда и следует оценка, указанная в форму- 
лировке теоремы. 
Докажем теперь аналогичное утверждение о $. При п=р`в левой 
‹ стороне соотношения (1.5). будет стоять: 


р вт =<‹,Р < >> = <, № >> + << в, @—1)=>> = 


х-+<х, Кх» 
= <<, &2>> + <<[2У], 2, (® — 1) >> = (+1) << [и|, №, 
| а справа: 
(Е 1) Ат ву], => = (+1) <зур, №2) 
| (Е1=1, №=, и=р, &=0, 51; все остальные коэффициенты == 0 (под р)). 
Так как А+ 1 < р—1=0(р), то имеем: 


| <<, &#>> = <], #х). (1.7) 
Применим к полученному соотношению оператор р : 
(т—1—К) ух 
т—1—К 
> С: "<=, (Е $) 2», (т—1—Е— $) 1> = 
8—0 о г : 
= У, ( м ) <<, => (т— 1 — $) 2> 
$=0 


| 
' Удобно записать это так: 


т—1—К 


т— 1—5 
а О 
ь 
где’ Ди (5) = <<], $2, (т— 1 — $) >> — <<, (т— 1 — $) 2,55». 
| Придавая А значения 1,2,...,т—1 (т<рр— 1), получим систему 


линейных уравнений относительно Ди (5). При А = т — 1 имеем Ди (0) =0, 
‘т. е. соотношение (1.7). Затем последовательно находим: 


ДМ 0 А Ох 


То же самое верно и в случае т=р. В самом деле, при Ё =р—2 
имеем: 


(2—1 )0)+ (2—2) А» (4) =0, или А» (4) = А». 


Если уже доказано, что Д»( — 1) =Др (0), то из 


ды 


8=0 


следует: 
#— 
К аНЕА" О т 0, т. е. Др (&) =Д»р (0), 


и ЕЕ 


8=0 
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так как 
аи) (ль) (р ь) = 1 юар. 


Итак, в случае т = рвсе Др (5) = АД, (0). Но Ар (1) = —А,(р—1— 1), 
так что ДА, (0) = 0. Окончательно получаем: 


Аш ($) =0, $=0,1,..., Е Е 


т— 2 = 
При >| 5 ] новых соотношений, очевидно, не будет. Число раз-. 


личных Л ($) равно | 
г. р—1 (р— 1)? Е ие 
ао 
; т=2 


Применяя, далее, к (1.6) ‘оператор р р , получим т—2. 
(т—2—К) ух у—[ху] ч 
независимых (так как высоты аргументов различны) соотношений при 


фиксированном т = 3, 4,..., р—1. Независимыми они будут, конечно, 
и от ранее полученных соотношений (1.8), которые содержат лишь про- 
изводные с аргументами высоты й = 1. 

В случае т = р добавится еще очевидное соотношение 


<[2У], (р— 1) [2у]> = 0. 


Однако, исключив производную <[5у], (р— 1) [х/]» из соотношения, по- 
лучаемого обычным образом при А=рр—2 (т. е. дифференцированием 


р ), мы должны уже специально доказывать независимость остальных 
у—[хи] 


р— 2 соотношений между производными веса (р, р), так как. максималь- 
ные высоты аргументов теперь не все различны. 
С этой целью вычислим коэффициенты при производных вида 


утР--$], [ту], 155«р-—2. 
Обозначая остальные производные точками, запишем результат примене- 


ния К (1.6) оператора р рр при фиксированном #: 
(р-2—К) ух у>[ху] 


(7; )ааиат-Н, ву +...= 


К+1 (1) 
Е . Е о. Р [тут *], К [ху] > 


(р2—К) ух уз 
и о [ур], (КН 1) гу} + .. 
(р-2—К) у+-х | 


Так как 


фе 1) (& +1) (шоа р) 


—1)! 
Вент == (— 1)" (шо р), 
еы С 


то, умножая полученное соотношение ‘на о 2 будем иметь: 
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«рут 2], [2у]> - #! ЕС АТ, А [27] > —. 
— (#41)! еузт--, (Е 1) [у], ..:=0 (& =1,2,...,р—2). 
Определитель 


2—2 0. 0 0 
4 а —3!. 0 0 
ОИ АО аси 
1 0 03 0 (р—2)! 


очевидно, отличен от нуля, откуда и следует нужное нам доказательство. 
Выделенные нами производные имеют аргументы высоты >.2, так что 
необходимость рассмотрения зависимости новых соотношений от (1.8) 
отпадает. Таким образом, найдено еще 
9 =2 У; (т— 2) + (р— 1) = р? —4р- 5 
т=З 


независимых соотношений между производными. А всего их будет 


ие =, Эр (2 5)5 40 
Фр = Фр Е Фр — р Ё 


|. Теорема доказана. 


8 2. О связи между идеалами А и Т 


ТЕОРЕМА 3. Пусть ® — свободное целочисленное кольцо Ли с 4 обра- 
зующими, ®=®/А —кольцо Ли, сопоставимое группе Ва, р. Тогда имеет 
место включение 


Ас 9-6 П®, 
где Г — рациональная оболочка идеала Г’, порожденного всеми элемен- 
тами вида [и5?—\, и, 96%. 
Доказательство. Всюду в дальнейшем („ будет обозначать одно- 
родный степени п многочлен Ли из ®, с р-целыми' коэффициентами, т. е. 


Е О 


Если относительно какого-нибудь однородного многочлена Р» (71,...,2а) 
известно, что Р»==С, (шод 15), то будем также говорить, что Р„ имеет 
р `елую структуру по под /о. 

‚= доказательстве используются известные выражения (3) для 
2(2, у) = формулы Бекера—Хаусдорфа (2). Заметим еще, что из оче-. 
видного соотношения 

2 (т, у) = —2(—у, —1) 
следуют равенства: 
2» (2, У) = (— 1)" *2и (и, 2), 1 (т, у) = 2+ у. (2.1) 
Как уже отмечалось ранее, 


5 838 1 (Жи +.» Ха) Чана (ах ++ › Ха) 
ш=е"...е'з=е"`" ‚ ; 


где „6%, а все последующие („++ 6 ®. Так как И мо) 6 влом 
и только в том случае, когда ш = шт. .. Ш, и р СА, то, очевидно, 
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25 И А О АЕ: 


нам надлежит показать, что [„/р имеет р-целую структуру по под 1, 
т; е. 
(ЕЕ Рбь - 4», д. @ 1. 
Как легко видеть, тогда 
= ры -+ 4"/р’, #20, 46Г, 68. 
Пусть мы каким-то образом уже доказали, что 
21 (2, у) =:(х, У) (то Го) 
для всех {< п. Тогда если 
хо Е оьОею № 
ш;= Пе =е’ ы ‘19 =е\ ве ) 1=1,2, 
4 
— два произвольных слова относительно е*, #=1,...,4, такие, что 
РЯ =? (Г), 1=1,2, 151, 
: = ша = ©", 
то и 
Р; (21,..., а) == (од 10) для всех {< п. 


В самом деле, 


РР ЕР) УИ (р, Р®). 
>1 
Подстановка р-целого многочлена (т. е. многочлена с р-целыми коэффи- 
циентами) в р-целый многочлен даст, очевидно, снова р-целый много- 
член. Так как многочлен Р;, {< п, может получиться лишь при под- 
становке Р® в д, К, 5<[ /=1,2, которые, по предположению, имеют 
р-целую структуру по шо Г‹, а идеал Г инвариантен относительно всех. 
некоммутативных дифференцирований, то утверждение верно. Из него, 
рассуждая по индукции относительно длины слова, выводим, что [, &< п, 
в произвольном слове ш = е+1+``° имеют р-целую структуру. Если же 


Ш= ШТ... и = ев 81+, 


то все р-целые части войдут с множителем р, так что & = ре, [а., ' 
Й 
а: @Ть, при $< п. 
Таким образом, для доказательства теоремы достаточно установить 
7, 
р-целую. структуру по той 15 всех 2: (5, у). Предварительно заметим 


следующее. Если при тех же предположениях относительно РЯ а 
]=1,2, и 2: (1< п), которые были сделаны ранее, вычислить по тшод [5 
компоненту Р»(11,..., 24), то [см. (2.1)] получится: 

Ри (т, -..., 20) == РО 4-Р® + 2. (РО, Р®) +, (шой 1). (2.2) 


Доказательство теоремы будем вести по индукции относительно степени п 
компоненты 2„ (х, У). 


Ввиду теоремы 3 работы Магнуса (?), индукция проходит, если п четно; 
кроме того, можно ограничиться рассмотрением компонент 2ир, пар, где 


Зр < (т, + т) р <2р —7Тр- 7, т, + т, — нечетно. 


с 
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Рассмотрим произведение 


1 = ез\е(8+) хеш, 5,1 — любые целые числа. 
С одной стороны, 
20 — (ег ез>) (е!х е!) — е? (81, 3х) 22 (1х, 1) — е2(2 (8, вх), 2 (1х, и) — еР (х, у) 
и, ввиду (2.2), 
Р» (т, у) == 2 (59, $1) + 2. (12, у) - 2 (24 (59, 52), 21 (к, 1у)) С, (шод 1). 


Так как п нечетно, то из (2.1) следует, что 2» (5, $2) = 572„ (х, у) и 


2т (21 (59, 57), 21 (12, 1) — 2. ($ (х -ы У), й (х НЕ у)) рт 0 
тождественно, т. е. 
Ри» (х, У) = (5-1) 2. (х, У) +  (шод Г). 
С другой стороны, 
и = е(з+ ч (2 е8+\ х е!). 


По известной формуле, 


У 
Еее, 


где 
Ч [29] 
хеч тт 
К=0 
Поэтому 
[7 

1 = е(3-+0 у е(8+1) хе - 

откуда: 


Р» (2, у) == ($1 у, ($+ 0 а) + (шо 1). 
Здесь Р® = 0, а Р® = (С, (шо 10), поскольку [ху] /Ё!==0 (шо4 10) при 
Е > р—1. Итак, 
Ри (х, у) == ($ +1)" 2. (2, у) С, (шо4 1). 


Сравнивая полученные выражения для Р„(5т; у), п = тр, получим: 


"И (= У) (ша). 
При 1 <т<р можно найти такие целые $ и &, что 
"5" — 1" = 0(р). 

Следовательно, 2„(х, У) имеет р-целую структуру по тод Го. 

Так как рассматриваемые п< 2р? — 7р + 7, то подобные рассуждения 
приводят к цели и при т>>р, если нам каким-либо образом удалось 
уже доказать сравнение 

2 ре Е Сре (1о). 
Итак, пусть п = р?.. Согласно результатам теоремы 3 работы (°) 


ВЕ 


Врз == о 24р, р?—р = бр (под № 


$=1 


р-целую структуру 2р, рз—ш будем доказывать по индукции относительно 4. 
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Имеем: 
=.—2 Р-Р › (5,4) =. 0 

й (РУ) у- в (х, у) 
Из формулы (3) следует, что 


р—3 


о 
оу) == + Уву (шой Г), 
1=1 


й 
т. е. степень элемента (2, у), взятого по то4 [о, равна р — 2. Поэтому 


при каждом дифференцировании Ш) (5х, у) степень в; повышается 
у-+ © (х, у) 
р (2, у) 


самое большее на р—3, и наибольшая степень компоненты в 2] ь 


структура которой остается пока неясной, будет, очевидно, 
(р Эр +1 < р”. 


Однако, по уже доказанному, структура всех компонент 2(5, у) степе- 
ни < р? является р-целой. Таким образом, для 2», р:_, утверждение 
верно. Пусть оно уже доказано для всех 2, р-р, 1<1<5т«р-—1. 
Рассмотрим произведение 

д =’ ео хе 


Ы 


где $, { — произвольные целые числа, Используя (2.2), вычислим Р»„» 
двумя способами: 


1) Ру» (т, У) = 2» ($ -Н В), У); Ртр, ртр == (8  )"Р тр, ратр (2, У). 
2) 12) = езх е? (@х, У, 


Рр(х, У) == 21 (15, У) + 2ь+ (55, 5 + у) + С» (шо4 Го). 
По определению оператора дифференцирования, 


52 (5%, 2 Ку) = > Роды али 


50 2х 
Поэтому 
Ртр, ртр ($, У) ЕЕ Ё"Р 2тр, рать (2, У) + 
тр—1 
- 2 зы и В ат, р"— (тр-—1 (2, У) + Сы (плод 5). 
=0 к 


8) | 
Но 2тр—1, р*— (тр) ==бр: (104 /)) при [>>0 либо потому, что 1=0(р), 
либо по предположению индукции. Оператор же Ш не может нарушить 
1у- х 
в и 
Р-целой структуры многочлена, так как /, инвариантен относительно 
дифференцирований. Следовательно, остается одно слагаемое, соответ-. 


ствующее [= 0, т. е. 
Рту, рз—тр 2 ({"Р -- $7) Зтр; ртр Е бр (то 4) 
Из 1) и 2) получаем: 
{($ + рр =": "р Зтр, ртр ЕЕ бр: (04 №). 
Так как 1 «т < р, то возможен выбор такой пары чисел $ и Ё, чтобы 
6+0" — 5" +0) 


\ у | ., р , ‚ 
Р-целая структура по по4 1 ‚всех 2„ (5, у) установлена. Теорема доказана. 
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Только что доказанная теорема дает некоторые сведения о «локаль- 
ном» строении в любой простой точке р многочленов Ли, получающихся 
по формуле Бекера — Хаусдорфа, но решения гипотезы Санова она не 
содержит, поскольку не ‘всякий целочисленный многочлен Ли, Е 
в ‹ П®%, принадлежит к идеалу Г. Если, например, р=5, т 


[2уз 2 = <[5у], 2 <, [ту] > [8 К пм (2.3) 
но [2932] 0 (Г, А), что следует из равенства А; = /‹, из вычислений 
в работе (13) и указанных выше оценок’ (1.2). 

Ответить на вопрос о совпадении идеалов можно лишь при дальней- 
шем изучении многочленов из А, более конкретном, чем то, которое 
дается формальными рассуждениями, использованными при доказатель- 
стве теоремы 3. 

Как уже упоминалось в вводной части, И. Н. Санов доказал равенства 
А, =/[, для п=р,...,2р—2 (очень просто показывается, что 
А = [и = Ри при п<р— 1). Если иметь в виду указанные ниже соот- 
ношения (2.5) Магнуса, то результат Санова легко получается при по- 
мощи теоремы 3. Но при доказательстве совпадения модулей Ави [», 
п>2р— 2, трудности значительно возрастают. 

ТЕОРЕМА 4. А, = Г, дляп=2р— 1, 2р. 

Доказательство. Пусть 


т 
а ен Пот Воть Ч: (2.4) 
= 
— произвольное слово относительно е® и еч. 
Согласно лемме 3 работы (°), 
РГ. (ие (р), 2 =.0,....р— а, @.5) 
р? Ть+ (2, у) =0(р); &=р—1,..., 2ар—3, $521. 
Дополнив соответствующие рассуждения Магнуса, легко получим, что 
р Та (х, у) =0(р), Е=2р—2, 2р—1. 
Иначе говоря, Ти (с, у) можно записать в виде: 


т та 
Е у) = пики ) То =: рег, шой), (^, р) =1, 


те р<п<2р— 2, 


т 2 т®) 
ты 


Кен Тео, п=2р—1, 2р, 


Т® = р?Т„ (ао р), 


й 


где, ввиду теоремы 3, для всех паз >> 0, имеют место сравнения 
ОГ: 
В частности, такую же структуру имеют и 2,(т, У) в формуле Бе- 


кера — Хаусдорфа (2), последовательным применением которой мы убеж- 
даемся в том, что в интересующих нас произведениях 
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изо еь бдее Пет» — еЁ (х, у) — ев (х, у) + (х, у)+.-- 
1 Е 


компоненты („ (5, у), п = 2р—1, 2р, имеют вид: 


©) (, — У) 
И уе, 


р) =1, (4, у68, Ю(ву=® (у =0(Г), 


ы 


‚ причем 


г (279) = 5 Т® (2, у). (2.6) 


Если (1: (5, У) — начальный член в [(2, У), то его коэффициенты будут 
целыми рациональными, т. е. „=41 и 12 (2, у)/рЕ®. Наша задача — 
доказать, что 12) (2, у) /р=0(Г)). 

Вычислим с этой целью Т®) (х, у), п=2р—1, 2р, в произведении 
(2.4), которое удобно записать в виде: 


ФР = ег (х, у) — е2 (бах, `В, еН (х, У, 


т—1 ти = 
Ни) В б +1 
> =. П Кух | — Юли | — , 
1=1 “+1 В+ 
т т 
94 = У а, В: = № Вь, ху б ) не “Зе-ВчестевУ. 


8= 8=1 в 


где 


С помощью (3) без труда находим: 


2. (5, 9) ==Р 2 = ВЕРЬ, р’ [УР Ц, 


} 


а так как рп: ==1(р) и 0*[хуР-Ц = $1 <х, 31», то 
2 га 
р—2 


0 (2, у) = У -- <, 54. (2.7) 


$—=0 


По формуле Хаусдорфа [см. (5)]: 


У Ал (в, у) = (а, 2) Ноу, — 3), 
или т 
_ ль (т, у) = ау в — 5 ва + У} м 9, 
- а 
которую нужно рассматривать как рекуррентную, имеем: 
(2р—1) =_= Ре - 21, 2р, (р— 2) 21> ==— <#%, (р—1) (&+ у), 


р—1 
ня № <, 82). 


$=0 
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Подставляя уже найденное выражение (2.7) для 2, получаем: 


р1р—2 
ео = У Ур, 
4=0 8—0 
К—1 


4 у 
ЧРьЕ Х т < 2,19), 1<<р—1. (2.8) 


По формуле Бекера [см. (*)]: 


1 1 
имеем: 
2 = == 2 [р 2] + г [р т 2 = == — 5 (12 я [#0 27] }, 
1 
я Е [С 2р—к 2], 25ЁхРр. (2.9) 


. ф 
Исследуем более подробно выражение А, ( 7 ) = е^ (У. Удобно восполь- 
\ 
зоваться представлением 


е-х е-Чех = ей (х, у) е\, 


а(к (в, у), уе =. = (240) 


п=0 


Очевидно, (т, у) =0, если пр; (лу =0 для п<2р- 1; 
= [29]. Далее, с помощью (2.10), получаем: 
РЁрч+а (2, У) Е Рир— [№7 = — г, [у27], 
2 


Р* {эр (2, у) + Пр [Ер+1 УР-1] + при [№» УР] } ==0, 
2 


откуда последовательно находим (рт, ==1 (шо р)): 
Ара (2, у) == [уз"] — [44°], 
Ар (2, у) == — (уз? УР 1. 
Замечая, что А (у, 2) = —(х, У), и принимая во внимание сделанные за- 
мечания о структуре 2 (5х, у), легко получаем: 
Н» (2, у) ==п (о, В) [2у], 
24а (2, у) ==п (о, В) ([у2"] — [2у’]), (2.11) 
Нур (т, у) = — п (о, В) [уз’ у’, 


где 
п (*, В) = ь. (@+ Вал — @1+1 В). 


Теперь мы уже в состоянии найти интересующие нас выражения 
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НУ по формуле Беке- 


Ти Т® (5, у). При перемножении е2 =, в) ие 
ра — Хаусдорфа получим: Т (2, у) = 2 (2 (вах, Ву), Н (2, У)), и простые 
соображения показывают, что 
(2 о ИЕ 
Тр, у) ==250- (бт, Ви), 
а это вместе с (2.8) дает: 


К—1 
ры (5, УВ ^ х т «<х, 51), (Е — | — 5) 2), 1 << РЫ— 1. 
5=0 


2 
1. (х, у) уже не Е ь простым сложением ранее вычисленных ком- 


понент 29 (х, у) и НЯ) (%, 5). Структура 2(х, у) такова, что 


Тур (2, У) == 2% (ах, Вгу) + Н® (х, у) + 
ЕЕ Пра {Рьр (2, У) + Озр (х, у)} рр В»р (т, У), 
где к 
РРьр (2, У) == <НУЗа (2, 9), (р 1) бе Вы), 
РО (=, у) == <Нь (т, у), 26) (вит, Ву), (р—2) (их + Виу)›, 


О—1 


Вур (®, у) = [Н, (т, у) (их Е Ву) Ч == У «НВ «Ныт)>. 
*, —0 


Используя (2.7) и (2.11), получим: 


РРь,эр-к (т, у) == — п (а, В) а "В" [ву], (#—1)1>, «р, 
РРь, р (5, У) ==п (а, В) {[ухРуР-—\] -— [тут ат-Ц}, 


Е 

РОк, эр (2, у) =п (а, В) В ОУ =. «<, 2), [У], &—2—3) 2), 
$=0 
Е Зр, 


К—1 


Вы, эр-к (т, у)==п (а, В) д 18: “ЮУ «У, 52, (Е —1—3) 2, «р 


$ =0 
Очевидно, 


Нк (т, У) + РРь, зр-к (2, У) == — п (а, В) аз "Ва О [шут], (&—1) 2) 
для всех хр. 
Далее, из (1.4), (2.8) и (2.9) следует: 


к— 
— [2% ии а Я И «<х, 32), Е—2— 5$) я» == 
У* [ХУ1 $ =0 


К—2 


== ра <, 52), [ху], (Е—2— 5) > + 


9 
К—1 


+» в, 52), &—1-Э, 
8=1 


РОк, эр-к (5, У) - Вх, эр—к (м, У) = 
==2 (а, В) "ВЕ 9 {9 ь(, у) + ут], в 


=” 
=> ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГРУППЫ. И КОЛЬЦА ЛИ 305 


Таким образом, 


ТЕ ррь (т, у) аа ВВ “арк (2, У + {Н®,рь(х, у) + РР, эр-к (2, У)} + 
же {рО», эр (т, У) + Вь, 2р—к (5х, У)} == 
Ева Вр 2 {а В, + 2п (а, В)} 2, „к (2, У). 


Для м к (т, У) из (2.6) мы получаем явное выражение: 


И (х, У) Е вк 24, зр—лк (7, У), (2.12) 
Е Ея, (2.13) 
где 
= Ум Ро“ Ума (В, 2и (а, В), 
с суммированием по всем а; и В, входящим. в слова и, ..., ил. 


По повоцу преобразований, сделанных при получении выражения для 
то 2р—к (7, У), заметим следующее. Согласно теореме 1, 


Е. — -- «Ил, Ио, (71 — Ти, 4. , Гав» Е РА (о, -- о), 
где /(,...,и.), вообще говоря, не является элементом идеала /’, так 
что, действуя над полем вычетов по шо4р и используя симметрию про- 
‚ изводных относительно компонент своих аргументов, мы могли бы исклю- 
чить из рассмотрения элементы вида ри, и =Е 0(’), и придти к невер- 
ному результату. Однако одна из компонент аргументов преобразованных 
нами производных всегда принадлежала идеалу /’, вследствие чего 


Га...) ==04Г) 
и ошибки получиться не могло. 

Для завершения доказательства теоремы нам необходимо выяснить, 
что произойдет при делении „к (х, У) на р. Так как предполагается, 
что (2), (т, У) /рЕ®, то имеются две возможности: 

1) либо 2, ,(2, у) ==0(р), т. е. =, ,/рЕ® (как это было, напри-. 
мер, в (2.3)), и тогда предстоит кропотливая проверка для’ окончатель- 
ного решения вопроса о принадлежности 2?) _, (2, у) / р к идеалу Г’; 

2) либо 2®_,(т, У) Е 0(р), тогда в (2.12) и (2.13) необходимо должно 
быть в, =0(р) и 8, ==0(р), что, очевидно, сразу же приводит к дока- 
зательству нашего утверждения. 

Покажем, что имеет место более простой случай 2). Действительно, 
запишем 2% _ (2, У) в виде линейной комбинации независимых ассо- 
циативных а из алгебры %, в которой представлено кольцо 
Ли ®. Если хотя бы один из коэффициентов в этом разложении не будет 
делиться на р, то это и означает, что 


И (т, у) ЕЕ о (р). 
Наиболее просто вычисляется коэффициент 1 при 2" уРЪ-1*: 
2 ра (2, у) = 12" ур, 
Если 
и = [у де... ут", А-В =, 
а» + =2р—1— А, 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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— произвольный одночлен Ли, то 
и = (— 1) 2% ур. 


Совершенно очевидно поэтому, что 


Е —1 
Я ыы) 
а так как 
(25) =(—1) 8+1) (вор) 
И 


В = 7® (шо р), 


то. 1 == (шо4 р), т. е. 1 = 0 (шо4 р), поскольку А <р— 1. Формула (2.13) 
показывает, что имеет место аналогичное утверждение и относительно 
р (2, У). 

Теорема доказана. 


$ 3. Применение полученных результатов 


Так же как ив $1, %, А и Г будем считать кольцами Ли с об- 
ластью операторов — полем вычетов по шой р, число образующих 4 =2. 
Обозначим. через Р», „_к базисные одночлены Ли модуля Г», „_к одно- 
родных многочленов Ли веса (Ё, п—^). Ранг Гк,п_к определяется по 
‘формуле Витта [см. (3)]: 


а У в (9/9. 


а(п,К) 
В частности, 


= [С], (3.1) 


п? — Зи --= вы если п==0(3),` (3 2) 
=2, если в = 0(3) } в. 


фз, п-3 — 6 


* * 
Подсчитаем значения величин 92, р] по И $3, руи_з› ОПределенных в $ 1. 


Базис модуля 1, рп, (быть может, и зависимый) составляют произ- 


водные <Р., „-1> и ‹<[2у”, [2/]>, 0<21< п. Поэтому, принимая во 
внимание (3.1), получим: 


аа + [2] +1 =2 [2+4 _ (3.3) 
Различными производными веса (3, р+ п— 3) являются: 
«Ра, СРь п-ь-ь МУ), 0<Еп 2, 
<ру"-е-Я, (РУД, у], ба «пр 


так что 
п—2 [7/3] Г ‹ 
* Е. п — + . \ 
Фз, р" = $, п—2 + р п—1—# ся У (| 2 ] ЕЕ. ть 
=0 1=0 ь 
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Замечая, что 


+= 


без труда находим: 
ие ЕЕ. 
Если последовательно брать п из различных классов вычетов по шо4 6, 


то с помощью (3.2) можно также записать: 


31-2 
а Ей, ати (шой 6), а=1,2,3,4, 1,6 (34) 


3, ри 


Формулы (3.3) и (3.4) дают для $, риа И $ ри_з Такие же выраже- 
ния, какие нашел Мейер-Вундерли (1?) для я рта И дз ри, п р— 2, 


действуя чисто групповым методом. Следовательно, 


Фе риа = Фи рр "бурые 192,8, бра. (3.5} 
Есть основания предполагать, что это верно для всех остальных й, т. е. 
Ф К Фья =, О<и<р— 2. (3.6). 


р-+\ъ 


В таком случае вопрос об определении рангов фактор-групи В; / В:41, 
1<2р—2, группы В. р можно было бы считать решенным, так как 
й 
‚вычисление 9,,„ не представляет большого труда. Границу для пв (3.6) 
нельзя увеличить, как это показывают оценки теоремы 2. В работе (13) 
было указано на совпадение 9 „ и, „ для п< 3. Те же результаты 
следуют из работ Линдона (1) и (11), соответствующие рассуждения ко- 
торого являются довольно сложными. Сейчас будет дано совершенно 
элементарное доказательство более сильного утверждения. 
ТЕОРЕМА 5. 


ЕЕ -„ 0<п<4А, р21. 
Доказательство. Ясно, что достаточно доказать утверждение 
теоремы для п =4, так как всякое линейное соотношение, связывающее 
производные степени <р-4, влекло бы за собой зависимость между 
производными степени > р +4. Базис [,-. составляют элементы: 


41, : = <[24], ($ —1)1>, 1 < <р, 

4, в = <[234], ($— 2) т), 23; <р-1, 
4з„в' = <[ту2у?], ($ —2) 2), | 255 р-1, 
4, = <[2у2?У], ($ — 3) <>, 3 «$ <Рр-2, 
4, г = <[5у?2 27], (5 — 3) <>, $ «$ <«р-2, 
4, в = <[2у23], ($ —4) >, 43; <р-+З, 


4, в = <[5у3], [2 , ($ —2)1>, 2533; <р, 

@в, ‚ = <[7у?2], [РУ], ($ — 3) =>, 3% 5<Р-1, 

НЕ: <[2927], [2], ($ —4)2>, 4%; <р-2, 
ло, в == <[0911, [25/2], ($— 2) 2, 233 <р, 
ал, з = <[2У?], [292], ($ — 3) =>, З55<р-1, 
Ча, , = «туз, [292], (8—4)2>, 455-22, 
Ч, в = <[2у?], 2 [2У], ($ — 3) <>, 3% <р, 

0* 


/ 
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4.4, в = <[22], 2 [29], ($ —4)<>, АЗ р-\, 
в, з = <[2У], 3 [29], ($ —4)2>, 455 5<р. 
Число их 
Фра = 15р — 13. 
Линейную независимость элементов 4:,‹, имеющих одинаковый вес 
($, р+4— $), будем доказывать индукцией по 5. Предположим, что 
имеет место соотношение 


15 
р 04 4, в = 0. 
1=1 


Тогда и 
15 15 | 15 
р Уча, = Ха: ра,, = УВа,,, =0. 
х> У 1=1 5=1 ХУ $=1 


Если считать доказанной независимость 4:,; для ]< $, то получим, что 
8, =0. Коэффициенты В, являются линейными комбинациями а и для 
их вычисления нужно выразить все ЛД 4; через 4; ._1. Например, 


х-у 


р 4, : = <[294], ($—2)х, у, (р— $) у> = 
х-у 
Е <[291, $ —2)> =@— За. $>2, 


р 4», ‚ = <[2у1], ($ —2)2> | (р+ 2 — $3) <[2у8з], ($ — 3) <> = 
х-у ы 
= @1, 1 + (2 — $) 4», »—1. 


Нетрудно продолжить эти простые выкладки и прийти к следующим 
тождествам (часть из них необходимо опустить или видоизменить, если 
5<4): 


В. = (1—5) Нав =0, Вь=(2—5) а. вв=0, В =(2— 5.2, а, =0, 
Ва= (3— $) а  % =0, ВБ= (3—5) %-Е2=0, В, =(4—3) ж, = 0, 
В. =(1— 5) + в =0,  Вв=(2—$-2%=0, В,=(3—$) в = 0, 
Вю= (1—5) она. =0, Ва =(2— 5) 2» =0, Ваз = (3— $)» =0, 
Вз=(1— $)оиз-Раа= 0,  Ва=(2—з)оа = 0, Вав= (1—5) 5 =0. 

(3.7) 
Очевидно, все и; =0, если $>5. Следовательно, достаточно доказать 
независимость 41; при $ = 2,3,4. Но, по условию, р> 7 и для $ =2 и 
3 такое утверждение содержится в (3.5), так что остается лишь уста- 
новить отсутствие линейной зависимости между 4:4. Полагая в (3.7) 
5 =4 (тождеств В, =0, В, =0, В, =0, В, =0 и В, =0 при этом не 
будет), найдем условия, связывающие &: 


201 = 2, = аз = 24 = а; = 9%, 
(3.8) 


За = в = 0%, Заь = а = 0», З9 13 = а. 


Рассмотрим, далее, ассоциативное представление производных Яра, 


т. ©. запишем их в свободной ассоциативной алгебре % ‘с образующими 
хиу: 


а = ли: + зи -- ©1,3Из -- би аИа 


=” 
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где 
из = ууР 1, и = УЗАуР-?, и, = 2243, из = тутуР-Ы, 
точками обозначены ассоциативные элементы, отличные от и;. Вычисле- 
ние коэффициентов в;); сильно упрощается, если воспользоваться тем 
определением производной, которое дается тождеством (1.1). Например, 
4,4 — [292] [292] ут? -- у [худ] [уз] уР-3 ыы — УР *[хуж] | с с =щ 
и. — 2.4. 
В силу предполагаемой зависимости 4;., получим: 


15 
У чо, = 0, Е 
1—1 
или 
9—0 — оз + 04 - % — 2% — а) 8 — 2, “а, =0 (/=1), 
0 — м, — в; -- 204 -- 2; — 2% — в, - 2, — 20% + оо — 20а: 
а» =0 (=2), | 
291 — 0х — оз -- а Е 5 — % — 29, и, — % ии — ва =0 (]=3), 
12 - 
У а — 04а = 0 (1=4). 
= 
Принимая во внимание условия (3.8), находим, что &; = 0 для {< 14. 
Но так как, очевидно, 4151 +0, то и “5 =0. Теорема доказана. 
Проверим теперь точность полученных в $ 1 оценок для Фруиь в 
случае р=5. Пусть р, =, —9„, где Ф„ вычисляется по формуле (1), 


р 


и м= и, если п<. 4. Далее, $544 =9,;.; для {<3, поэтому 
5 = 6-4 =2, в=9—5=4, 0, =18—14=4, р, = 30—26 =4. 


По теореме 2, | 
б9 > 56 — {62—4.3} =6, 
-9 (5— 1 
рез 9 9 {116 в о. 

Учитывая оценки для р» из работы (13) и равенства ф„ = 8, п < 10, 
приходим к следующему выводу. 

ТЕОРЕМА 6. Группа Вьь имеет конечный порядок йь (2). Факторы 
В„/Вьла ее нижнего центрального ряда имеют порядок 5%", где 

д, = 1, В =0, 8, =, № =4, "М =4, 
=, Хо = 6, Е 11 <: 1, ВО. 
5 = ие". 

(В работе (11) Линдон ошибочно утверждает, что А» = 4.) 

Отсюда, из (1.3) и из теоремы 4 следует, в частности, что класс 
нильпотентности т групи В и В» не меньше, чем 2р. Оказывается, 
аналогичная оценка имеет место и в случае любого р. 

Действительно, согласно (3.2) и (3.4), 

з,2р-8 — 63, 2р—3 = Фз,р-в — Фз‚2р-з >> фр — т Е = 


_ 42 —бр--2 _ Зр? + 2р-а 
о 
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если р>. 11. Таким образом, получено улучшение соответствующих ре- 
зультатов Грина (14) (т> 2р—2) и Мейера-Вундерли (13) (т >. 2р—1): 

ТЕОРЕМА 7. Существует конечная группа с тождественным соотно- 
шением хр =1, порожденная двумя образующими и имеющая класс ниль- 


потентности т = 2р(р>.5). 
Поступило 
14. УГ. 1956 
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КОЛЬЦА, НОРМИРОВАННЫЕ ПРИ ПОМОЩИ ПОЛУГРУПП 


(Представлено аксдемиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе определяются кольца, нормированные при помощи полугрупп. 
Их теория строится на основе теории упорядоченных полугрупп. 


Исходным пунктом настоящей работы служили упорядоченные кольца. 
Упорядоченные кольца несомненно заслуживают изучения, но пока для них 
были получены довольно разрозненные результаты. Автором был получен 
ряд результатов об упорядоченных кольцах [см. (8)], которые позже 
удалось обобщить на нормированные кольца. 

Уже сравнительно давно установлена связь между упорядоченными 
и нормированными полями [см. (3), (?)], а именно, всякое упорядоченное 
поле можно естественным образом нормировать при помощи упорядочен- 
ной группы его архимедовских классов. В работе (!) дается весьма 
общее определение нормированных абелевых групп и на последние пере- 
носится ряд результатов об ‘упорядоченных группах. В настоящей ра- 
боте показывается, что такую же связь можно установить между 
упорядоченными и нормированными кольцами, если надлежащим образом 
определить последнее понятие. При этом результаты автора об упоря- 
поченных кольцах получаются теперь как следствия теорем о нормиро- 
ванных кольцах. 

Для теории нормированных колец очень большое значение имеет 
изучение упорядоченных полугрупп. По существу все основные теоремы 
о нормированных кольцах получаются приложением соответствующих 
теорем об упорядоченных полугруппах. Настоящая работа будет поэтому 
существенно опираться на работу автора (?), знакомство с. которой будет 
у читателя предполагаться. 

Значение теории ‘нормированных полей далеко не исчерпывается их 
связью с упорядоченными полями; теория нормированных полей является 
одним из важных и содержательных разделов теории полей. Понятие 
нормы уже успешно применяется и в теории колец. И. М. Гельфандом 
было дано одно из возможных определений нормы для алгебр и на 
этой основе была создана глубокая теория нормированных алгебр. Эта 
теория охватывает широкие классы алгебр потому, что в ней исполь- 
зуется аксиома нормы 


пав |< 8 
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тогда как в теории нормированных полей в соответствующей аксиоме 
требуется равенство. В литературе [см. (“), (5)] появилось также понятие 
псевдонормы для колец, которое, по существу, является обобщением на 
любые кольца нормы в смысле Гельфанда. 

Можно попытаться перенести понятие нормы с полей на кольца так, 
чтобы. сохранилась ‘аксиома | 


[46] = [а |1] 


(нормирующая группа записана мультипликативно). Если мы хотим, 
однако, нормировать достаточно ‘широкие классы колец (например, 
кольца с делителями нуля), то придется допустить нормирование при 
помощи упорядоченных полугрупп, а не только при помощи полугрупип. 
В настоящей работе обобщение идет именно в таком направлении. 


$ 1. Определение нормированного кольца. Связь между кольцом 
и нормирующей полугруппой 


Ассоциативное кольцо В называется нормированным при помощи 
упорядоченной полугруппы Р, если всякому элементу а из А поставлен 
в соответствие элемент 1 (а) из Р, причем удовлетворяются условия: 

1. 2 (а— 5) < шах (1 (а), ш (5)). 

2. и (а5) = ш (а) и (6). 

3. Для всякого « из Р существует такое а из В, что ш (а) =«. 

4, Если че (а) = 0, тоа = 0. 

Здесь и дальше под упорядоченной полугруппой мы будем понимать 
множество, удовлетворяющее аксиомам работы (7). В дальнейшем мы 
будем называть кольца, нормированные при помощи упорядоченных 
полугруппи, просто нормированными кольцами. 

Понятие нормированного кольца является обобщением понятия нор- 
мированного тела. Возникает вопрос, в какой мере теорию нормирован- 
ных полей и тел можно перенести на нормированные кольца, предпо- 
лагая, если нужно, коммутативность последних. В этом направлении 
пока далеко продвинуться не удалось, так как переносятся только 
сравнительно элементарные теоремы. 

Так как понятие нормированного кольца является обобщением по- 
нятия нормированного тела, возникает вопрос, дает ли новое определе- 
ние нормы возможность нормировать более широкие классы тел или 
получить для нормируемых тел новые нормы. Аксиомы нормы 1—4 для 
нормированных колец совпадают в точности с соответствующими аксио- 
мами для тел. Аксиомы упорядоченной полугруппы требуют, однако, 
меньшего, чем аксиомы упорядоченной группы с присоединенным нулем 
(в наших обозначениях), при помощи которых нормируются тела. Пусть, 
однако, некоторое тело нормировано при помощи упорядоченной полу- 
группы. Тогда отображение а —> и (а) мультипликативной группы тела 
на множество ненулевых элементов полугруппы является гомоморфным 
огображением группы на множество с одной операцией (в силу формулы 
и (6) = 1 (а) и (6)) и поэтому множество ненулевых элементов полугруппы 


=” . 
> з НОРМИРОВАННЫЕ КОЛЬЦА 313 


является группой. Таким образом, в случае тел наше понятие нормиро- 
ванного кольца совпадает с обычным понятием нормированного тела. 

При изучении нормированных колец большую роль будут играть 
понятия выпуклой подгруппы аддитивной группы, выпуклого подкольца 
и выпуклого идеала. Подгруппа С аддитивной группы кольца В, норми- 
‘рованного при помощи полугруппы Р, называется выпуклой, если из 
аЕС, и (а) > ш (6) следует БЕС. Подкольцо (а также правый, левый, 
двусторонний идеал кольца А) называется выпуклым, если выпуклой 
является его аддитивная группа. 

Поставим всякой выпуклой подгруппе С аддитивной группы кольца 
Е в соответствие совокупность Г таких х из Р, для которых существует 
ЕС сш(в) =«. Очевидно, что Г будет выпуклым подмножеством в Р 
и что ОЕГ. Всякому выпуклому подкольцу ставится при этом в соот- 
ветствие выпуклая подполугруппа, содержащая 0, всякому выпуклому 
правому идеалу кольца А — выпуклый правый идеал полугруппы Р, 
и аналогично для левых и двусторонних идеалов. Все последние утвер- 
ждения следуют из аксиомы 


р (а) = № (а) ш (6). 


Поставим всякому выпуклому подмножеству Г полугруппы Р, со- 
держащему 0, в соответствие совокупность С таких в из В, чтош (=) 6 Г: 
Легко видеть, что С является выпуклой подгруппой аддитивной группы 
кольца А и что подгруппе С соответствует снова Г. Если Г является, 
кроме того, подполугруппой, то С будет выпуклым подкольцом; если 
Г — выпуклый правый идеал в Р, то С будет выпуклым правым идеалом 
в ДА, и так же для левых и двусторонних идеалов. Теперь ясно, что, 
построенное нами соответствие между выпуклыми подгруппами в Ви 
выпуклыми подмножествами с нулем в Р является взаимно однозначным. 
При этом выпуклым подкольцам в А соответствуют выпуклые подполу- 
группы с нулем и обратно, выпуклым правым идеалам в А — выпуклые 
‘правые идеалы в Р, и обратно, и т. д. Если мы в дальнейшем будем 
говорить, ато выпуклой подгруппе С аддитивной группы кольца соот- 
ветствует выпуклое подмножество упорядоченной полугруппы Р или 
обратно, то соответствие понимается именно в указанном смысле. 

Пусть задана некоторая система подгрупп аддитивной группы какого- 
нибудь кольца А, линейно упорядоченная по включению и содержащая 
0 и все В. Такая упорядоченная. система подгрупп называется полной, 
если она содержит также объединение и пересечение любого множества 
своих подгрупп. 

Если задана некоторая определенная полная система подгрупп и 
элемент а кольца А, то обозначим через С. минимальную подгруппу 
этой системы, содержащую элемент а (она ‘обязательно существует). 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы ассоциативное кольцо В можно было 
нормировать при помощи какой-нибудь упорядоченной полугруппы, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы в В существовала полная система подерупть 
аддитивной группы, удовлетворяющая условиям: 

1) из БЕ Са следует 6с Е Сас и с Е Сса для всех с из 7 
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2) из 66 С., СЕВ, 0еЕСе следует 6 =ас =0, из БЕС, СЕК и 
сЬ @ Сса следует сб = са = 0. 

Пусть кольцо В нормировано при помощи упорядоченной полугруппы Р. 
Система выпуклых подгрупи кольца В будет полной: объединение и 
пересечение любого множества выпуклых подгрупи являются выпуклыми 
подгруппами. Подгруппа С. для этой системы состоит из тех и только 
тех 6 из В, для которых 


и (5) < и (а). 
Пусть БЕ Со. Тогда 


и (6) < и (а) 


и (6) = ш (6) ш (с) <ш (а) ш (с) = ш (ас), 


т.е. 6 Е Одес. Если же ВЁС., то 


20 > о (@) 
и 
и (6с) > ш (ас). 
Из 6 Е аж следует 
10 (6) < ш (ас), 


а поэтому 
и (6) ш (с) = ш (а) (©. 
Теперь из аксиомы 5 для полугрупп вытекает: 
1 (6с) = и (ас) =0 


‘и, следовательно, 
ре = ас =0. 


Необходимость условий доказана. 

Предположим, что в В ‘задана полная система подгрупп, удовлетво- 
ряющая условиям 1 и 2. Рассмотрим подгруппы этой системы, имеющие 
непосредственно предшествующие (в смысле включения). Легко видеть, 
что это будут подгруппы вида С. и только они. Далее, дьс С. тогда 
й только тогда, когда БЕС, и С, = С. тогда и только тогда, когда 
ФЕС. иаЕС,. 

Определим на множестве подгрупп вида С. умножение формулой 


Сабь = Са . 


"Тогда из условия 1 следует, что умножение определено однозначно и 
сохраняет порядок (отношение включения). Ассоциативность умножения 
подгрупп следует из ассоциативности кольца. Роль нуля играет нулевая 
подгруппа @,, содержащаяся во всех других. Выполнение аксиомы 5 
определения упорядоченной полугруппы следует из условия 2. Если 
Сь + (а, то, например, 56С.. Из С,С. = С.С. следует 6 Е Се, а тогда, 
по условию 2, 
ое ==ас— 0. 


Таким же образом проверяется выполнение другого требования. 
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Этим доказано, что подгруппы С. составляют упорядоченную полугруппу, 
которую мы обозначим через Р. 
Покажем, что кольцо В можно нормировать при помощи полугруп- 


пы Р. Для этого всякому элементу а кольца В поставим в соответствие 
подгруппу С... Если С. > Сь, то 


а—бЕС. и боь = Со, 


т. е. выполняется аксиома 1 нормы. Выполнение аксиом 2 и 3 очевидно. 
Аксиома 4 следует из того, что Су является нулевой подгруппой. 

ТЕОРЕМА 2. Для любой упорядоченной полугруппы Р существуни 
кольцо В, нормированное при помощи этой полугруппы. 

Пусть задана упорядоченная полугруппа Р. Возьмем какое-нибудь 
ассоциативное кольцо <” без делителей нуля. Образуем полугрупповое 
кольцо 9“ (Р, <”) полугруппы Р над кольцом <”. Всякий элемент этого 
кольца имеет вид а = Уч, гдеа; 6 <”, ЕР илишь конечное число коэффи- 


циентов а отлично от нуля. Умножение определяется формулой 


(аа) (68) = (аб) (©В); 


на элементы общего вида это определение умножения распространяется 
так, чтобы выполнялся закон дистрибутивности. 


Элементы вида 40 составляют в © (Р, <”) двусторонний идеал «7 (0, <”). 
Рассмотрим фактор-кольцо 


В=4 (Р, 7) (0,5). 


Нормируем кольцо В при помощи полугруппы Р следующим образом. 

Выберем в смежном классе а“7`(Р, <”) по < (0, <”) представителя а. Нормой 

этого класса будем считать наибольшее о, входящее в запись а = У 240 
ба 


с коэффициентом а:, отличным от нуля. Очевидно, что норма класса не 
зависит от выбора представителя. Проверим выполнение аксиом нормы 


1—4. Пусть 
а= Уаю, 6= УВВ» 


причем наибольшим среди о; является и, а наибольшим среди В; явля- 
ется В;,. При о, >В, в записи 


ав = Уста 


наибольшим среди 1х будет о,. При а, = В, наибольшее 1к не превосхо. 
дит о. Этим показано, что выполняется аксиома 1. Аксиома 2 следует 


аб =, 418 


наибольшим 8, будет о.В:. Аксиомы 3 и 4 очевидны. Теорема 2 до- 


казана. 
Пусть заданы кольцо А, нормированное при помощи полугруппы у 


и кольцо А, нормированное при. помощи полугруппы Р. Мы говорим, 


из того, что в записи 
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что нормированное кольцо В гомоморфно отображается на нормирован- 


ное кольцо В, если существует такое гомоморфное отображение а—>а 
кольца В на кольцо В, при котором из з 


и (а) > и (5) 
следует 
из (а) > и (5) 
и из 
р (а) = ш (5) = 0 
следует 


и (а) = (5). 


Мы говорим, что нормированное кольцо В изоморфно отображается 


на нормированное кольцо В, если существует такое изоморфное отобра- 
жение а<>а кольца В на кольцо А, при котором соответствие (а) <> 
<> и (а) является изоморфным отображением полугруппы Р на полугруп- 
пу Р, сохраняющим упорядоченность. 

Покажем, что если в кольце А, нормированном при помощи упоря- 
доченной полугруппы Р, задан выпуклый двусторонний идеал ФЛ, то. 
фактор-кольцо А// можно естественным образом нормировать. Возьмем 
вР выпуклый двусторонний идеал [, соответствующий идеалу /. 
Областью значений нормы для В// будет фактор-полугруппа Р/Г. Чтобы 
получить норму какого-нибудь ненулевого смежного класса А по Л, 
возьмем представителя этого класса, найдем его норму в Р и возьмем 
соответствующий этому элементу из Р элемент фактор-полугруппы Р/Г. 
Покажем, что норма не зависит от выбора представителя а в смежном 
классе а. Любой другой элемент этого смежного класса можно предста- 
вить в виде а— 6, где БЕЛ. Тогда 


№ (а—5) < шах (и (а), ш (6) = № (а)), 
так как, в силу выпуклости Л, будет 
и (а) > ш (6). 
С другой стороны, 
= (а—65)—(—5), 
где —6 ЕЛ. Используя это представление, мы получим 
1 (а) <Зш(а— 6), 
т. ©. 
и (а) =ш(а— 5). 
Нормой нулевого смежного класса будем считать нуль фактор-полу- 
группы Р/Г. Проверим выполнение аксиом нормы. 
Обозначим через р (а) норму смежного класса а в Р/Т, а через (а) — 
элемент в Р/Г, соответствующий элементу (а) в Р. Тогда 
№ (а) = ®(а). 
Из 1-й аксиомы нормы для кольца В схедует: 
% (а — 6) < шах (и (а), ш (5)). 
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Отсюда выводим, что 
% (а — 5) < шах (и (а), ш (6). 
Но 


га =ш(@а—5), в -=ь@, в =ь, 


и (@— 5) < шах (в (а), в (5). 
По 2-й аксиоме нормы для В, имеем: 


12 (а5) = и (а) (5). 


Следовательно, 
 (а6) = 0 (а) (5) = в (а) № (6). 
Так как 
и (аб) = и (аё) = ш (а6), 
то 


3-я и 4-я аксиомы нормы для А// очевидны. Этим норма для А/Л 
построена. Если мы в дальнейшем будем рассматривать фактор-кольцо 
нормированного кольца В по выпуклому идеалу Л, то будем всегда 
предполагать его нормированным указанным способом. 

ТЕОРЕМА 3. Каждый гомоморфный образ В нормированного кольца 
В изоморфен некоторому фактор-кольцу В/Л. Гри этом Л есть выпуклый 
двусторонний идеал, составленный из тех элементов, образом которых в 
`В служит нуль. Обратно, каждое фактор-кольцо В// является гомо- 
морфным образом кольца В. 

Допустим, что кольцо В, нормированное при помощи полугруппы Р, 
гомоморфно отображается на кольцо В, нормированное при помощи по- 
лугруппы Р. По теореме о гомоморфизмах для колец, ядро (/ этого гомо- 
морфизма является двусторонним идеалом в В и В изоморфно 6 Е/Л. Пока- 
жем, что идеал / будет выпуклым. Действительно, если а = 0 и (а) > 


> и (Ь), то 


0 = (а) > № (5), 


12 (5) =Ои в =0. 
Множество [ всех элементов из Р, которые отображаются в 0 полугруп- 
пы Р при соозветствии (а) —> и (а), совпадает с выпуклым двусторонним 
идеалом, соответствующим идеалу / в полугруппе Р. Рассмотрим фактор- . 
полугруппу Р//. Обозначим опять через и (а) элемент, соответствующий 


в Р/1 элементу и (а) ЕР (для зо (а) 6/1 будет и (а) = —= -0). Всякому элемен- 
ту (а) из Р/1 поставим в соответствие элемент % (а) из Р. Нетрудно 
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видеть, что это соответствие будет взаимно однозначным. Далее, 


12 (а) 2 (6) = № (а) ш (6) = ш (аб) (аб) = № (аб) = (@) в (0). 


Из (а) >1(5) следует (а) > и (5), а отсюда и (а) > ш(5). Этим 
установлено, что упорядоченные полугруппы Р/[ иР изоморфны. Теперь мы 
можем сказать, что естественный изоморфизм между В// и В является 
изоморфизмом нормированных колец (нормой смежного класса в В/Л яв- 
ляется как раз и (а), где а— некоторый представитель этого класса). 

Пусть, с другой стороны, мы имеем кольцо ИА, нормированное при 
помощи полугруппы Р, и его фактор-кольцо К// по выпуклому идеалу 
УТ. Покажем, что нормированное кольцо А можно гомоморфно отобразить. 
на нормированное кольцо В/Л. Действительно, естественный гомомор- 
физм кольца В на колько А// удовлетворяет требуемым условиям. Имен- 
но, из (а) > ш(5) в Р следует (а) > № (5) в РИ, из ш (а) = ш (5) +0 
в Р/[ получаем 1 (а) = ш (5) в Р, по определению Р/Л. Теорема 3 пол- 
ностью доказана. 


$ 2. Простейшие свойства нормированного кольца. Радикал 


Назовем элемент а нормированного кольца К целым, если его норма 
является целым элементом в полугруппе Р. Совокупность всех целых 
элементов нормированного кольца В обозначим через 5. Через „ИЖ обоз- 
начим множество, состоящее из нуля и всех таких а из А, что и? (а) < 
< и (а). Элементы множества 97 И назовем единицами нормированного 
кольца. 

ТЕОРЕМА 4. Множество 9 является во всяком нормированном коль- 
це В выпуклым подкольцом. 

Очевидно, что множеству о’ соответствует в Р подмножество К. По 
теореме 1 работы (7), К является в Р выпуклой подполугруппой. Отею- 
да следует утверждение теоремы. 

ТЕОРЕМА 0. Всякая выпуклая подгруппа аддитивной группы под- 
кольца о является в нем двусторонним идеалом. | 


Пусть @ — выпуклая подгруппа аддитивной группы кольца 97. Тогда 
ему соответствует в Р выпуклое подмножество Г, содержащее 0. По тео- 
реме 2 работы (7), Г является двусторонним идеалом в К. Следователь- 
но, С является двусторонним идеалом в 97. 

Мы говорим, что кольцо В без делителя нуля нормировано триви- 


ально, если оно нормировано при помощи полугруппы, состоящей из 0 
И в, ГДе 5? =. 


ТЕОРЕМА 6. Если Ж-Е, то М является максимальным выпуклым 
двусторонним идеалом в о”, идеал И будет простым в в7 и фактор-коль- 
ц0 97| М тривиально нормировано. 

Множеству М соответствует в Р подмножество М. По теореме 3 ра- 
боты (7), 11 является максимальным выпуклым идеалом в К. Так как 
соответствие между выпуклыми идеалами упорядоченной полугруппы Р 
и выпуклыми идеалами нормированного кольца А взаимно однозначно и 
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сохраняет включение, то выпуклый двусторонний идеал ‚М является ма- 
ксимальным в 7. Простота идеала „А в 97 следует из простоты М в К. 
По теореме 3 работы (?), фактор-полугруппа К/М является требуемой 
полугруппой. 9/Л тривиально нормировано, так как, по определению, 
оно нормируется фактор-полугруппой К/М. 

Фактор-кольцо 7’/М мы будем называть кольцом классов вычетов 
данного нормированного кольца А. 

Теорему 2 можно уточнить следующим образом. Для любой упоря- 
доченной полугруппы Р с единицей и любого ассоциативного кольца’ «7 
без делителей нуля существует кольцо А, нормированное при помощи 
полугруппы Р и имеющее кольцо <” в качестве кольца классов вычетов. 

ТЕОРЕМА 7. Если / является выпуклым правым идеалом в В и + В, 
шо Ус. 


Идеалу /Л соответствует в Р правый идеал /, причем Г-Р. По тео- 
реме 4 работы (7), [с М, а поэтому Л/с Л. р 


ТЕОРЕМА 8. Если нормированное кольцо В (В* +0) разлагается в: 
прямую сумму двух колец В = А- В, то одно из колец будет кольцом 
с нулевым умножением. 

Так как А? -Е 0, то, например, А не является кольцом с нулевым 
умножением. Существуют, следовательно, такие элементы а, и а» из А, 
что аа. = 0. Допустим, что существует такое ЕВ, что (5) > и (а) - 
Отсюда следовало бы, что 


0 = ($а,) >. и (аа) > 0, 
что невозможно. Таким образом, для всех 6, из В выполняется 


% (6,) < в (а). 
С другой стороны, 
и (6165) < ш (а16>) =0 
при любом 6. из В. Мы получили, что В? = 0. 


ТЕОРЕМА 9. В нормированном кольце В совокупность °” всех ниль- 
потентных элементов является выпуклым двусторонним идеалом в В. 
Радикалы Бэра, Левицкого и Кётэ кольца В совпадают с ®”. о 
кольцо В/4 не имеет делителей нуля. 

Очевидно, что все нильпотентные элементы кольца и только они име- 
ют нильпотентную норму. Радикалу М полугруппы Р кольца А соответ- 
ствует в В как раз множество ‹/^. Поэтому, по теореме 5 работы (7), 
будет выпуклым двусторонним идеалом в В. Из того, что °” является 
объединением нильпотентных правых идеалов в полугруппе Р, следует, 
ЧТО о является объединением нильпотентных правых идеалов в кольце. 
В. Поэтому ‹” содержится в радикале Бэра кольца А. С другой сторо- 
НЫ, о содержит радикал Нётэ кольца А, так как В о содержатся все 
нильпотентные элементы кольца А. Из доказанных включений и того, что 
радикал Бэра содержится в радикале Кётэ, следует, что оба эти радикала 
совпадают с о. А тогда совпадает с о” и радикал Левицкого, всегда. 
расположенный между радикалами Бэра и Нёто. 
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Из теоремы 9 следует, что если в нормированном кольце В сущест- 
вуют делители нуля, то радикал о‹/” кольца К отличен от нуля. 

Покажем, что радикалы Джекобсона и Брауна — Маккоя в нормиро- 
ванном кольце не всегда будут выпуклыми. 

Рассмотрим кольцо В степенных рядов /(х, У) от двух неизвестных 
без свободного члена над кольцом целых чисел. Это кольцо является 
радикальным в смысле Джекобсона. Именно, элемент 


ИА... ЕР...) 


02 т 
запись которого имеет смысл, так как каждый член х”Уу” встречается в 
ней только конечное число раз, будет присоединенно-обратным к элемен- 
ту /(х, у), так как 


Те- ИР... +... =А-О+А... А+...) + 
(АР ..)=0. 


Это равенство означает, что коэффициент при каждом члене х”у"в левой 
части равен нулю, в чем можно убедиться, используя выражение при- 
соединенно-обратного элемента. 

Рассмотрим теперь в кольце А подкольцо <” таких рядов, в которых 
число членов, не содержащих у, конечно. Элементами этого кольца яв- 
ляются ряды вида: 


а (1) +6 (х, уу- су, 


где а (5) — полином без свободного члена, 6 (х, у) ЕВ и с— целбе число. 
Нормируем кольцо ф при помощи упорядоченной полугруппы У, яв- 

ляющейся ординальным прямым произведением двух упорядоченных по- 

лугрупп Т, введенных в теореме 10 работы (?), к которому присоединен 

нуль и удалена единица. Элементами > будут произведения ав” и 0. 
упорядочивается так: 


"в" — атВЯ, 


если т<« р или если т=р ип< а. Нормой ряда, состоящего только 
из одного члена а2"у", а == 0, будем считать элемент "8". Нормой ря- 
да общего вида будем считать наибольшую из норм его членов (она 
всегда существует). Можно проверить, что все аксиомы упорядоченной 
полугруппы и аксиомы нормы действительно выполняются. 

Множество Л всех элементов из ‹?, все члены которых содержат у, 
является идеалом в «7. Идеал Л будет радикальным: если ]/(х, у) ЕЛ, то 
при любом п РЕ/ и 


о 


Покажем, что Л является радикалом о” кольца <” в смысле Джекобсона. 
7, как радикальный идеал, содержится в этом радикале о. Допустим, 
ЧТО В о/” существует такой элемент 


а (2) -- 5 (т, у у- су, 


что а (2) + 0. Тогда также а(1)6 и. Элемент, присоединенно-обратный 
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к а(5), имеет вид: 
—@(2) — а? (2) —...— а" (5) --...=Ъ(а). 


Ясно, что 6 (2) +0. Элемент Ь (2) не может оказаться полиномом от И 
так как тогда было бы 


а (2) °6 (1) =0, 


а (1) 6 (5х) =а (2)6 (х), 


но степень произведения полиномов без свободного члена всегда строго 
больше степеней обоих сомножителей, а тогда и строго больше степени 
суммы. Этим доказано, что а (5) не имеет присоединенно-обратного эле- 
мента в 7 в противоречие с предложением. 

Но -/ не является выпуклым идеалом в «?. Именно, 


ш (у) > (1), УЕ’, но дб. 


Так как в кольце «7, в силу его коммутативности, радикал Джекоб- 
сона совпадает с радикалом Брауна — Маккоя, то этим установлено, что 
в нормированном кольце ни тот, ни другой радикал не обязан быть вы- 
пуклым. 


$ 3. Максимальный выпуклый идеал. Простые нормированные кольца 


Назовем нормированное кольцо В простым, если оно не содержит от- 
личных от 0 и р выпуклых двусторонних идеалов. 

ТЕОРЕМА 10. Если В - М, тов ВЕ существует максимальный вы- 
пуклый двусторонний идеал Г. Фактор-кольцо В/Г. является простым 
нормированным кольцом. 

Если в нормированном кольце А „А - А, то в его полугруппе Р будет 
М -ЕР. Тогда можно применить теорему 6 работы (7), в силу которой 
в Р существует максимальный выпуклый двусторонний идеал Л. Идеал 
Г в В, соответствующий Л в Р, будет максимальным выпуклым двусто- 
ронним идеалом в И. Нормированное кольцо А/[ будет простым, так 
как упорядоченная полугруппа Р/Л является простой. 

ТЕОРЕМА 11. Простое нормированное кольцо не содержит и нетриви- 
альных односторонних выпуклых идеалов. 

Если нормированное кольцо В — простое, то упорядоченная полу- 
группа Р, при помощи которой оно нормировано, является также про- 
стой. По теореме 7 работы (7), Р не имеет нетривиальных односторонних 
выпуклых идеалов. Отсюда следует утверждение теоремы. 

Из леммы 3 работы (7) следует, что простое нормированное кольцо 
является либо кольцом с нулевым умножением, либо не имеет делителей 
нуля. 

Пусть мы имеем простое кольцо А с минимальным левым иделом 
(в обычном смысле). Если А нормируемо, то оно является либо кольцом с 
нулевым умножением, либо не имеет делителей нуля. Но кольцо без 
делителей нуля и с минимальным левым идеалом является телом. По- 
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этому если В нормируемо, то оно является либо кольцом с нулевым умно- 
жением, либо телом. Пусть заданы кольцо А, нормированное при по- 
мощи упорядоченной полугруппы А, кольцо 2, нормированное при по- 
мощи упорядоченной полугруппы В, и какое-то расширение Р упорядо- 
ченной полугруппы А при помощи упорядоченной полугруппы В. Естест- 
венно считать, что задачей теории расширений нормированных колен 
является обозрение всех таких колец ИВ, нормированных при помощи 
упорядоченной полугруппы Р, в которых идеал, соответствующий идеалу 
АвР, изоморфен нормированному кольцу „4, а фактор-кольцо по этому 
идеалу изоморфно нормированному кольцу 8. 


$ 4. Целые нормированные кольца 


Назовем нормированное кольцо В целым, если оно нормируется при 
помощи целой упорядоченной полугруппы. На основе теорем 9 и 10 мы 
можем сказать, что общая теория нормированных колец сводится к тео- 
рии нормированных ниль-колец, целых нормированных колец, простых нор- 
мированных колец и к теории расширений для нормированных колец. 
Заметим, что последняя еще не построена. 

Нормированное кольцо В называется мультипликативно архимедов: 
ским, если оно нормировано при помощи архимедовской упорядоченной 
полугруппы Р. 

ТЕОРЕМА 12. Для того чтобы целое нормированное кольцо В был 
мультипликативно архимедовским, необходимо и достаточно, чтобы онс 
не водержало отличных от 0 и В выпуклых простых двусторонних иде: 
алов. 

Эта теорема является следствием теоремы 11 работы (?), если учесть, 
что выпуклым простым идеалам ‘“олугруппы соответствуют выпуклые 
простые идеалы кольца, и наоборот. 

ТЕОРЕМА 13. В целом нормированном кольце В существует полная 
система выпуклых двусторонних идеалов, в которой фактор-кольцо всяко: 
го идеала по непосредственно предшествующему (если он существует 
является целым мультипликативно артимедовским нормированным кольцом 

Возьмем систему, состоящую из всех выпуклых простых двусторонних» 
идеалов кольца И. Эта система линейно упорядочена по включению, со. 
держит 0 и И. Возьмем перезечение [| /„ некоторого множества просты? 

а 


идеалов. Пусть элементы а и 6 не принадлежат этому пересечению 

Тогда существуют такие « и В, что а6Л, и БЕЛ. Пусть Ук 

(в противном случае Л/ь с ./»„). Элементы а и 6 не принадлежат /., значи‘ 

а6@/Л. и а66 ПП УЛь. Таким образом, пересечение выпуклых простых иде 
[4 


алов является выпуклым простым идеалом» Докажем, что объединени. 
|] Ло некоторого множества выпуклых простых идеалов является такж‹ 
[3 


выпуклым простым идеалом. Если элементы а и $ не лежат в |) Л, т. 


& 


они не лежат ни в одном из Л.. Следовательно, аб не лежит ни в од 
ном из Ла, т. е. не лежит в |) Ла. 


га 
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Пусть Л. и Л, — выпуклые простые двусторонние идеалы в В, при- 
ом /„ непосредственно предшествует Ль. Тогда соответствующие идеалы 
ги ь вР будут простыми в Р и Г, непосредственно предшествует /ь. 
© теореме 11 работы (7), как Г., так и [Тв состоят из выпуклого мно- 
ства архимедовских классов полугруппы Р. При этом [в должен со- 
ержать ровно один архимедовский класс, не содержащийся в Г, (иначе 
ежду Г. и Г, существовали бы выпуклые простые идеалы). Следователь- 
о, фактор-полугруппа Г5/Г„ является архимедовской, а поэтому норми- 
ованное кольцо /Лв//„ будет мультипликативно архимедовским. 

Пусть задано кольцо А, нормированное при помощи упорядоченной 
олугруппы Р. Допустим, что в Р задано отношение конгруентности, 
тносительно которого 0 составляет отдельный класс, и такое, что фак- 


ор-полугруппа » по этому отношению конгруентности является упоря- 
оченной полугруппой. Обозначим через « класс элемента х из Р. Легко 
идеть, что формулой ш (а) = № (а) можно определить норму для кольца 
? в полугруше У (здесь р (а) ЕР, ш(а) Е а Можно проверить, что все 
ксиомы нормы действительно выполняются. Естественно назвать такое 
ормирование при помощи полугруппы » более слабым, чем нормирова- 
ие при помощи полугруппы Р. 

ТЕОРЕМА 14. Для всякого целого артимедоеского нормирования коль- 
а К существует более слабое нетривиальное нормирование при помо- 
и подполугруппы мультипликативной полугруппы неотрицательных 
ействительных чисел. 

Пусть кольцо А нормировано при помощи целой архимедовской упо- 
ядоченной полугруппы Р. По теореме 12 работы (7), в Р существует 
тношение конгруентности, фактор-полугрупна »! по которому изоморфна 
одполугруппе мультипликативной полугруппы неотрицательных действи- 
эльных чисел в ее упорядоченности. Эта подполугруппа является, конечно, 
порядоченной полугруппой. У состоит более чем из двух элементов. 
`менно, все ненулевые элементы в Р не могут оказаться близкими. Если 
лементы хи В близки, то « и “? уже не являются близкими. 0 состав- 
яет относительно этого отношения конгруентности действительно отдель- 
ый класс. 

Если теперь нормировать А способом, указанным в определении 
олее слабой нормы, то получим требуемую норму. 

ТЕОРЕМА 15. Если в нормированном кольце В выполнено условие об- 
ыва убывающих цепей для выпуклых левых идеалов, то любой левый иде- 
в кольца В, содержащийся в И, нильпотентен. 

Возьмем левый идеал / кольца В, причем / с: М. Тогда его выпуклое 
‚мыкание / является выпуклым левым идеалом и содержится также в 
. Пусть / и Л соответствуют в Р подмножества Г и М. Из условия 
бывающих цепей выпуклых левых идсалов для В вытекает соответству- 
щее условие для Р. Применяя теорему 13 работы (7), мы получим, что 
цеал `Т является нильпотентным. Отсюда вытекает нильпотентность иде- 
юв Ли /. 

Покажем, как результаты о нормированных кольцах можно прило- 
ить к упорядоченным кольцам. Одновременно мы дадим доказательства 
да теорем работы (%), которые там не были даны. 

3* 
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$ 5. Упорядоченные кольца 


если: 


1) В есть линейно упорядоченное множество относительно отноше- 
ния >; 

2) для любых а ив из В иза> в следует а с» -+с при любом 
с из В: 

3) иза>0 и > 0 следует аб >.0. 

Определим в упорядоченном кольце архимедовские классы следующим 
образом. Неотрицательные элементы а и 6, где а>.6, отнесем к одному 
классу, если существует такое натуральное число п, что пб» а. Это | 
определение аналогично тому, которое мы ввели для упорядоченных | 
полугрунп. Нуль составляет, очевидно, отдельный класс. Легко прове- ' 
рить, что отношение принадлежности к одному классу рефлексивно, сим- | 
метрично и транзитивно и, следовательно, действительно определяет раз-' 
биение множества всех неотрицательных элементов кольца на непересе- 
кающиеся классы. 

В дальнейшем мы будем под упорядоченными кольцами понимать 
только ассоциативные упорядоченные кольца. 

ТЕОРЕМА 16. Архимедовские классы любого упорядоченного кольца В 
составляют упорядоченную полугруппу Р. Кольцо В можно нормировать 
при помощи полугруппы Р. 

Обозначим архимедовский класс элемента а из В через аи определим 
умножение классов формулой абы Е - аб. Покажем, что умножение классов 
определено однозначно: если а = с, то аб = сб, и если 6 = с, тоаб = ас. 

Пусть а>.с. Тогда сушествует такое п, что 


ва в 
Отсюда 


(пс) ф = п (65) >. аб > сб. 


Это и означает, что аб = сб. Второе утверждение доказывается анало- 
гично. Отметим, что если одним из множителей служит нулевой класс, 
то произведение равно нулевому классу. Ассоциативность умножения 
классов следует из ассоциативности кольца В. 

Множество архимедовских классов кольца А можно линейно упорядо- 
чить, считая, что один класс больше другого, если всякий положитель- 
ный элемент первого класса больше всех элементов второго класса. 

Докажем выполнение аксиомы 3 из определения упорядоченной полу- 


группы. Пусть а>6 и с — любой архимедовский класс кольца В. Тог- 
да существует такое натуральное п, что па>.6. Отсюда мы получим, 
что п (ас) >. с, а это значит, что ас > 6с. Аналогично проверяется вы- 
полнение другого требования аксиомы 3. 

Мы уже убедились выше, что аксиома 4 выполняется. 


выполнение аксиомы 5. Пусть мы имеем а>6, но ас =фс. 
что тогда 


Проверим 
Покажем, 


` 
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Из а>ь следует, что выполняется а> иб при любом натуральном п. 
Отсюда следует, что 


ас > п (56). 
Но в силу ас = 65 должно существовать такое натуральное т, что 
т (6с) >> ас. 
Мы получим, что 
т (с) = ас. 
Отсюда 
т (5%) > п (6) 


для всех натуральных п, что возможно лишь при 66 =0, а поэтому 
и ас =0. В силу того, что классы ас и 6с содержат 0, мы получаем, 
что они оба равны нулевому классу. Выполнение второго требования 
аксиомы 5 проверяется аналогично. Этим доказано, что множество Р 
является упорядоченной полугруппой. 

Назозем абсолютной величиной |а| элемента а упорядоченного коль- 
ца А неотрицательный из элементов а, —а. Точно так же, как для дей- 
ствительных чисел, можно показать, что 


[а+61<|а| + [6]. 
Отсюда мы получим, что 


[а + 01 < 2 шах (|а |, |6])- 


Будем считать нормой элемента а кольца К и обозначать через (а) 
архимедовский класс, содержащий его абсолютную величину, 1 (а) = [а]. 
Нам следует показать, что выполняются аксиомы 1—4 определения нор- 
мированного кольца. 

Из неравенства 

[а—-61 < 2 шах (|а|, [6 ]} 
следует, что 
[4—6 | < шах ([а|, [6]. 


Это есть другая запись неравенства 
2 (а —5) < шах (и (а), ш (6)). 


Аксиома 2 следует из равенства аб = аб. Аксиомы 3 и 4 очевидны. 
Теорема 16 доказана. 

Нормирование упорядоченного кольца А, определенное способом, ука- 
занным в теореме 16, назовем естественным нормированием кольца В. 
Ввиду теоремы 16, для упорядоченных колец имеют смысл все понятия, 
введенные нами для нормированных колец. 

В частности, имеют смысл понятия выпуклой подгруппы аддитивной 
группы, выпуклого подкольца и т. д. Но в упорядоченном кольце мож-. 
но определить выпуклые подмножества, исходя, как в работе (*), из 
упорядоченности самого кольца. Однако легко показать, что для под- 
групи аддитивной] группы упорядоченного кольца оба понятия выпукло- 
сти совпадают. 
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Покажем, что фактор-кольцо упорядоченного кольца А по | 
двустороннему идеалу / можно естественным образом упорядочить. Мы ска-2" 
жем, что А >. ЗВ для смежных классов А и 8 кольца В по /, если су- | 
ществуют такие 66 иаЕХ, чтоа>6. Из выпуклости идеала следует, 
что все смежные классы по нему являются выпуклыми подмножествами 
в смысле упорядоченности кольца А. Нетрудно проверить, что множество 
смежных классов будет относительно отношения > упорядоченным мно- 
жеством. Если теперь Л > 8 и С — любой смежный класс кольца В поз 
У, то выберем такие а 6.4 и БЕЗ, что а, и возьмем какое-нибудь с. 


из С. Из упорядоченности кольца следует, что 


ане>ь- с. 


Но 
а-свЕА-С, Б+СЕЗВНС, 
а поэтому 
я-+с> В-сС. 

Смежные классы А и ЗВ т неотрицательными тогда и толькой 
тогда, когда они содержат неотрицательные элементы (например, соот- 
ветственно а и 6). Тогда класс .19 будет содержать аб >. 0 и, следова- 
тельно, будет неотрицательным. Этим в А// введена естественная упо- 
рядоченность. | 

Мы знаем также, что упорядоченное кольцо К и его фактор-кольпо | 
П/Л по выпуклому двустороннему идеалу / можно нормировать. Можно | 
показать, что естественная норма упорядоченного кольца К//Л совпадает) 
с нормой фактор-кольца А//, получающейся в том случае, если рассмат- 
ривать В только как нормированное (при помощи естественной нормы) коль- | 
цо. Это будет следовать из того, что ненулевые смежные классы относятся к, 
одному архимедовскому классу в А// тогда и только тогда, когда все их, 
представители относятся к одному архимедовскому классу в А. 

Отображение а->а’ упорядоченного кольца А на упорядоченное коль- 
цо А’ называется гомоморфизмом упорядоченных колец, если оно яв- 
ляется гомоморфизмом колец в обычном смысле и удовлетворяет условию: 
из а>ф следует а’>6’. Аналогично определяется изоморфизм упоря- | 
доченных колец. 

ТЕОРЕМА 17. Каждый гомоморфный обрез В’ упорядоченного кольца, 
В изоморфен некоторому упорядоченному фактор-кольцу В/Т. При этом. 
У] есть выпуклый двусторонний идеал, составленный из тех элементов, 
образом которых в В’ служит нуль. Обратно, каждое фактор-кольцо 
В/Л является гомоморфным образом упорядоченного кольца В. | 

Доказательство этой теоремы проводится по образцу доказательства | 
теоремы 3 и не представляет трудностей. Мы его опускаем. 

Упорядоченное кольцо В называется архимедовски упорядоченным, 
если оно имеет только один ненулевой архимедовский класс. 

ТЕОРЕМА 18. Для любой упорядоченной полугруппы Р существует 
упорядоченное кольцо В, для которого Р является полугруппой архиме-\ 
довских классов. 

Возьмем какое-нибудь архимедовски упорядоченное кольцо «> без де- 
лителей нуля. Построим, как и в теореме 2, кольцо В =” (Р, 7) [7 (0, <7). 


Пусть даны два смежных класса а и 6 этого ‘фактор-кольца. Выберем в( 


ЖЕ 
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их по представителю а = Уащ и 6 = УЬВ;. Мы считаем, что а`>Ъ, если 


‹оэффициент при наибольшем 1», входящем в запись 
| 
| 


Ч а—6 = Ускь, 


| 

твляется положительным. Можно проверить, что относительно так опре- 
целенной упорядоченности кольцо А является упорядоченным кольцом. 
лагодаря архимедовости кольца ‹7 к одному архимедовскому классу в 
2 относятся те и только те смежные классы, для которых совпадает 
наибольший элемент полугруппы, входящий в запись (любого) их пред- 
тавителя. Отсюда следует, что Р является полугруппой архимедовских 


‹лассов для упорядоченного кольца В. Теорема 18 доказана. 


Во всяком упорядоченном кольце А можно определить при помощи 

эго естественной нормы подмножества 9” и Ш. Они совпадают с подмно- 
жествами © и И, определенными в работе (3). Теоремы 4 и 6 примени- 
мы к упорядоченным кольцам, как к частному случаю. Этим получены 
токазательства теорем 1 и 2 работы (?). 
Теорему 18 можно уточнить. Для любой упорядоченной полугруп- 
ты Р с единицей и любого архимедовски упорядоченного кольца ‹7 без 
делителей нуля существует упорядоченное кольцо В, для которого полу- 
группой архимедовских классов будет Р и кольцом классов вычетов — 
Кольцо «7. 


’®° Ясно, что для упорядоченных колец верны теоремы 8 и 9. При этом 
: теореме 9 фактор-кольцо А // упорядоченного кольца по его радикалу 
можно упорядочить (/” — выпуклый идеал). Мы получили доказательства 
теорем 6, 8 и 9 работы (?). 

Радикалы Джекобсона и Брауна — Маккоя даже в упорядоченном 
кольце, как утверждалось уже в работе (8), не обязаны быть выпуклыми. 
Чтобы доказать это, рассмотрим то же кольцо А степенных рядов, при 
помощи которого строился соответствующий пример для нормированных 
колец. В В возьмем опять подкольцо «7. Пусть }(х, у) и (5,1) являют- 
ся элементами из о”. Считаем }(х, у) >> 5 (т,У), если в / (5, у) — (т, У) 
коэффициент при члене с наибольшей нормой является положительным. 
Относительно так определенной упорядоченности г? будет упорядочен- 
ным кольцом. Норма, определенная нами ранее, является естественной 
нормой упорядоченного таким образом кольца «7. Радикал о” кольца «7 
не был выпуклым относительно нормы и не является выпуклым относи- 
тельно упорядоченности. 

Имеет смысл понятие простого упорядоченного кольца (определяется 
при помощи естественной нормы кольца), причем оно совпадает с соот- 
ветствующим понятием в работе (3). Для упорядоченных колец верна 
теорема 10 и ее доказательство служит доказательством теоремы 10 ра- 
боты (3). Таким же образом определяются целые упорядоченные кольца. 

Теоремами 9 и 10 общая теория упорядоченных колец сводится к 
теории упорядоченных ниль-колец, целых упорядоченных колец, простых 
упорядоченных колец и к теории расширений упорядоченных колец. 
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ьо 
Для упорядоченных колец имеют также мёсто теоремы 11, 12, 13 и 
15. В теореме 12 фактор-кольцо каждого выпуклого двустороннего иде- 
ала из системы по непосредственно предшествующему (если он сущест- 
вует) будет мультипликативно архимедовским упорядоченным кольцом. 


Поступило 
23. Х11.1955 
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И. Д. СТУПИНА 


О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ Г-ОПЕРАЦИИ 


(Представлено академиком П. С. Александровым) 


В работе показано, что общая теорема о накрытии множеств имеет 
место для Г-операции над С.А›- множествами и, в духе непротиворечивости 
в системе аксиом теории множеств Х К. Гёделя, над СА„-множествами 
в случае точек р-значности, конечнозначности, счетнозначности и точек, 
определяемых множеством цепей жесткой приведенной базы Г-операции, 
имеющим компактное замыкание. 


Введение 


Пуеть Е есть плоское множество некоторого класса множеств # (# © 1х, 
или /ху) * и все множества Е.Р‚,(Р., есть множество точек, лежащих 
на прямой х == 1) имеют некоторое свойство К. Спрашивается, существует 


ли множество Н класса ВЯ такое, что Ё с Н и все множества Н.Р.., имеют 
свойство К? Задачи такого рода часто называются задачами о накрытии 
множеств. 

Первый результат в этом направлении был получен В. И. Гливенко 
[см. `(1), (2), стр. 235, ($), стр. 75]: униформное А-множество всегда накры- 
вается таким же В-множеством. В дальнейшем ряд вопросов такого же 
характера был рассмотрен Н. Н. Лузиным [см. (2), стр. 241], П. С. Нови- 
ковым (4), А. А. Ляпуновым (5), 3. И. Козловой [см. ($), (7)]. 

Для класса В-множеств, открытого А. Н. Колмогоровым и изученного. 
Л. В. Канторовичем, Е. М. Ливенсоном и А. А. Ляпуновым [см. (3), (3), 
(10), (11), (12)], как показал в ряде работ А. А. Ляпунов [см. (1), (13)], 
выполняется теорема, аналогичная теореме В. И. Гливенко, а именно: 

Если М — жесткая база ** 85-операции такая, что операции с базами № в 


имеют типы, не более сильные, чем А’\-тип, и {Е} — последовательность 


® * Гос индексами обозначает эвклидово пространство, Л с индексами — множество. 
точек, все координаты которых иррациональны (бэровское пространство). 

*+ Пусть М — база некоторой $5-операции; цепь у 6 /М называется жесткой цепью. 
базы М, если она на содержит в себе никакой другой цепи базы М. База М, состоящая 
из одних только жестких цепей, называется жесткой базой [см. (14)]. 
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Ву (=)-множеств такая, что каждая точка множества Фм ({Е„}) является 
точкой М-однозначности последовательности множеств {Ё„}, то существует 
последовательность ВВм (=)-множеств {Н„} такая, что Н„ Е», и каждая 
точка множества Фи({Н„}) является точкой /Л-однозначности последова- 
тельности множеств {Ни}. 

Аналогичные теоремы для А-множеств установлены в случае р-знач- 
ности, где р — некоторое натуральное число, и в случае конечнозначности 
3. И. Козловой [см. (15)]. В работе (18) ею дано обобщение теорем 
© накрытии подобного рода: 

Если М — жесткая база 85-операции Фм, ^ — класс вполне регулярных * 
трансфинитных индексов по отношению к классу множеств =, находящемуся 
во вполне правильном отношении ** с базой М и инвариантному отно- 
сительно операции Фу, Фи — 85-операция, отбирающая точки, определяемые 
$5-операцией Фх, обладающие некоторым свойством О и такие, что 
Фиы (=) с Фх(=) иФи» (5) с Фх(Е), п=1, 2, 3,..., то для всякой после- 
довательности множеств {Ё„} класса я таких, что ни одна из точек 
множества Фь ({ЁЕ„}) не обладает свойством И, найдется такая последо- 
вательность множеств {Н„} класса ВЯ, что Н„ > Ев, п= 1, 2, 3,..., ини 
одна из точек множества Фх ({Н.}) не обладает свойством 0. 

В той же работе доказано, что эта теорема имеет место в случае, 
когда М есть жесткая база А-операции, класс Я есть класс А-множеств, 
СА,-множеств и, в смысле непротиворечивости в системе аксиом теории 
множеств У; Гёделя [см. (1), (1°)], для класса СА„-множеств, а свойство И 
состоит в том, чтобы быть точкой М-несчетнозначности, определяться 
множеством цепей базы М, имеющим некомпактное замыкание, опреде- 
ляться множеством цепей базы М, не являющимся рассеянным множеством 
индекса < или не являющимся рассеянным семейством множеств, замы- 
кание которых компактно, индекса <“. 

В настоящей работе доказывается, что общая теорема о накрытии 
множеств имеет место в случае, когда ЛМ есть жесткая база Г-операции, 
класс н есть класс СА,-множеств, в смысле непротиворечивости в системе 
аксиом теорий множеств > Гёделя, для СА„-множеств, а свойство И состоит 
в том, чтобы быть точкой не менее, чем М — (р-+ 1)-значности, где 
р — некоторое натуральное число, точкой /-счетнозначности, точкой 


* Класс трансфинитных индексов {В (2)} = Л называется вполнё регулярным по 
отношению к классу множеств Я, если: 

1) для всех В (2) ЕЛ В(2) < и [8 (+) = 9] 6; 

2) для всякого Е Ея существует В (2) Е Л такое, что Е = [В (2) = 0]; 

3) для всяких двух В; (2) и В» (2) ЕЛ множество [81 (#2) > В. (=)] ЕВ; 

4) для всяких двух Е! и Е. ЕЯ существуют такие В: (2) и В» (2) ЕЛ, что [3, (5) = 
= В» (2)] = Ел. Ез и Е! = [В1 (2) = ©], Е» = [В (2) = ©]. 

** Пусть М — некоторая база 55-операции. Через №" обозначается множество 
всех цепей базы №, которые содержат натуральное число п. На совокупности баз № 
и {№"} построим 4-систему К, содержащую все конечные пересечения баз этой системы. 


— 


Класс множеств Я и база № находятся во вполне правильном отно- 
шении [см. (15), стр. 126], если: 

1) класс множеств Фу (=) инвариантен относительно счетных сумм и пересечений; 

2) при любой базе М 6 К имеет место соотношение: Фу (=) СФ (=). 
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У-несчетнозначности, определяться множеством цепей жесткой приведенной 
базы * М, имеющим некомпактное замыкание. 


$ 1. А-операцией [см. (1°)] над системой множеств (Ел... и} называют 
операцию вида 


ТПа...Пр... КЕ 


А (Ел...) = р П Ель... п 


где суммирование распространено на совокупность М всех последователь- 
ностей натуральных чисел, т. е. на совокупность всех точек бэровского 
пространства Л. Если все кортежи (п;...пх) занумеровать и обозначить 


через ›(п1...пл) натуральное число, соответствующее (п;... пл), и для 
точки 


Е = Па памопкразе) М 
положить 


А (У), УП), еь У, Пень 


то получим $ (№) = М’. Тогда А-операцию над системой множеств {Ё»... п} 
можно будет записать в виде д5-операции: 


А (Ел... пк} = г ({Е, (ы...п)} 


где ЛМ’ — жесткая база этой операции. 

Операцией, дополнительной к А-операции, является Г-операция, введен- 
ная в 1922 г. П. С. Александровым [см. (25)], определяемая следующим 
образом: 


р ((Ет... пк) — 0” ({СЕн... п) = 


= ОЕ аз: 


Па...Пу... Е=—1 у 


— Фь, (Е, и.о), 


р 
где №. есть жесткая база 85-операции Фик’, которая, как показал П. С. Алек- 
С 


сандров [см. (20)], состоит из всех таких цепей 
р р с 
(У Мы) У. - Мы) И ви 
для которых сумма всех интервалов Бэра {81 „„} покрывает все про- 
т 


странство Л, т. е. 


ее - 
Я 1 И 

ЛЕММА 1. Жесткая база 55-операции является нигде не плотным 
множеством в бэровском пространстве. 


* Пусть М — жесткая база некоторой 65-операции. Если каждую цепь этой базы 
упорядочить в порядке возрастания элементов цепи, то полученную совокупность 
цепей будем называть жесткой приведенной базой и обозначать через М. 
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Доказательство. Пусть № — жесткая баз 05-операции и пусть 
цепь 1 68,...„„, где 1 6 М. В силу того, что любая цепь %7 Е М не содержит 
одинаковых элементов, интервал бп... пи»: Пк = Пка, Не содержит ни 


одной цепи базы №. Лемма доказана. 
Обозначим через / множество возрастающих последовательностей нату- 


ральных чисел. Это множество замкнуто в бэровском пространстве. 
Действительно, пусть 


= ой 
— множество таких возрастающих последовательностей натуральных чисел 
что 


Пт = = (п, п пи 
1—0 


Тогда для всякого Ё найдется номер г» такой, что для всех # > гк 
И 


еж * 
Ив 


Так как 
БЕЛ. м ь 


то 
р й : 
пош<... т 

В силу этого, при любом # 


О В. 


ГРЕХ. 
ЛЕММА 2. Приведенная жесткая база Г-операции №; является нигде 


не плотным множеством в пространстве 4. 
Доказательство. Пусть интервал Бэра 


9... 97 2 (У Ма: 


где м6 №. Тогда 


7 "бл р т = 0, если 7 = я 


и К; ие 
Пусть 8. „* — интервал Бэра такой, что его пересечение хотя бы с одним 
ыы 


ме 
из интервалов 


{6 ни И И, 


$ 
ИС К 


* * 
не пусто и у(п!...п') > п,. Рассмотрим интервал 8,... где 


"Чт? 
ея * * 
п =У(П,...П,). 
2 ео 
Интервал 8»... п’, не содержит ни одной цепи базы №,. 


Действительно, допустим, что существует цепь 


* * * 2 
т ИЯ 


=” 
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такая, что 7" 68... Тогда 


Пим” 


И. 6. $ 
. | : 
У (п. пы), 1=1,2, Иж 
и 
* * * 
и — (п... п,) 
Но интервалы 
д д 5 5 
1 а 2 ра ОЕ АР * * 
О м, АЗ: ОЕ 


не являются попарно не пересекающимися. Следовательно, цепь \” не 
является жесткой. Лемма доказана. 

ЛЕММА 3. Жесткая база Г-операции находится во вполне правильном 
„тношении с любым классом множеств 8. 

Действительно, о (=) инвариантно относительно счетных сумм и пере- 


сечений [см. (2), стр. 97, (2?), теорема ПП. 

Пусть №М^"^* есть множество всех цепей базы М’, которые содержат 
натуральные числа у,,...,у». Для существования вполне правильного 
отношения между №, и = остается показать, что 


Фи»... к (Е) © Ф‚ (Е) 
с [8 
Покажем, что 
о „*) (Е) = Фо (=) 
о с 


Занумеруем все мпожества системы {Ё, (и...п)}, за исключением множеств 


Е, (п) Е, (то), Е: 


ыыА, * * Е * * ть * * ЕЕ 
) у (пу...) у (п. Пумиь’ 5) У (п-т. Пит)? ) 


в одну последовательность. 
* 
Через ЕЁ, (")» Где М) пробегает все натуральные числа, занумеруем 


Й * ь * 
множества Ё, бе), где п, = п', множества Е, ботвы где п, == п, множества 


* 
о ие ЕЕ п: 


У а 
Пусть 
А 
Е, (ти) — Е, (%’...т)’ 
И И 
Тогда через ЕЁ, (ы..ица®» ТДе К =1,2,3,..., занумеруем множества 
вида Ё, И К =1,2,3,.... Мы получим новую систему множеств 


т 


{Е, (т....п)}- Очевидно, 
Фи» (пт... ту) (2, (т... из) Е 
уе." Фо, (СЕ (и... о). 


Следовательно, 


* 2 (= с фФ (3 
мнт ( ) м ( ) 
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Легко видеть, что 


1 
Фо (п1...1й.)...у (пб...) ({2,}) = П р (пт... т ($8). 
бот № 1 с 1 № 


Таким образом, 


Фа, 
Мс с 


что и требовалось доказать. 

Пусть /\М — жесткая база некоторой 85-операции. 

Точка х называется точкой Л — р-значности последовательности 
множеств ,{Ё„}, если существует р и только р различных цепей базы М, 
в ядра которых входит точка х. 

Через №” обозначается множество всех цепей, каждая из которых 
содержит по крайней мере две различные цепи базы М. 

Через Фм. обозначается 85-операция, которая отбирает точки, входящие 
не менее чем в два различных ядра, определяемых цепями базы №. 

Через Ф/ур» обозначается д5-операция, которая отбирает точки, вхо- 
дящие не менее чем в (р-+1) различных ядер, определяемых цепями 
базы №. 

Точки х называются точками _/Л-конечнозначности последовательности 
множеств {Ё„}, если они являются точками М — р-значности последо- 
вательности множеств при некотором натуральном числе р (2), зависящем 
0% 2. 

Через Фм»„ обозначается 65-операция, которая отбирает точки, входящие 
не менее чем в счетное число ядер 685-операции Фх. 

На основании теорем 3. И. Козловой [см. (15), теоремы 1, 2, 4] и леммы 3, 
справедливо следующее утверждение: 

Следствие 1. Для любого класса множеств Я имеют место сле- 
дующие соотношения: 


Фи, СФ, (5), Фин (8) < Фм, (®), 


Ф ‚=. (8) СФ, (Е), — Фм”*" (8) с Фк, (8). 


Следствие 2. Если & — проективный класс множеств не ниже второго 
или класс СА-множеств, то 


Фин (Я) СЕ, Фиирии (Я) < В, 


Фу=+ (Е) (©- 8 Фи (=) [= в 


В силу того, что классе СА,-множеств Я инвариантен относительно 
Г-операции, т. е. 


Фи, (Е) =, 


и обладает классом вполне регулярных трансфинитных индексов {В (5х)} 


; 9” 
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[см. (23), класс минимальных индексов], то, на основании общей теоремы 
о накрытии множеств, изложенной в работе 3. И. Козловой [см. (1), 
теорема 1], и следствия 2 леммы 3, получим следующее утверждение: 


„ 


Следствие 3. Даля всякой последовательности СА.-множеств {Е} 
таких, что каждая точка множества Фу, ({Е„}) является точкой не более 
[я 


/ Г2 
чем №: — р-значности (М ‹-конечнозначности) последовательности {Ёп}, 
найдется такая последовательность В,-множеств {Ни}, что Н,„> Ев при 
любом п и каждая точка множества Фх, ({Н„}) является точкой не более 
с 


/ / 
чем № — р-значности (№ с-конечнозначности) последовательности мно- 
жеств {Н»}. 


В силу того, что в системе аксиом теории множеств № Гёделя [см. (17)] 
П. С. Новиковым установлена непротиворечивость утверждения, что, 
начиная с некоторого п, законы отделимости для проективных множеств 
п-го класса совпадают с законами отделимости для проективных множеств 
второго класса [см. (18)], в этой системе аксиом будет непротиворечиво 
следующее утверждение: 


Следствие 4. Начиная с некоторого п, для всякой последователь- 


ности САи-множеств {Е} таких, что каждая точка множества Фу, ({Е„}} 
с 


является точкой не более чем № — р-значности (М№,-конечнозначности). 

последовательности множеств {Е}, найдется такая последовательность 

В„-множеств {Ни), что Ни, >.Е„ (п=1,2,3,...) и каждая точка мно- 

жества Ф), ({Н»„}) является точкой не более чем М. — р-значности 
с 


Й 
(М№‹-конечнозначности) последовательности множеств {Н»}. 


$ 2. Пусть М — жесткая база некоторой 05-операции. 

Точка х называется точкой М-несчетнозначности последовательности 
множеств {Ё„}, если существует несчетное число цепей базы №, в ядра 
которых входит точка х. 

Через Фиу»„. обозначается д5-операция, которая отбирает точки, входящие 
в несчетное число ядер 65-операции Фм, т. е. точки, получаемые Фх-опе- 
рацией и являющиеся точками М-несчетнозначности. 

Пусть #6 Ф,, ({Е,}). Тогда для 2х существует набор 7, интервалов 

с 


Бэра {; :}, дающих покрытие пространства Бэра /, такой, что 
кн 
1 К; 


$ е Е, (пй. п 


при любом 1. 
В) 
1 


ЛЕММА 4. Для того чтобы хЕ Фу» ({Е,}), необходимо и доста- 


©& 
точно, чтобы существовала такая счетная система интервалов ых } 
а 1 
(=1,2,3,...) из набора интервалов \„, что: 


С Н 7 . ут 
1) для нее имеется номер г такой, что т Е п!, если 1-Й; 
2) для каждого из интервалов {54 #} существует хотя бы одно 
т 


жесткое покрытие пространства Л интервалами из набора 1», в котором 
участвует этот интервал; 
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3) для каждого из интервалов {84 #} существует хотя бы одно 
я рт к; 


покрытие интервалами высшего ранга, принадлежащими набору 1... 


Доказательство достаточности. Пусть существует такая’ 
счетная система интервалов {8: +} (Е=1, 2,3,...) из набора интер- 
т, 


валов 7х, что: 
о 1 $7 . .'. 
1) для нее имеется номер г такой, что п’ = п», если # ых 
2) для каждого из интервалов {6: :} существует хотя бы одно 
т 


жесткое покрытие пространства А интервалами из набора 7х, В КОТОром 
участвует этот интервал, и 
3) для каждого из интервалов {51 т } существует хотя бы одно 
т 


покрытие интервалами высшего ранга, принадлежащими набору 1х. 


Рассмотрим совокупность всевозможных жестких покрытий простран- 
ства / интервалами Бэра из набора интервалов *х таких, что в каждом 
покрытии участвует при всех значениях & либо сам интервал рассматри- 
ваемой системы интервалов, либо его покрытие интервалами более высо- 
ких рангов из набора интервалов *х. 


Каждому числу 1 поставим в соответствие два индекса: Ои1. Пуеть & 
означает, что в покрытии участвует сам интервал д; ;, а й означает, 


п... п 
ый К; 
что в покрытии участвует некоторое покрытие интервала ба „‚ Интерва- 
и 
лами высшего ранга из набора 7х. Тогда всякой последовательности {*:}, 
образованной из чисел О и 1, можно поставить в соответствие жесткое 
покрытие пространства / интервалами из набора 7х, в котором участвуют 


покрытия интервалов данной системы {5+ ий }, отвечающие последова- 
т 


тельности {#*}. При этом, если последовательность {а:}, составленная из 
чисел 0 и 1, отлична от последовательности {*;}, то этой последователь- 
ности соответствует покрытие пространства / интервалами из набора *рх, 
отличное от покрытия пространства Л, соответствующего последователь- 
ности {о}. Действительно, пусть их = ох для «т, „+“, например, 
ии = 0, ит =1. 

Тогда в покрытии пространства /, соответствующем последователь- 


ности {04}, участвует сам интервал 6 тт , ЧТО соответствует индексу и®, 
Ат 


а в покрытии пространства /, соответствующем последовательности {0}, 


‚участвует покрытие интервала 6 т ‚” интервалами более высокого 
и 


ранга, что соответствует индексу т!. Следовательно, жесёакие покрытия 
пространства /, отвечающие последовательностям {;} и {=}, различны. 
‚В силу того, что различных последовательностей {;}, составленных из 
чисел 0 и 1, существует несчетное множество, то отсюда следует, что 
точке д отвечает несчетное число различных жестких покрытий простран- 
ства / из набора интервалов хх, т. е. 


КИ С и ({Е,}). 


=“ 
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и м 
Таким образом, указанное в лемме условие достаточно. 
оказательс ти. 5 
Д льство необходимости. Пусть 26 Фи. ({Е»}). Тогда 


из интервалов набора м. можно составить несчетное число различных 
жестких покрытий пространства Л. 
Скажем, что последовательность интервалов {8 ; :} удовлетворяет 
п... 
1 К: 


условию (А), если: 
а) И "бе == 0 при Е 


Е; 1 Кр 
6) Пшё; = со; 
1 © 
< * * * 
в) найдется точка & = (пл, П»,...,П.,.. .) такая, что, каково бы ни 
было 5$, существует такой номер 7(5), зависящий от $, что 8; с 
те 


м 
5 Г ° . С 
(= при # >. 7 (5). 
Допустим, что не существует счетной системы интервалов {8; ;} 
а 
ты 


из набора \» такой, что 
<» 1 $ 
1) для нее найдется номер г, при котором п; + п», если ЕЙ; 
2) для каждого из интервалов 8:.:} @=1,2,3,...) существует 
я 


хотя бы одно жесткое покрытие пространства /Л интервалами из набора \х, 
в котором он принимает участие; 
3) для каждого из интервалов 4. } (1 =1,2, 3,...) существует 
О 


хотя бы одно жесткое покрытие интервалами высшего ранга, принадле- 


жащими набору 7х. 
Так как 2ЕФ + ({Е,}), то среди интервалов набора 7». найдутся 


интервалы, удовлетворяющие условиям 2) и 3). 

Выделим систему попарно не пересекающихся интервалов наименьших 
рангов, удовлетворяющих условиям 2), 3), и таких, что вне интервалов 
этой системы не найдется ни одного интервала, удовлетворяющего усло- 
виям 2), 3). Эта система интервалов конечна. Действительно, допустим, 
что она бесконечна. Обозначим ее через {с}. 

В силу первоначального допущения, система {°:} не может содержать 
в себе подсистемы, удовлетворяющей условию 1). Поэтому существует 
натуральное число п! такое, что счетное число интервалов из системы {5,} 


будет вложено в интервал = 


Если нами определен интервал 6,* * , 
А 


число интервалов из системы {5:}, то в силу того, что система интерва- 


лов {о;} не содержит в себе подсистемы, УдОВИЕоВН Зе условию 1), 


интервал 9 будет 
что р и уд 


содержать в себе счетное число интервалов из системы {с}. Так как 
система {о;} состоит из попарно непересекающихся интервалов, то систе- 


содержащий в себе счетное 


найдется такое натуральное число пк, 


ма интервалов 


О о их 
п Ще о в 


4 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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определит единственную точку = (ит, по, их У ..,) ЕЛ такую, что 

а) ее Язи) 

6) существует подсистема (°;,), удовлетворяющая условию (А) по от- 
ношению к точке &. 

В силу того, что интервалы набора 7. должны целиком покрывать 
пространство 7, найдется интервал Бэра би,...», такой, что бо. сор 
с .. пк И ди,...п; Удовлетворяет условию 2). На тогда интервал 
б...п; будет удовлетворять условиям 2), 3), так как он содержит не- 
ие интервалы подсистемы {9}, где каждый из интервалов {0%} 
удовлетворяет условию 2). 

Так как ранг интервала би, ..;„, меньше, чем ранг вложенных в него 
интервалов подсистемы {о;,}, то система интервалов {°:;} не может быть 
минимальной по рангу, что противоречит нашему допущению. Следова- 
тельно, остается предположить, что система попарно не пересекающихся 
интервалов наименьших рангов, удовлетворяющих условиям 2), 3), и таких, 
что вне интервалов этой системы не находится интервалов, удовлетво- 
ряющих условиям 2), 3), конечна. Пусть это будут интервалы {4}, 


1 =1,2,...,7.. Назовем эту систему интервалов системой первого 
порядка. 

Пусть нами построена конечная система попарно не пересекающихся 
интервалов п-го порядка {9 . 1} @ = Чаю о Золе А п, 


удовлетворяющих условиям 2), 3), содержащихся внутри интервалов 
(п — 1)-го порядка и таких, что вне их в интервалах (п — 1)-го порядка 
не содержится других интервалов, удовлетворяющих условиям 2), 3). 
Пусть интервал’ °...-— один из интервалов системы п-го порядка. 
В силу предшествующих рассуждений, среди интервалов, вложенных 
в интервал °:...› Найдется не более конечного числа непересекаю- 
щихся интервалов наименьших рангов, удовлетворяющих условиям 2), 3), 
и таких, что вне этих интервалов интервал о; ... „не содержит ни одного 
интервала, удовлетворяющего условиям 2), 3). Пусть это будут интервалы 


о Е а а ные Ги 1, 


которые мы назовем интервалами (п - 1)-го порядка. Этот процесс может 
быть продолжен неограниченно, так как в противном случае из интер- 
валов набора \„ можно составить лишь конечное число жестких покры- 
тий пространства /, что противоречит тому, что д 6 Фу (Е). 

с 


Пусть Е, — сумма всех интервалов системы и-го порядка. Положим 


Множество Е замкнуто. Покажем, что оно компактно. 

Допустим противное. Тогда существует наименьший номер г такой, 
что найдется счетная система попарно не пересекающихся интервалов 
ранга” {01} такая, что каждый интервал этой системы содержит хотя бы 
одну точку множества Е. Пусть {0} — счетная подсистема системы {91} 


такая, что все интервалы (1;) входят в один и тот же интервал (г — 1)-го 
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ыч Г-ОПЕРАЦИИ 339 


Се * ыы Ех 
ранга. Очевидно, ‘если г = 1, то системы {0:} и {с1} совпадают. В силу 


того, что каждый интервал о’, (# = 1, 2,...) содержит хотя бы одну точку 


1: @Е, для каждого номера & =1,2, 3,... найдется интервал д; ; в 
| а обо п; 
Е сп; такой, что ба „„ Участвует хотя бы в одном жестком покрытии 
о . + К; ы 


пространства / интервалами из набора \х и допускает собетвенное поз 
крытие интервалами высшего равга из набора т, т. е. удовлетворяет 
условиям 2), 3). При этом интервалы бы МИ и} (1—=1,2,3,...) таковы, что 
. ы 

ИХ, если [-ЕГ. Это противоречит допущению, что не ‘существует 
счетной системы бэровских интервалов, удовлетворяющих условиям 1), 
2), 3). Отеюда следует, что множество Ё компактно. В силу того, что 
множество Ё компактно, оно может быть покрыто всякий раз лишь 
конечным числом непересекающихся ‘бэровских интервалов. 

Каково бы ни было покрытие множества Ё, вне интервалов этого 
покрытия может находиться не более конечного числа интервалов, каж- 
дый из которых удовлетворяет условию 2) и допускает хотя бы одно, 
но конечное число различных собетвенных покрытий интервалами высшего 
ранга из набора %).. 

Действительно, допустим противное. Тогда существует такое покрытие 
множества Ё, что вне интервалов этого покрытия находится: 

а) либо счетная система непересекающихся интервалов, удовлет- 
воряющих условиям 2), 3); 

6) либо счетная система вложенных друг в друга интервалов, удо- 
влетворяющих условиям 2), 3); 

в) либо хотя бы один интервал, допускающий бесконечное число 
собственных покрытий интервалами зысшего ранга из набора *х. 

Легко видеть, что третий случай сводится к одному из первых двух. 

Пусть {°;} 1=1,2,3,...) — такая система интервалов, что о; - о; = 0, 
если {Е Г, каждый из интервалов удовлетворяет условиям 2), 3) и не 
пересекается ни с одним из интервалов данного покрытия множества Е. 
Так как система {°;} не удовлетворяет условию 1), то существуют точка & 
и подсистема {о} такие, что {;,} удовлетворяет условию (А) по отно- 
шению к точке &. 


В силу того, что интервалы {0:} Е=1,2,3,...) не пересекаются 
ни с одним из интервалов данного покрытия множества Ё, точка 
СЕ (1) 


С другой стороны, так как, по предположению, каждый из интерва- 
лов {о} (& =1,2,3,...) удовлетворяет условию 2), то найдется счетная 
система вложенных друг в друга интервалов таких, что каждый из них 
удовлетворяет условию 2) и пересечение их дает точку &. Действительно, 
существует покрытие пространства 7 интервалами из набора 7», в котс- 
ром участвует интервал о;. Пусть точка $ в этом покрытии покрывается 


интервалом 6 * м Пусть определены интервалы 
В 9 


д4* 
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такие, что 
ЕЕ + * ЧЕ с ‚р— 1, 
п Тк; 
6 + ь бк м. а: ‚г—4, 
ОЕ тя к. 
Уи 2 
и интервалы 
{5 У .,}, р = 42, ‚Г—1, 
1 Пк 


удовлетворяют условию 2). 
В силу того, что система {‹; } удовлетворяет условию (А) по отноше- 


нию к точке Ё найдется интервал 4, такой, что °:„, С 8 . мы 


п... Пу 


Обозначим через 8 + ‚, интервал, который покрывает точку & в том 
п т 
Е 


А 
покрытии пространства Л, в котором участвует интервал с: В резуль- 


тате получится система интервалов {8 „”.} Такая, что каждый из 
о: 


интервалов удовлетворяет условиям 2), 3), 


8, 28 5 


. ту. т 


ах, 


Ио 


Среди интервалов набора 1», содержащих точку & и удовлетворяющих 
условию 2), выберем интервал наименьшего ранга. Пусть это будет 
зоне Пусть, далее, определены интервалы {8 ,.. пы ЕЙ 


такие, что каждый из них удовлетворяет условию 2) и 


т 


р] 


бт... пр; 96, би. пы, 2 бы... тк 6. 
Среди интервалов набора 7„., вложенных в интервал би. . т.’ ВЫ- 
берем интервал наименьшего ранга такой, что он содержит точку 
удовлетворяет условию 2). Пусть 8„,...„, — этот интервал. В резуль- 
т 
тате получится система интервалов {6 ...пх.} Такая, что каждый из 
1 

интервалов этой системы удовлетворяет условию 2), 

бы, .. | 


96» 
‚Пр. ‚.. Пи. 
У м ИИ 


Нено, что каждый из интервалов этой системы удовлетворяет и условию 3). 
Покажем, что 


В. 


Г 
Г-ОПЕРАЦИИ ЗА 


Действительно, в силу того, что ба удовлетворяет условиям 


2), 3) и среди интервалов набора \». не найдется ни одного интервала, 
включающего би, .. ‚пк, И Удовлетворяющего тем же условиям, интервал 
м 
би;...пь, Должен входить в систему первого порядка, т. е. 


СЕВ.. 


Вообще, в силу того, что интервал би ...п, Удовлетворяет условиям 
2), 3) и среди интервалов набора ух, вложенных в интервал тк, ь 
не найдется ни одного интервала, удовлетворяющего тем же убловиям 
и включающего интервал д»,... ик › последний должен входить в систему 


п-го порядка, т. е. 
ё {< Ёп. 
Отсюда следует, что 


со 
те И ее 
ПЕ 
Но это противоречит соотношению (1). Следовательно, предположение, 
что вне интервалов некоторого покрытия множества Ё находится беско- 
нечная система непересекающихся интервалов, удовлетворяющих усло- 
виям 2), 3), неверно. 
Пусть {01} — счетная система интервалов таких, что 


в „ОЕ НОН, о, 


каждый из них удовлетворяет условиям 2), 3) и не пересекается ни с 
одним из интервалов данного покрытия множества Е. Тогда система 
интервалов {:;} определит единственную точку 


Так как о, не пересекается ни с одним из интервалов данного покрытия 
множества Ё, то 


Е ЕЕ. (2) 
Пусть {6 ... тв} ГД@ би... пр, 2 бы... (7 = 1,2, 3,...), — сиете- 
ма всех интервалов таких, что, каково бы ни было &, 


бы... п; 9 $ би... пн, 


[а я 
и удовлетворяет условию 2). Тогда каждый из интервалов {6л,...пь,} 


удовлетворяет условиям 2), 3). В силу того, что среди интервалов набо- 
ра 7х нет интервала, включающего интервал би. .. ти, И Удовлетворяю- 


щего условиям 2), 3), интервал бич. тк должен входить в систему 


первого порядка, т. е. 


Тогда 
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Вообще, так как интервал би... удовлетворяет условиям 2), 3) 


у 

* Ки 
и среди интервалов набора /„, вложенных в интервал В: 
найдется ни одного интервала, удовлетворяющего условиям 2), 3) и 


включающего интервал би... пр ‚ то последний должен входить в систему 
п 
й-го порядка, оке» 
5 = 
п а & п у 


и 
СЕ». 
Отсюда следует, что | 


ЕЕ =Е. 
п=1 


Но это противоречит соотношению (2). Следовательно, наше предположе- 
ние, что вне некоторого покрытия множества Е существует бесконечная 
система вложенных друг в друга интервалов, удовлетворяющих условиям 
2), 3), неверно. 

Таким образом, каково бы ни было покрытие множества Е, вне 
интервалов этого покрытия существует не более конечного числа интер- 
валов, каждый из которых удовлетворяет условию 2) и допускает хотя 
бы одно, но конечное число различных собственных покрытий интерва- 
лами высшего ранга из набора \.. 

Так как множество Е компактно, что во всяком жестком покрытии 
пространства / интервалами из набора \». лишь конечное число непере- 
секающихся интервалов покрывает множество Ё. В силу того, что суще- 
ствует не более счетного числа различных конечных совокупностей не- 
пересекающихся интервалов, участвующих в жестких покрытиях про- 
странства / интервалами из набора \. и покрывающих всякий раз множе- 
ство Ё, а оставшаяся часть пространства / для каждой из таких конечных 
совокупностей при этом допускает не более конечного числа различных 
покрытий интервалами из набора 7», то из интервалов набора у. можно 
составить лишь счетное множество покрытий пространства 7. Но это про- 
тиворечит тому, что 

ше Зла ЦЕ 
Следовательно, допущение, что не существует счетной системы интерва- 
лов из набора \„, удовлетворяющих условиям 1), 2), 3), неверно. 

Утверждение теоремы, таким образом, доказано. 


т „Пк 
Обозначим через м 55-операцию, отбирающую такие точки х, что 


где 


Ро ы =“ 
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Применяя рассуждение леммы 3, получим: 


2 -.. п, а 
Фу, (=) == т (=). 


2 с 
Через А „.) 9бозначим 05-операцию, отбирающую такие точки х, 
с(п: --- тк 
что 
со 
т В 
Е П ("т ь пу у 
$=1. 
где 
со 
1=1 Е 


Покажем, что 


Ф (Е) <Ф,, (=). 


’ 
М ("ту -., Пу) 


© 
Занумеруем множество Ем, ... п)’ ГД@ 0... С би, . ..пу› Таким образом, 


* 


что через Е (пк) обозначим множество Ех, ... пику» Через Рут, -ткА) 
обозначим множество Е». . ‚питал. пы) Т. Д. Мы получим некоторую 


систему множеств {Ези,... пу}. 


Очевидно, 
и в ту) ({Е,}) == Ф», {Е}, 
те р 
Фи. СФ, (8). 


Обозначим через Ф 65-операцию, отбирающую такие точки х, 


/* ) 
№ (п. --- Пу у 
для которых существуют по краинеи мере две различные системы интер- 


А . 2 
валов — ий и: } и ое и р такие, что 
1 


ме ри )’ ЕЕ. р 1: д; 
Уи т, т х*) 
Юй 
и 
со со 
© © © 
я ба т бо ту; ? У о ЗЕ г ее 
1 . К 9 К 1 ры Е 
1=1 1=1 1 


Очевидно, что 
Фу * (Е) = Фу ($8). 


с(т:...Пу) 


В силу следствия 1 леммы 3, 


ТЕОРЕМА 1. Каков бы.ни был класс множеств #8, 


Фу == (=) (Е ай (=), Фа (=) (= Е 


с 
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Доказательство. Выделим точки 26Ф„, {Е}, которые либо 


одновременно определяются цепями, содержащими в себе у(п:...пк), и 
цепями, содержащими в себе такие у, которые соответствуют жесткому 
покрытию интервала 8„..», интервалами более высокого ранга, либо опре- 
деляются не менее чем двумя цепями, содержащими в себе у, соответ- 
ствующие различным жестким покрытиям интервала б»,..п, интервалами 
более высокого ранга. Это будет множество 


Е. = Ф а, п) (Е) Фо, ({Е„}) - 


с(т... Пр) 


+ Фу. (Е)- Фи” ЦЕУ. 


с(т... Пс) 


Множество а точек т, определяемых не менее, чем счетным 


числом множеств 6. при постоянных значениях п:,..., Ик, опре- 


.. "ПЕПЕ-1 
деляется равенством: 


ба и: == 1 @ 


ти... Путь 
Зааа ПОМ ТЫ 


В силу леммы 4, 


ФЕ} = У ба. 


ь К;(та-. Пк) 


Следовательно, 
и (=) [бе Ф‚„ (5). 
Множество 
Финне (Е) = Фин (8.3) -Ф ии (Е). 


Отсюда, в силу леммы 3, 


Ф/ли+ ++ п (Е) = т (=), 
[9 [+ 
что и требовалось доказать. 


Следствие 1. Если Я — проективный класс множеств не ниже 
второго или класс СА-множеств, то 


Фи... (=) Е я, Ф‚ ++ п (Е) Е я. 


с рые 


На основании общей теоремы о накрытии множеств [см. (15), теорема 1] 
и следотвия 1 теоремы 1, получим следующее утверждение: 
Следствие 2. Для всякой последовательности С А-множеств {Е} 
таких, что каждая точка множества Ф,({Е„}) является точкой не 6бо- 
с 
лее чем Ме -счетнозначности последовательности множеств {Е„}, най- 
дется такая последовательность В.ь-множеств Ну, ‚чо, 


(п =1,2,3,...) и каждая точка множества Ф ({Н„}) является точкой 
с 


/ 
не более чем М.-счетнозначности последовательности множеств С 


о 
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АА , 
В силу утверждения П. С. Новикова [см. (18)], в системе аксиом тео- 

рии множеств » будет непротиворечиво 
Следствие 3. Начиная с некоторого п, для всякой последователь- 
ности СА„-множеств {Ё„} таких, что каждая точка множества Ф к ({Е=}) 

с 


к у 
является точкой не более чем М, -счетнозначности — последовательности 
множеств {Е„}, найдется такая последовательность {Н„} В.-множеств, 
что Ни, Е, (п=1,2,3,...) и каждая точка множества Ф, ({И„}) 
[2 


является точкой не более чем М.-счетнозначности последовательности, 
множеств {Ни}. 

$3. Пусть М — жесткая приведенная база д5-операции Филу с жесткой 
базой М. 

Скажем, что х определяется цепью "| = {п:;} относительно последова- 
тельности множеств {Ё„}, если 


#е Е». 


п; т 


Пусть М. = {1} обозначает для данной последовательности множеств 
{Е„} и базы М№ множество всех таких 1 ЕМ, что х определяется цепью 
относительно последовательности множеств {Ё„}. Ясно, что для любого 
хе Фх({Е„}) множество М. принадлежит бэровскому пространству Л. 

Так как для каждого отдельного случая мы будем рассматривать 
фиксированные базу /Л и последовательность множеств {Ё„}, то М» 
будет зависеть только от х. 

Через Фх, обозначим 85-операцию, которая отбирает точки, получае- 
мые 55- операцией Ф», каждая из которых определяется множеством цепей 
базы №, имеющим некомпактное замыкание. 

ТЕОРЕМА 2. Если класс множеств Е и аза № находятся во вполне 
правильном отношении, то 


Фу (Я) с Ф, (=). 


Доказательство. Множество, компактное в бэровском простран- 
стве Л, не может быть покрыто счетной системой попарно не пересекаю- 
щихся интервалов Бэра одинакового ранга так, чтобы каждый из интер- 
валов содержал в себе точки данного компактного множества. 


Пусть | 
Е = Фк ({Е„}), 


где Е, ЕЯ. В силу вполне правильного отношения класса множеств & 
© базой №, 


Фхи....п% (8) С Фу (=) 


и Ф,(=) инвариантно относительно счетного суммирования, счетного 


пересечения и, следовательно, относительно операции а. 
Пусть п, <п.<...<« пк. Положим 


Ро — и 
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где Е, =0, если ПО = ИЕ ЕЛА: № Е, = Е» во всех 
остальных случаях. 

Легко видеть, что множество Е Фу (=) состоит из всех таких 
ЕЕ, для каждого из которых множество Мх.ди,..., не пусто. А тогда 
множество всех тех х ЕЁ, каждое из которых определяется не менее чем 
счетным числом множеств Е... пу 
определяется равенством: 


Пи? при постоянных значениях 11, ...Пкь 


ь Е и 
Е РЯ на Ел... путь) == 


© © 
—3 П У, Пир ко © Фи (=). 
пй= 


а 
Множество 
Фх, (Е) = У 6 (3) 

К; (па.. Пк) 

т.<...< Пк 
«Следовательно, 

Фх (=) с Фк (=) 

Множество 


Ф,» ({Е„}) = Фх, ({Еи})- Фи» ({Е„}). 


Отсюда, в силу соотношения (3) и вполне правильного отношения класса 
множеств Я с базой №, 


Фу» (3) < Фх (=). 


* 


На основании общей теоремы о накрытии множеств [сем. (18°), тео- 
рема 1] и теоремы 2, получим следующее утверждение: 

Следствие 1. Если № — жесткая база 05-операции Фу, Л — класс 
вполне регулярных трансфинитных индексов по отношению к классу мно- 
жеств #, находящемуся во вполне правильном отношении с базой № и 
инвариантному относительно операции Фу, то для всячой последователь- 
ности множеств {Еп} класса В таких, что каждая точка множества 
_. ({ЕЁ„}) определяется компактным множеством цепей базы № (множе- 


ством цепей базы №, имеющим хомпактное замыкание), существует такая 
последовательность множеств {Ни} класса ВЕ, что Н„ > Е„, п= 1,2, 3,,..., 
и каждая точка множества Фу ({Н»„}) определяется множеством цепей 
базы М, имеющим компактное замыкание. 


Следствие 2. Если = — проективный класс множеств не ниже втс- 
рого или класс С А-множеств, то, 


[63] 


Фх, (=) (== я, Фу (=) (== 
с с 
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На основании следствия 1 и следствия 2 теоремы 2, получим 

Следствие 3. Для всякой последовательности С А,-множеств {Е} 
таких, что каждая точка множества Фхк, ({Ё}) определяется компакт- 

м с 

ным множеством цепей базы №, (множеством цепей базы №, имеющим 
компактное замыкание), существует такая последовательность В.-мно- 
жеств {Н»}, что Н. > Е» (п=1,2,3,...) и каждая точка множества 
А ({Н„}) определяется множеством цепей базы №, имеющим компакт- 
ное замыкание. 

В силу утверждения П. С. Новикова [см. (1)], в системе аксиом 
теории множеств У будет непротиворечиво 

Следствие 4. Начиная с некоторого п, для всякой последователь- 
ности СА„-множеств {Е„} таких, что каждая точка множества 
Ч р ({Е„}) определяется компактным множеством цепей базы №, (мноэже- 

с 


< у 
ством цепей базы М‹, имеющим компактное замыкание), существует 
такая последовательность В„-множеств {Н п}, что Н„ > Е, (п =1,2,3,...) 
и каждая точка множества Ф/„ ({Н»}) определяется множеством цепей 
с 


ми 


‚базы №, имеющим компактное замыкание. 
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3. И. КОЗЛОВА 


О НАКРЫТИИ МНОЖЕСТВ. П 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе дана общая теорема о накрытии множеств и показано, ято 
она имеет место для А-операции над С./А›-множествами и, в духе непро- 
тиворечивости в системе аксиом теории множеств >» Гёделя, над СА„-мно- 
жествами для случаев точек р-значности, конечнозначности, счетнознач- 
ности, точек, определяемых множеством ценей базы А-операции с 
компактным замыканием, точек, определяемых рассеянным множеством 
‹ цепей ограниченного индекса, точек, определяемых рассеянным семей- 
ством множеств цепей с компактным замыканием ограниченного индекса. 


А. А. Ляпунов [см. (3), (“)], отправляясь от 05-операций Фм и Фикс 
[см. (2), (3)], при помощи итерации конъюнктивных и дизъюнктивных рас- 
ширений, показал, что для класса В (8)-множеств, получаемых из класса 
множеств 0СГ, где Г— произвольное пространство, выполняется 
следующая теорема (аналогичная теореме В. И. Гливенко о накрытии 
униформного А-множества таким же В-множеством): 

Если № — жесткая база 65-операции такая, что все операции с базами 
№””" имеют типы, не более сильные, чем В\-тип, и {ЁЕ„} — последова- 
тельность В\м (8)-множеств такая, что каждая точка множества Фи {ЁЕ„} 
является точкой /Л-однозначности последовательности множеств {Ё„}, то 
существует последовательность ВВм (0)-множеств {Н п} такая, что Н„> Ев 
и каждая точка множества Фу{Н»„} является точкой М-однозначности 
последовательности множеств {Ни}. 

Аналогичные теоремы для В-множеств установлены в случае р-знач- 
ности, где р — некоторое натуральное число, и в случае конечнознач- 
ности [см. (5)]. 

Эти теоремы могут быть получены как следствие из одной общей 
теоремы. 

Пусть М — база некоторой 85-операции. Обозначим через М" множе- 
ство всех цепей базы М, которые содержат натуральное число п. На 
совокупности баз М№М и {/"} построим 4-систему К, содержащую все ко- 
нечные пересечения баз этой системы. Говорят, что класс множеств Би 
база М находятся во вполне правильном отношении, если 

1) класс множеств Фх (=) инвариантен относительно счетных сумм и 


пересечений; 
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2) при любой базе МЕК имеет место соотношение 
Фы (=) <= Фу (5: 

ТЕОРЕМА 1. Если № — жесткая* база 05-операции Фм, } — класс 
вполне регулярных** трансфинитных индексов по отношению к классу 
множеств =, находящемуся во вполие правильном отношении с базой М и 
инвариантному относительно операции Фу, Фи — 65-операция, отбираю- 
щал точки, определяемые 85-операцией Фу, обладающие некоторым 
свойством И, причем такая, что 


Фи(=) с Фи(=) и Фи-(Е) с Фи(=), п=1,2,3.... 


то для всякой последовательности множеств {Е„} класса Е таких, что 
ни одна из точек множества Фу ({Е„}) не обладает свойством И, най- 
дется такал последовательность множеств {Ни} класса ВЕ, что Нь > Е», 
п=1,2,3,..., и ни одна из точек множества Фу ({Н»„}) не обладает 
свойством И. 

Доказательство. В силу условий теоремы; в классе множеств Е 
выполняется первая теорема отделимости [см. (*), стр. 401, (°), теорема |. 
А так как класс & находится во полне правильном отношении с базой 
МУ и инвариантен относительно операции Флх, то он инвариантен и отно- 
сительно операции Фм и всех операций Фм». Тогда на основании тео- 
ремы А. А. Ляпунова [см. (8%), стр. 400; (°), теорема ПП в классе мно- 
жеств = будет выполняться вторая теорема кратной отделимости по 
отношению_к операции Фы. Отсюда будет следовать выполнение в классе 
Е первой теоремы кратной отделимости по отношению к операции Фу 
[см. (10), теорема ТУ]. | 

Согласно условию теоремы, 


Фи (2 „}) а 0. 


Следовательно, существует последовательность множеств {Н»„\ класса ВЕ, 
таких, что 


Я кта‹Выни ай, доза 


И 


Это значит, что ни’ одна из точек множества Фх({Н»„}) не обладает 
свойством (И, что и требовалось доказать. 


* Пусть М — база некоторой 85-операции. Цепь 7 6 № называется жесткой цепью: 
базы М, если опа не содержит в себе никакой другой цепи базы М. База №, соетоя- 
щая из одних только жестких цепей, называется жесткой базой (см. (6) и (°), 
стр. 83]. 

** Класс траисфинитных индексов {8 (2)} =Х называется вполне регулярным пс 
отношению к классу множеств 8, если: | 

1) для всех В (2) ЕЛ В (=) = О и [3 (1). =®] с 8; 

2) для всякого В ЕЕ существует В (=) ЕЛ такое, что В = [3 (=) = 0}; 

3) для всяких двух В1 (2) и В? (2) Е Х множеств [В, (4) > В. (#1 ЕЕ; 

4) для всяких двух Ё\ и № ЕЕ существуют такие В: (2) и 3. (1) 6», что [31 (&) = 
= 3: (2)] = №1. В и Е! = |831 (2) =0}], В = [33 (2) = 0]. 
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Теорема | кроме вышеуказанных случаев, имеет место, также тогда, 


когда Л есть жесткая база А-операции, класс Е есть класс СА.- или 
С А„-множеств, а свойство (Й состоит в том, чтобы быть точкой М№-не- 


счетнозначности, определяться множеством цепей базы М, имеющим не- 
компактное замыкание или не являющимся рассеянным множеством 
индекса <о, или не являющимся рассеянным семейством множеств, 
замыкание которых компактно, индекса <. 

1. А-операцией над системой множеств {Ель} занумерованных все- 


возможными кортежами, т. е. конечными. совокупностями натуральных 
чисел, записанными в определенном порядке, называется операция вида: 


АЕ нау ао ПЕ, 


т, ИДь-ь. 


где суммирование распространено на совокупность Л всевозможных по- 
следовательностей натуральных чисел, т. е. на совокупность всех точек 
бэровского пространства /. 


Если все кортежи (п:,и.,...,П»к) занумеровать, т. е. установить 
взаимно однозначное соответствие между множеством всех кортежей на- 
туральных чисел (п:, И.,...,п/), &=1,2,3,..., и множеством всех 
натуральных чисел, и обозначить через у(п:,п.,...,П») натуральное 
число, соответствующее (п:,п.,...,пк), а для точки бэровского прост- 
ранства ; 

$ (Ик Па, Па, Мм 
положить 
В я 


то Ф(№) =М’. Очевидно, что это соответствие между М и М' гомеоморфно- 
Следовательно, ЛМ’ есть множество типа С5 в пространстве /. Тогда 
множество Ё = А ({Ё„,...пк}) можно будет рассматривать как результат 
95-операции с базой М’, совершенной над последовательностью множеств 


Е ) —. 
Е = Фм, и ак 


причем база М’ будет жесткой базой А-операции Фм.. 

ЛЕММА 1. Жесткая база А-операции № есть множество, нигде не 
плотное в бэровском пространстве. 

Доказательство. Цепи жесткой базы А-операпии Л’ будем рас- 
сматривать упорядоченными в виде 


И о ен ев 
Пусть бэровский интервал 
би. м ЭМ = (9 (п), У (пл, иене: 


Это означает, что 


ИЕ у (п), И == у (п, п.), и: = у (п, ИЖЕ 


Так как числа у(ту, ть,...,Па) при всевозможных значениях ту, 
т.,...,Т1 не охватывают всех натуральных чисел, то интервал 
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Зи... паи» ГД п:1 Е У(т...7-1) при любых значениях чисел ту, 
т.,...,Тича, не будет содержать в себе ни одной цепи д 6 №". 

Этим лемма доказана. 

Множество всех возрастающих последовательностей натуральных чисел 
7, как легко видеть, есть множество, замкнутое в бэровском простран- 
стве. Следовательно, если возрастающие последовательности натуральных 
чисел рассматривать как точки, расстояния между которыми определяются 
так же, как в бэровском пространстве, то у будет полным метрическим 
пространством. Геометрическая интерпретация пространства возрастаю- 
цих последовательностей дана в работе А. Д. Тайманова [см. (?1)]. 

Расположив все элементы жесткой базы / в порядке возрастания, 
будем называть ее жесткой приведенной базой и обозначать через М. 

Так, если мы установим взаимно однозначное соответствие между 
множеством всех кортежей натуральных чисел {(п., п.,..., Пк}, 
К =1,2,3,..., и множеством всех натуральных чисел, исходя из двоич- 
ного представления натуральных чисел, т. е. если положим 


У(пулиг. пе ВО А: 


то получим приведенную жесткую базу А-операции М, состоящую из 
цепей 

м== (У); У, по) соб. ПЬе. 
где 


У (т) ох к. 


ЛЕММА 2. Жесткая приведенная база А-операции М’ есть множест- 
.в0, нигде не плотное в пространстве возрастающих последовательностей. 
Доказательство. Действительно, пусть интервал „,.„; прост- 
ранства Л, п<п.<...< т, содержит в себе хотя бы одну цепь базы 
№; пусть это будет цепь 
= У, м 
Тогда 


* * * * 


* * 
п = (п), = (Пьем ЕУ(, Пе, 6), 


Интервал 
ыы "1 (= ии, , 
где пн: =п;- (2п- 1) (в качестве п может быть взято любое из нату- 
ральных чисел), не будет содержать в себе ни одной цепи приведенной 
жесткой базы М’. 

ЛЕММА 3. Любой класс множеств Я находится во вполне правильном 


отношении с базой №. 

Доказательство. Действительно, класс множеств Фь, () инва- 
риантен относительно счетного суммирования и пересечения [см. (7), 
стр. 97]. Для доказательства существования вполне правильного отноше- 


— 


ь- И 
ния между классом множеств = и базой М надо показать, что 


Фы" (=) ©. Фк, (=): 


| 
| 


„> “ 
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ие 


Пусть 
Е = Ф», (Е и. пр } 
— * * * 
где Ежи...) 62, и пусть п =у м 
Отобразим бэровский интервал 8, „” Во все бэровское пространство Л, 
АС 
ставя во взаимно однозначное соответствие интервалы 8 « «= интерва- 
п....т;т,; 
1 ва 

лам д», и вообще интервалы 8. . интервалам 5 (г=1 

р Я СЕ т, п. ® : 

П,..., Пр 
2,3,...). Множества 
* * 
Ут) 
обозначим соответственно через 
* 
ое. (г=1:2,3,-..). 
Тогда имеем: 
2) 
Фи" (Е) = Ф,(Е 5). ЦЕ. о. 
К=1 ь 


Так как А-операция Фу, мощнее операции конечного пересечения [см. (7), 
стр. 94], то 


1 
# * 6 Ф Ти я ь 
с У(п.-.. т ;) м ( ) 
следовательно, 
Фу» (зе о, (=). 
Отсюда 


Фрни,.. р (Е) = Фу (=) -Фуиь, (=) -..Ф ил (Е) © Фи» (2). 


м 
Лемма доказана. 

Следствие 1. Любой проективный класс множеств = и база №' 
находятся во вполне правильном отношении. 

Пусть № — жесткая база некоторой 85-операции. 

Точка х называется точкой ИМ — р-значности последовательности 
множеств {Ё„}, если существует р и только р различных цепей базы М, 
в ядра которых входит точка х. 

Через Фх» обозначается 05-операция, которая отбирает точки, входя- 
щие не менее чем в-два различных ядра, определяемых цепями базы М. 

Через Ф/м.,» обозначается 85-операция, отбирающая точки, входящле 
не менее чем в (р-+1) различных ядер, определяемых цепями базы М, 
г. е. точки, определяемые 85-операцией Фу, но не являющиеся точками 
У — А-значности, где А < р. 

Точки х называются точками М-конечнозначности последовательности 
множеств {Ё„}, если они являются точками (№ — р)-значности даинои 
тоследовательности при любом натуральном числе р. 

Через Фиу»+. обозначается д5-операция, отбирающая точки, входящие 
те менее чем в счетное число ядер 05-операции Фу, т. е. точки, опреде- 
ляемые Фу-операцией, но не являющиеся точками М-конечнозначности. 

В силу теорем 1, 2 и 4 работы (5), справедливо утверждение: 

Следствие 2. Для любого класса множеств Я, в частности для 
юбого проективного класса множеств, имеют место соотнозиенил: 


) Известия АН СССР, серия математическая, №3 
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Фимри (=) < Фь, (=) и Фр (=) < Фил, (=), 
Фи» (=) [<= Фл, (=) И Фа (=) (== Фм, (=). 


В силу того, что класс СА»-множеств = инвариантен относительно, 
А-операции, т. е. Фу, (=) =, и обладает классом вполне регулярных 
трансфинитных индексов {В (5)}, [см. (И), класс минимальных индексов], 
то на основании теоремы [ и леммы 3 справедливо следующее утвержде- 
ние: 

Следствие 3. Для всякой последовательности СА,-множеств {Ёп} | 
таких, что каждая то’ка множества Ф„({Е„}) является точкой не 00-, 
лее чем № — р-значности (М№'-конечнозначности) последовательности мно- 
жеств {Е„}, существует такая последовательность Вь-множеств {Нъ}, 
что Ни, Е, (п=1,2,3,...) и каждая точка множества Фу„({Н „}) являет- 
ся точкой не более чем М№' — р-значности (М№’ - конечнозначности) в _ 
довательности множеств {Ни}. 

В работе (1?) Гвдель рассматривает мощную систему аксиом теории! 
множеств », которая дает возможность осуществить все выводы, прово-' 
димые в существующей теории множеств. Гёдель показал, что контину-' 
ум-гипотеза не противоречит системе аксиом теории множеств »'. П. С. Но-_ 
виков в работе (13) сообщает, что им установлена непротиворечивость в’ 
системе аксиом теории множеств » следующего утгерждения: начиная 
с некоторого п, законы отделимости для проективных множеств п-го’ 
класса совпадают с законами отделимости для проективных множество 
второго класса [см. (13)]. | 

В силу этого в системе аксиом теории множеств У! будет непротиво-_ 
речивым следующее утверждение: 

Следствие 4. Начиная с некоторого п>2, для всякой последова- 
тельности СА„-множеств {Е„} таких, что каждая точка множества 
Фм, ({Е„}) является точкой не более чем М№' — р-значностя (М№'-конечно- 
значности) последовательности множеств {Е„}, существует такая после- 
довательность В„-множеств {Ни}, что Ни, 2 Е, (п=1,2,3,...) и каж- 
дая точка множества Фу, ({Н„}) является точкой не более чем №' — р-' 
значности (М№'-конечнозначности) последовательности множеств {Н»}. 

2. Точку х назовем точкой М-несчетнозначности последовательности 
множеств {Ё„}, если существует несчетное число цепей базы М, в ядра 
которых входит точка х. 


Через М№""" обозначим множество всех цепей, каждая из которых со- ' 
держит несчетное число различных пепей базы №. 

Через Фи», будем обозначать 05-операцию, которая отбирает точки, ' 
входящие в несчетное число ядер 05-операции Фу, т. е. точки, получае- | 
мые Фу-операцией и являющиеся точками несчетнозначности. 

ТЕОРЕМА П. Если Е есть класс замкнутых множеств или А-мно- 
жеств бэровского пространства и 085-операция Фик, есть А-операция, то 


Фомин» (=) (е2 Фм, (=) и нь (=) = Фл, (=). 


— 


Доказательство. Пусть 2, есть класс замкнутых множеств или 
А-множеств бэровского пространства /х. Множество 


‚Е = Фь, ({Е,}), 
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где Е, Е =, будет А-множеством. Оно представимо в виде [см. (1), тео- 
рема \]: 

Е = Фх, ({Е,}) — Рг. ($ ({Е,}) ь (7 х №')), 
где . 

со 
х) 
5 ($Е,}) а П о Е, х бр 
1 \1,%.. УК 

Так как Е, 6, то © ({Е/Д) будет соответственно замкнутым множе- 
ством или А-множеством в пространстве Л. х Л,. Следовательно, множе- 
ство 


5 ({Е,})- (7х №') = 6 
в общем случае будет плоским А-множеством. 

Множество точек. М’-несчетнозначности последовательности множеств 
{Е,} совпадает с множеством всех тех точек х множества И, для кото- 
рых Р.-© состоит из несчетного множества точек, где Р.=жх.,. Но 
множество таких точек х, согласно теореме Мазуркевича и Серпинского 
[см. (14), $ 3], есть А-множество. Это значит, что 

Фу, (=) < Фь, (=). (1) 
Так как класс замкнутых множеств или А-множеств находится во впол- 
не правильном отношении с базой №’, то 


Ф.Ф, (=). (2) 
Множество 


Фи ({Е,}) = Фь» ((Е,}) Фу ({Е,}). 


Отсюда, в силу соотношений (1) и (2), 
Фу (Е) < Фил, (Я), 


что и требовалось доказать. 

В силу того, что класс А-мвожеств инвариантен относительно А-опе- 
рации, т. е. Фх, (=) ==, и обладает классом вполне регулярных транс- 
финитных индексов {В (2)} [см. (15), $6, 12, и (15)], то, на основании 
теорем | и 1, справедливо следующее утверждение: 

Следствие 5. Для всякой последовательности А-множеств {Е п} 
таких, что каждая точка инсжества Фу, ({Е„}) является точкой не 6бо- 
лее чем М№'-счетнозначиости последовательности: множеств {Е п}, сущест- 
вует такая последовательнссть В-множеств На, что „НЕ Е 
(п=1,2,3,...) и каждая точка множества Фу, ({Н„}) является точкой 
не более чем М№’-счетнозначности последовательнссти множеств {Н»}. 

Теорема П является частным случаем следующей более общей тео- 
ремы. 

ТЕОРЕМА Ш. Если = есть произвольный класс множеств, то 


Ф м» (=) бе. Фм, (=) и Фолл (=) (2 Фм, (=). 


Доказательство. Пусть & СУ есть произвольный класс множеств 
и пусть 
=] 
Еу»(п....пу) 6 =. 
5* 
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Рассмотрим множество 


18) == Фм, ({Е жи... )}) = >, П Е\т... пу) = у ий Ва 
У т, =1 


Ти, Пь,.. Пр к-т Тау +=, 


где 


Е 
и 
Ев, ни р П Ехи...м; ) . 
1=1 
В силу того, что А-операция Фх, мощнее операции конечного пере- 


’ 
сечения, Иное Фу, (=), а в силу определения множеств Ето... пу › имеет 
место соотношение: 


В 2 Ев... пупка. (3) 


Использовав имеющуюся нумерацию кортежей (п!,...,пх), получим 
систему множеств аа 

Перенумеруем их теперь следующим образом: 

1) Еь = Еще, ть). 

2) Пусть $ — данное натуральное число. Допустим, что мы уже опре- 
делили все множества ов для А 25 так, что 


* 


Е, ор Еур....р,) 


(числа ги ра, р»,..., р, зависят от системы п;,...,п.). Определим 


* 


Е, . 


.: 123—119 


“ > ’ 
как п›:-й член последовательности {Е,} вида 


’ 


Вр. ов,, пы... Ту) 


* 


Е 


к 7195 Пт 
5 / 
—<ак По, 1-и член последовательности {Е м вида 


’ 


Е»... ю м.) 


такой, что 


© 


бр... рута... ту“бра...ррй ... = 0. (4) 
Пусть 
со 
О= ‘> ’'Е 
та, Па,.. Пр»... КТ х 


Докажем, что 
ое (ВН 
Пусть 


О ДЕ 


Ли, п.,... Пр»... К=1 


| 
| 


4” 
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Это означает, что существует последовательность индексов ее дань 
такая, что 
| со 
| и Е П Нада (5) 
п=1 
| Пусть 91, 9», и.,...— последовательность, образованная из чисел 0 
| р 
и 1. Положим 
1 1—1 в— ) 

д ВА Не ое, Вов, 6) 
’ Из (6) следует, что 
| 

Киа == 2Аь - виа, в. ео (7) 

а из определения множеств т АЯ В следует, что 
Еч,. ак, = Рч,. аа Ч а БОЮ 
Из соотношения (5) выводим, что 
со 
# 

А П И чак, (8) 
В=1 


7’ 
Но множества ом .а„, СОВПадают с некоторыми множествами Едр...ри) , 


удовлетворяющими соотношению (3). Следовательно, существует такая 
`’последовательность натуральных чисел р.,р»,...,р»,..., что последо- 
вательность множеств 


| {Ева} (й=1,2,3,...) 
извлечена из последовательности множеств 
й 
{Ежи пд) } (п — т й) о не 5 


В силу соотношений (3), 


со со 
хе Д м ак, == Л ОР = ПД Е\хр, ... ри) С 


(© У П Е (т, ... Пк) = Фи (Ен. пк) }), 


Та, Пь, Пр»... КТ 


причем х в данном случае входит в ядро цепи 


1 = (*(р1), ›(Рл, Рз), У (рь... р), ..) 6 №. 


= уд 
Пусть {ох} есть последовательность чисел, составленная из Ои1и 
отличная от последовательности {а‹}. Обозначим через 7’ цепь базы №, 


ядром которой является точка х, определяемую ПОВ {2%}. 
Покажем, что 7) =Е т Действительно, пусть ях = х, для т, т ди, 


например «м = 0, «и =1. Положив 
т, 
будем иметь, согласно (6) и (7): 


ран Нани бт: 
Следовательно, 


Ки = 1 = 25, йъ= Аа 1 = 28-1 
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и, В силу (8), * 
КЯ е Еч.. ав, == Еч,...аз :) 
Е, Е. 
ме 41. Чк’ т, == Ч1...ЧозЧоз-1 ` 
* 
И Ёз.., 


* 
Согласно построению множеств Ё... имеем: 


"Поз "Позпоз-- 1? 


* ТА 
Е, „ов — Еф... р Рь1..-РЬ) , 
3 и 


Ро баны == Е\(ри...руь,...1;)» 
причем 


я 


бр. РРр+1.:-РьбРь- рр. = 0. 


Но 
(ра... РеРиа . - . Рик) ЧЕМ, 
(ро: РОТЕ. 


Это показывает, что цепь базы Л’, определяемая последовательностью › 
{©}, отлична от цепи базы М’, определяемой последовательностью {9}, | 
т, ©. ЕЯ. 

Таким образом, всякой последовательности {ях}, составленной из чи- 
сел О и 1, соответствует цепь ч@ №’, в ядро которой входит точка х, 
причем различным последовательностям {«„} соответствуют различные \ 
цепи 4 @ М’, определяющие точку х. Так как различных последователь- 
ностей {„}, составленных из чисел 0 и 1, существует несчетное множе- 
ство, то отсюда следует, что точка х определяется несчетным числом 
цепей базы М”, т. е. 


зЕ Фи, ((Е,}). 
Следовательно, 


с Фм,*- ({Е,}). (9) 


Пусть теперь х@ Фу,+*. ({Е,}). Это означает, что существует несчетное 
число цепей базы М’, в ядра которых входит т. 

Определим последовательность натуральных чисел та, ть, ...тТь,... 
следующим образом: 

1) т, есть первое натуральное число такое, что 


т Е Ет, У Еф... у)» 


причем 0р,..р, содержит в себе несчетное число цепей базы №, в ядра 
которых входит фт. 

2) Пусть 5 — данное натуральное число. Допустим, что мы уже опре- 
делили числа ти, т.ь,..., То. так, что 


Ет.... ту = Е\(р....р,) Эх, 


причем б»..,, содержит в себе несчетное число цепей базы № '’, в ядра 
которых входит точка т. Множества 
* 
а 


суть множества вида 
№ 


Е 
` Ур. рь9... а 


> “ 
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ределим т.г как наименьшее натуральное число п такое, что 
* / 


Е = 
ТТ. 15—19 5 Ур... раб... (т), Эх, 


причем - 


6 
Р:...Рга Е 


одержит в себе несчетное число цепей базы №’, в ядра которых входит 
точка т, и существует бесконечно много интервалов др, таких, что 
5 


| ЕР а")... 


-. рт. 17 
(т) реа КЕ 0 (10) 
п 

=. из интервалов др,...р г...а; бодержит в себе несчетное множе- 
ство цепей базы М’, определяющих точку х. Определим т..+, как наи- 
‚меньшее натуральное число п такое, что 


Етк.... товтывча == ВУ(ри.. рт...) эх, . 


причем 6,,...р‚1,...1; содержит в себе несчетное множество цепей базы М, 
определяющих точку х, и удовлетворяет соотношению (10). Из того, что 


| НЯ [< Фу» +» ({Е,}), 
| из определения множеств а, следует, что бесконечная последо- 
вательность чисел т!:, т.,...,т;,... существует. Таким образом, 
со со 
| * * * 
26 |] Еть.. ть (= >» П Ел, ... ть = Фм, ({Еиаы.. пр) }) = 0, 
$=1 п:,П»,....Пр,... К=Т 
ше. 
| Фи (Е) = 0, (11) 


Из (9) и (11) следует, что 
Фи. ((Е,}) = © = Фь({Е у»... тю}, 


где И. ...пк @ Фм, (=). Но Фм, (Фи, (#)) = Фик, (=) [см. (17), теорема 1], 
следовательно, 
Фу, * (=) а Фм, (=). (12) 
Множество 
Фи, ({Е,}) = Фи". (Е) Фу (Е. 
Отсюда, в силу леммы 3 и соотношения (12), следует: 
; Фу, +*+п (=) (== Фк, (=), 
что и требовалось доказать. 
Следствие 1. Ёсли Я есть класс В-множеств или СА-множеств, 
то 
Фм.+** (=) (= Фк, (=) и Фи, ***п (=) (= Фм, (=). 
Следствие 2.`Если = есть класс проективных множеств не ниже 
торого или класс А-множеств, то 


Фи,» * (=) = я и Фи, * * «п (=) (= =. 
Действительно, если = есть проективный класс множеств не ниже 


торого или класс А-множеств, то Фх, (=) == [см. (1), следствие 2 тео- 
емы П, теорема П. Так как классе СА,-множеств’ обладает классом 
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вполне регулярных трансфинитных индексов, то, в силу теорем Ги Ш, 
справедливо следующее утверждение: 

Следствие 3. Для всякой последовательности СА.-множеств {Е} 
таких, что каждая точка множества Фик, ({Е„}) является точкой не бо- 
лее чем М№’-счетнозначности последовательности множеств {Е„}, существу- 
ет - такая последовательность В.-множеств {Н„}, что Но Ев 
(п=1,2,3,...) и каждая точка множества Фм, ({Н„}) является точкой 
не более чем М№’-счетнозначности последовательности множеств {Н»}. 

В силу того, что в системе аксиом теории множеств У П. С. Новико- 
вым установлена непротиворечивость утверждения, что, начиная с неко- 
торого и, законы отделимости для проективных множеств п-го класса 
совпадают с законами отделимости для проективных множеств ® второго 
класса [см. (13)], в этой системе аксиом будет непротиворечивым утверж- 
дение: 

Следствие 4. Начиная с некоторого п>>2, для всякой последова- 
тельности СА„-множеств {Ё„} таких, что каждая точка множества 
Фл, ({Е„}) является точкой не более чем М№'-счетнозначности последова- 
тельности множеств {Е„}, непротиворечиво существование такой последо- 
вательности В„-мноэжеств {Н„}, что Н„ 2 Е, (п =1,2,3) и каждая точ- 
ка множества Фу, ({Н„}) является точкой не более чем М№'-счетнозначно- 
сти последовательности множеств {Ни}. 

3. Рассеянным (с]а1тзетб) множеством называется всякое множество то- 
чек, не имеющее подмножества, плотного в себе. Такое множество счет- 
но [см. (18)]. 

Пусть Е = Е®1 есть линейное множество. Если «=«- 1, то через 
Е] обозначается множество всех неизолированных точек множества Ё—1; 
если & — трансфинитное число второго рода, то 


о П Е. 


<“ 


Если множество Е — рассеянное, то найдется такое число В, что 


Е] ее ЕО 0 чине. 


Наименьшее число В, обладающее этим свойством, называется индексом 
рассеянного множества Ё. 

Через Л’, обозначим множество всех цепей, каждая из которых со- 
держит множество цепей базы М, не являющееся рассеянным множест- 
вом индекса хо. 

Через Фи, будем обозначать 85-операцию, которая отбирает точки, 
получаемые д5-операцией Фл, каждая из которых определяется множе- 
ством цепей базы М, не являющимся рассеянным множеством инде- 
кса <. 

ТЕОРЕМА ТУ. Если класс множеств # и база № находятся во впол- 
не правильном отношении, то 


Фи», (8) < Фь, (=) и Ф/„„(Е) < Фи, (2. 


> “ 
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Доказательство. Пусть 
Е — Фм, (Ее, ... ПА) ый 


где ” 
Еут...пу) в Е. 


Применим метод трансфинитной индукции. Достаточно показать, что 
теорема верна для 

=, 

= т п—1, те х— трансфинитное число второго рода, 

3) « — трансфинитное число второго рода. 

Пуеть « =1. В силу леммы 3, 


‚ ({Е 


* 
‘у(т...тЪ. 
м У ( т р 


=Ф Е, $ * * =), 
)=Ф,, ({Е„}) ПЕ,,. лос Фь (В) 


У(птл.--П) 


где {Е*} есть множества 

МК } 

{ Их ? 
занумерованные в соответствии с отображением интервала Бэра и 
в пространство Бэра Л. Тогда 


© чел › ©) = Фин, Па, Ен ло) 


Отсюда, в силу того, что класс множеств & и база №’ находятся во 
вполне правильном отношении, следует, что 


№ (п*...п** ((65}) < Фь, (#). (13) 
То] 
Легко видеть, что 
Ра Иа а 
[№ (1..4) ма. мо +0 
Пусть 
ею о Фе В: 
+ + [№ НВА 
т Арс В п; 
Ясно, что [> ие ее ее 5. Но тогда 
Ф», ‚(ву = Пь- п м о не № 
1=1 та, то, . М 
= г По ‚- (4) — ФФ и.о, ФЕ = 
* м * 1—1 [ми у [м У: (71. „пя 
т, п’... т;... 
= Ф», (Феи. ко) 
где 


би.) — Ф * ж.1* ({Е,}). 


у [№^*(®1..-14)] 


В силу соотношения г 


у а 9) [< Фм, (=). 
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Е) 


Следовательно, 
Ф (=) СФ, (=). (14) 
1 


Множество 


Ф,,((Е.}) = Фу, (Е.Ф (Е). 


Значит, в силу соотношения (14) и леммы 3, 
„СФ, (®). (15) 
Таким образом, теорема верна для &« = 1. 


Пусть в =" п, п>. 1, где и’ — трансфинитное число второго рода, 
и для всех я’ < х теорема верна, причем 


. — Фк, (2, 
где 


6" с Фь (=). 
Тогда 


<, (ЕР -Ф (Фр. 8. 


Класс множеств Фм, (=), в силу леммы 3, находится во вполне пра- 
вильном отношении с базой №’. Отсюда следует, что 


Ф (ть. т]* (61°) с Фьм, (=), 


у [№ 
и, значит, 
Зе (=) < Фм, (=). 
Множество 
Фь ({Е,}) — ьг ({Е,}).Ф„(Е,}), 
поэтому 


Фи (Е) СФ», (=). 


Следовательно, теорема верна для х =о и, п> 1. 


Пусть х— трансфинитное число второго рода и для всех ‘а’ «а 
теорема верна, причем 


_ ({Е,}) == Ф», ({©"}), 
где 


©У Е Фь, (=). 
Пусть &<о<«...«ж«...-ьа. Тогда 
Ф„, ((Е\}) = Ф» ((6,")), 


где 


Си ще. 
Множество : 
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со со со 
Ф и — —о 
Ма (Е) п, .2 и П П 6... а чи ( И 6... „2 Е 


Так как класс множеств Фх,(=) инвариантен относительно счетных 
пересечений, то 


П 6" — 6Фь(®. 


ы У(та...П,) 
Отсюда следует, что 
р (=) < Фм, (>). 
Множество 
(Е) = Фи, (Е) -Ф (Е), 
поэтому 
в (=) < Фь, (=). 


Таким образом, теорема верна для трансфинитного числа х второго 
Фода-. 

Итак, теорема верна для всех трансфинитных чисел а, что и требо- 
валось доказать. 

Следствие 1. Если Я есть проективный класс множеств не ниже 
второго класса или класс А-множеств, то 


Ф , (Е = т (=) ==. 
м. (Е) с и Фи" (=) с 


На основании теоремы Г и следствия 1 теоремы ТУ, получаем сле- 
дующие утверждения: 

Следствие 2. Для всякой последовательности А-множеств {Е„} 
таких, что каждая точка множества Фик, ({Е„}) определяется рассеянным 
множеством цепей базы № индекса <, существует такая последова- 
тельность В-множеств {Ни}, что Ни 2 Е» (п=1,2,3,...) и каждая 
точка множества Фм,({Н„}) определяется рассеянным множеством 
цепей базы М’ индекса <о. 

Следствие 3. Для всякой последовательности СА,-множеств {Е п} 
таких, что каждая точка множества Фь, ({Е„}) определяется рассеян- 
ным множеством цепей базы №’ индекса <, существует такая после- 
довательность В.,-множеств {Н„}, что Н, > Ев (п =1, 2,3,...) и каждая 
точка множества Фи, ({Н„}) определяется рассеянным множеством цепей 
базы №’ индекса хо. 

В силу того, что в системе аксиом теории множеств У установлена 
непротиворечивость утверждения, что, начиная с некоторого п, законы 
отделимости для проективных множеств п-го нласса совпадают с зако- 
нами отделимости для проективных множеств второго класса, то непро- 
тиворечиво следующее утверждение: 

Следствие 4. Начиная с некоторого п>2, для всякой последова- 
тельности СА„-множеств {Е„} таких, что каждая точка множества 
Фк, ({Е„}) определяется рассеянным множеством цепей базы № индекса 
<а, существует такая последовательность В„-множеств {Н»„}, что 
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Н, > Е, п=1, 2, 3,...) и каждая точка множества Фю, ({Н„}) опреде- 
ляется рассеянным множеством цепей базы № индекса < ох. 

4. Через №, обозначим множество всех цепей, каждая из которых 
состоит из множества цепей базы М, имеющего некомпактное замыкание. 

Через Фм, обозначим 85-операцию, которая отбирает точки, получае- 
мые в результате 85-операции Фл, каждая из которых определяется 
множеством цепей базы Л, имеющим некомпактное замыкание. 

ТЕОРЕМА У. Если класс множеств # и база №’ находятся во вполне 
правильном отношении, то 


Фо (=) =: Фм, (=) и Фи (=) © Фм, (=). 


й 
Доказательство. Множество, компактное в бэровском простран- 
стве Л, не может быть покрыто счетной системой непересекающихся интер- 
валов Бэра так, чтобы каждый из интервалов включал в себя точки 
данного компактного множества. 
Пусть 


Е = Фк, (Ее... п,)}), Еубь.. м) Е= 
Согласно лемме 3, 
Ф учоь. п) (Е) (88 Фм, (=). 


Множество 


Атьи, == а Ф р Е пм, .) (Е „}) = 8 
Пе 


кт П ‚Фе личыа Е) © Фи (8). 


а 


Отсюда следует, что 


24-м = № БаФ мн, › (Е) < ФВ). 
ан А П,...П КПА 
Множество 
Ф в } = у Дука „ФЗуетоииФ м ы--т, 1) ($8,3). 
Е =0 К, № к Пт 


— 


Так как класс множеств & и база М’ находятся во вполне правиль- 
ном отношении, то отсюда следует, что 


Множество 
Фн, {Е} > Фо ({Е,}) Фу (Е). 
Отсюда, в силу (15) и леммы 3, 
Фи" (В) < Фи (8), 


что и требовалось доказать. 
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Е 


Следствие 1. Если = есть класс В-множеств или класс СА-мно- 
экеств, то 


Ф,, (Е) < Фь (=) и Ф,„» (=) с Фь(#). 


Следствие 2. Если Я — проективный класс множеств не ниже 
второго или класс А-множеств, то 
ры | = | — 
Г безты Ф [т Павист 


* 


В силу теоремы Г и следствия 2 теоремы \, получаем следующие 
‘утверждения: 

Следствие 3. Для всякой последовательности А-множеств {Еп} 
таких, что каждая точка множества Фк, ({Е„}) определяется компакт- 
ным множеством цепей базы М№' (множеством цепей, имеющим компакт-- 
ное замыкание), существует такая последовательность В-множеств {Ни}, 
что Ни, 2Ев(п=1, 2,3,...) и каждая точка множества Фу, ({„}) 
определяется множеством цепей базы М№', имеющим компактное замы- 
кание. 

Следствие 4. Для всякой последовательности СА,-множеств {Е п} 
таких, что каждая точка множества Фь, ({Е„}) определяется компакт- 
ным множеством цепей базы №’ (множеством цепей, имеющим компакт- 
ное замыкание), существует такая последовательность В»-множеств {Нп}, 
что НИ, 2 Е, (п=1,2,3,...) и каждая точка множества Фь, ({Н„}) 
определяется множеством цепей базы М№', имеющим компактное замы- 
кание. 

В силу того, что в системе аксиом теории множеств У, установлена 
непротиворечивость утверждения, что, начиная с некоторого и, законы 
отделимости для проективных множеств и-го класса совпадают с зако- 
нами отделимости для проективных множеств второго класса, непроти- 
воречиво следующее утверждение: 

Следствие 5. Начиная с некоторого п>2, для всякой последова- 
тельности СА„-множеств {Ё„} таких, что каждая точка множества 
Фм, ({Е„}) определяется компактным множеством цепей базы № (мно- 
‚жеством цепей, имеющим компактное замыкание), существует такая 
последовательность В„-множеств {Н„}, что Н, 2 Еь(п=1, 2, 3,...) 
и каждая точка множества Фи, ({Н„}) определяется множеством цепей 
базы М№', имеющим компактное замыкание. 

5. Множество Е называется множеством абсолютно первого класса, 
если на всяком компактном множестве, пересекающемся с ним, у него 
найдется компактная порция (или точка локальной компактности) [см. (1°)]. 
"Такое множество можно представить как сумму рассеянного * семейства 
компактных множеств. 

Пусть Е — Е} есть линейное множество абсолютно первого класса. 


&--1 а 
Через Е"? обозначается множество, которое получается из Е 
путем выбрасывания всех его компактных порций; если © — трансфинит- 


* Семейство множеств {ЕЁ} называется рассеянным, если во всяком его подое- 
мействе найдется множество Ё, которое‘ отделимо от суммы всех остальных или 
множеством класса нуль, или просто порцией. 
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ное число второго рода, то, по определению, 


В П ем. 
<“ 

Наименьшее трансфинитное число В такое, что ЕЕ 0, называется 
подклассом множества Ё. 

Известно существование множеств абсолютно первого класса сколь 
угодно высоких подклассов [см. (20), стр. 422]. 

Будем рассматривать линейные множества Ё, являющиеся суммами 
рассеянного семейства множеств, замыкание которых компактно. 

Пусть Ё = Е®. Если «х — трансфинитное число первого рода, то. 
через Е“? обозначается множество, которое получается из множества 
Е‘“®-® путем удаления всех его изолированных порций, замыкание кото- 
рых компактно; если — трансфинитное число второго рода, то, по 
определению, 

РФ П 2. 
о’< а 
Наименьшее число В такое, что Е? = 0, называется индексом мно- 
жества №. 

Замечание. Если Е есть множество абсолютно первого класса 
подкласса «, то индекс множества Ё на превосходит «.. 

Через Я будем обозначать множество всех цепей, каждая из кото- 
рых состоит из множества цепей базы М, не являющегося рассеянным 
семейством множеств, замыкание которых компактно, индекса < о. 

Через © будем обозначать 65-операцию, которая отбирает точки, 


получаемые 55-операцией Фм, каждая из которых определяется множе- 
ством цепей базы /, не являющимся рассеянным семейством множеств, 
замыкание которых компактно, индекса <. 

ТЕОРЕМА У[. Если класс множеств Я и база №’ находятся во вполне 
правильном отношении, то 


Фе (=) = Фь, (=) и Фе (=) (6: Фм, (=). 


оказательство. сть 
Пу 
Е = Фь, (Си. }), 
где 
Ен...) и 


Применим метод трансфинитной индукции. Достаточно показать, что. 
теорема верна для: 

= 

2) «= п, п>1, где а“ — трансфинитное число второго рода, 

3) х — трансфинитное число второго рода. 

Пусть « =1. В силу теоремы У, множество всех точек х 85-опера- 
ции Фм, ({Е,}), определяемых множеством цепей базы М’ имеющим 
некомпактное замыкание, определяется д5-операцией 


ФЕ) = ХХ Шах мии) (Е) © Фь (9). 


К; т\,..., и Пе 


367 


. ^ НАКРЫТИЕ МНОЖЕСТВ 
В силу леммы 3, 
ов 5) (Е) с Фм (=). 


Значит, множество всех- ;- 
р сех- точек т о операции Ф о ({Е,}), определяе- 
би: 
‚ имеющим некомпактное замыка- 


мых множеством цепей базы № 
ние, определяется при помощи 65-операции 
+ * — 

[№ @5 тк)] ({Е,}) гх 


== ак в Ши Ф № % а) (Е). 
оо би В 
Так как класс множеств & и база М’ находятся во вполне правильном 
отношении, то 
Фр, ({Е,}) =: Фм, (=). 
Множество 
Ф (Е) = Пино р, Е = 
г пп... в: &=0 
5 ых ({Ф [65 | ({Е,})}) 2 ый те 
где 
. * А Ф жж Й Ф у я 
биз. пт) ей, © „}) | м ( ), 
ту (п”... ((Е})5 Ф ’у (п я рт ({ {Е „}), 
[№ 1 [№ К +1] 
Ф и а ({Е,}) —Ф, ({Е,}) при ” =) 
[№ а. К м, 
(17) 


Отсюда следует, что 
ма) (=) с Фм, (=). 
к ($Е,}) Фу» ({Е»}). 


Множество 
[№09 * (68»}) = 
(18) 


Значит, в силу соотношения (17) и леммы 3 
я . 


[№63] * (2) < Фм (2) 
число второго 


Таким образом, для « = 1 теорема верна 
>1, где «’ — трансфинитное 


Пусть «=а’-п, п» 
рода, и для всех о’ < х теорема верна, причем 
Ф №, (©) ({Е, }) = а ти (и. 7, }) 


буть. .т,) с Фм, (=). 


где 
Так как класс множеств Фх, (=) инвариантен относительно конечных 
он находится во вполне правильном 


пересечений, то, в силу леммы 3 
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отношении с базой М’. Отсюда, в силу теоремы У, 
Фи, (Фин, © Фил (2), 
а в силу леммы 3, 
Фи ((бъусы.ль}) © Фм (8). 


Тогда, в силу теоремы \, 


-* мы. у, КФ. т, ,}) — 
[у 
о - ПФ ие мен о, ФУ 3) © Фи (8). 
и... 
Множество 


Фи (Е) = Фь (Филе (8, 3). 
- _ Е 
Отсюда следует, что 
Ф №9) (=) < Фь, (=). 
Множество 
Ф ли] ({8,}) = Фи ({Е»}) Фу» (Е), 
откуда следует, что 
Фи» (Е) < Фм (=). 


Таким образом, теорема верна для х = - и, п> 1. 
Пусть х — трансфинитное число второго рода, и для всех хх’ < о 
теорема верна, причем 


Фуке (Е) = Фи (6. к 3 
где | 
ФУби..п, ) Е Фь, (=). 
Пусть д. < и Та 
Фут (53) = Ф (6.7), 


где 
ФФ, ПЕ 
Множество 
. со 
> ии “и 
Фу ({Е„}) = П И ен и = Фу ( Пе. И 
7, П,,... .. К=1 Пе и п=1 к 


Так как класс множеств и (=) инвариантен относительно счетных 
пересечений. то 


П 6) с Фь (=), 


И—=1 
а следовательно, 
— —ч 
Фин (=) < Фь, (=). 


ей 
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Множество 
Фра" ({Е,}) = Фуа) ({Е,}) * Фу ({Е,}), 


поэтому а 
"Фил (=) © Фи, (=). 


Таким образом, теорема верна для трансфинитного числа « второго 
рода. 

Итак, теорема верна для всех трансфинитных чисел х, что и требова- 
лось доказать. 

Следствие 1. Если & есть проективный класс множеств не ниже 
второго или класс А-множеств, то 


Фа) (си Фе), "(Е) с 


На основании теоремы [ и следствия 1 теоремы У[, получаем следу- 
ющие утверждения: 

Следствие 2. Для всякой последовательности А-множеств {Е„} 
таких, что каждая точка множества Фу, ({Е„}) определяется множе- 
ством цепей базы № абсолютно первого класса подкласса < (множе- 
ством цепей базы М№', представляющим собой рассеянное семейство мно- 
жеств, замыкание которых компактно, индекса <о) существует такая 
последовательность В-множеств {Н„}, что Н.Е, (п=1,2,3,...) 
и каждая точка множества Фм, ({Н»„}) определяется множеством цепей 
базы №, представляющим собой рассеянное семейство множеств, замыка- 
ние которых компактно, индекса < а. 

Следствие 3. Для всякой последовательности СА,-множеств {Е} 
таких, что каждая точка множества Фм, ({Е „}) определяется множеством 
цепей базы №’ абсолютно первого класса подкласса < (множеством цепей 
базы №', представляющим собой рассеянное семейство множеств, замыка- 
ние которых компактно, индекса <), существует такая последователь- 
ность В.-множеств {Н„}, что Н, 2 Е» (п=1,2,3,...) и каждая 
точка множества Фк,({Н„}) определяется множеством цепей базы №’, 
представляющим собой рассеянное семейство множеств, замыкание кото- 
рых компактно, индекса < о. 

Аналогично, в системе аксиом теории множеств » непротиворечиво 
утверждение: 

Следствие 4. Начиная с некоторого п>2, для всякой последова- 
тельности СА„-множеств {Е„} таких, что каждая точка множества 
Фм, {(Е„)} определяется множеством цепей базы № абсолютно первого 
класса подкласса < (множеством цепей базы М№', представляющим 
собой рассеянное семейство множеств, замыкание которых ком- 
пактно, индекса <“), существует такая последовательность В„-мно- 
жеств {Н„}, что Н.Е» (п=1,2,3,...) и каждая точка множества 
Фх, ({Н„}) определяется множеством цепей базы №, представляющим 
собой рассеянное семейство множеств, замыкание которых компактно, 


индекса <. 
Поступило 
7. У. 1956 
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А. Я. ДУБОВИЦКИЙ 


О СТРУКТУРЕ МНОЖЕСТВ УРОВНЯ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ. 
ОТОБРАЖЕНИЙ э-МЕРНОГО КУБА В А-МЕРНЫЙ КУБ 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе изучена связь между строением типичного множества 
уровня и степенью гладкости дифференцируемого отображения. 


Введение 


В приложениях математического анализа большое значение имеет 
вопрос исследования решений системы вида: 


во, 
(Яо оо 9 (1) 
СА, 


где левые части представляют собой дифференцируемые функции, опре- 
деленные в единичном кубе С„ пространства Ви. 

Геометрически совокупность решений системы (1). можно представить 
как множество точек куба С„, образом которых при отображении И, 


задаваемом функциями и; (х1,..., 1), 1=1,2,...,й, служит точка 
(сл, с»,..., Ск) К-мерного куба С». 
Определение 1. Пусть и = (с1, с», ..., Ск) — точка Су. Множеством 


уровня Е„ отображения И, переводящего С» в С», пазывается полный 
прообраз точки и. 

Отображение ИП = {и (21, х.,.. 
раз дифференцируемым, если все функции и: (т,..., 2») обладают т по- 
следовательными дифференциалами в каждой точке куба С». 

Пользуясь определением 1, мы можем сказать, что нахождение всех 
ретений системы (1) эквивалентно определению соответствующего мно- 


= 1... мы называем № 


жества уровня Ёи. 
Особенный интерес представляет собой тот случай, когда какие-ни- 


будь из значений неизвестных решений, по крайней мере локально, 
являются однозначными функциями значений остальных неизвестных. 
Достаточным условием этого, согласно теореме Юнга, является нали- 


а 1 р: 
|[2=, Е о оо 


чие среди миноров А-го порядка матрицы Якоби 


6* 
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5=1,..., п) отличного от нуля в каждой точке рассматриваемого мно- 
жества уровня. Поэтому представляется важным определить закономер- 
ность распределения особых точек (т. е. точек вырождения матрицы 
Якоби) по уровням дифференцируемого отображения в зависимости от 
степени его гладкости. 

Прежде всего заметим, что строение индивидуального множества 
уровня отображения не зависит от степени гладкости этого отображения. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно построить бесконечно дифференци- 
руемую функцию п переменных, нулевое множество уровня которой со- 
впадает с наперед заданным замкнутым множеством Е. Построение такой 
функции можно провести по следующей схеме. 


Пусть в = |И%е —=) <] — сфера радиуса г. В силу то- 
$ 


6 (7, э-у/ 3 -—& —’, 


расстояние от точки \ до сферы с есть бесконечно дифференцируемая 
функция точки 7. Тогда функция 


ждества 


0, если 7 Ес, 
Фе (1) = 1 


р е(п, в) 


‚ если Ч 6 Сс, 


бесконечно дифференцируема во всех точках А„. 
Рассмотрим произвольное конечное покрытие А множества Е сферами 
с1, 0.,...,0.. Свяжем с ним функцию 


РА (1) = Фе, (1), ..., Фо, (1). 


`Функция Рл(1) бесконечно дифференцируема, неотрицательна и обра- 
‘цается в нуль только на множестве в, | о... Е 
Построим стягивающуюся систему конечных покрытий А,, А,, А.,... 
множества Е сферами так, что радиусы сфер покрытия А, не превосхо- 
1 
АЯ а Положим 


1 
пз 


Ро) = Ра, (9) Ра, (9) + РА, + ---. 


При соответствующем подборе чисел и», п, па,... ряд в правой части 
равномерно сходится вместе со всеми своими частными производными и 
определяет поэтому бесконечно дифференцируемую функцию РЁ (1). Все 
слагаемые ряда обращаются в нуль на Е, а значит и Ё(1) обращается 
в нуль в точках Е. Если же 6 СЕ, то все слагаемые, начиная с неко- 
торого, отличны от нуля. Следовательно, Е есть нулевое множество 
уровня функции Р (1). 

Таким образом, степень гладкости отображения не связана со струк- 
турой всех его множеств уровня. Поэтому мы ограничимся рассмотре- 
нием свойств, присущих почти всем уровням гладких отображений. 

Определение 2. Мы будем говорить, что свойство А имеет место 


=“ 
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почти для всех множеств уровня некоторого отображения С’, в С», если 
множество @ тех значений и@С,, для которых ЁЕ„ не обладает свой- 
ством А, таково, что тиф == 0. 

Множество уровня, обладающее свойством А, присущим почти всем 
уровням данного отображения, называется типичным. 

В простейшем случае дифференцируемого отображения одномерного 
куба в одномерный типичное множество уровня не содержит особых 
точек. 

Аналогичное предложение для функций многих переменных полу- 
чили А. С. Кронрод и Е. М. Ландис в работе (1), основным результатом 
которой является теорема о том, что типичное множество уровня п раз 
дифференцируемой функции п переменных не содержит нулей ее диф- 
ференциала. Там же показано, исходя из примера Д. Е. Меньшова, что 
при любом п существует п — 1 раз дифференцируемая функция п пере- 
менных, принимающая на своем особом множестве значения, заполняю- 
щие целый отрезок, откуда следует, что предпосылки полученной тео- 
ремы не могут быть ослаблены. 

В работе автора (?) эти результаты были обобщены на случай диф- 
ференцируемых отображений п-мерного куба в А-мерный куб. 

В настоящей работе продолжены и, в известной степени, завершены 
исследования, проведенные в работе (?). 

Основной результат состоит в том, что у-мерная мера множества 0со- 
бых точек п А -+ 1 —у раз дифференцируемого отображения п-мерного 
куба в А-мерный, содержащихся на его типичном множестве уровня, 
равна нулю, т. е. что «массивность» этого множества на типичном уровне 
уменьшается с увеличением гладкости отображения и, наконец, при у = 0 
типичное множество уровня вообще не содержит особых точек. Таким об- 
разом, при т>п—-1 почти все множества уровня т раз дифферен- 
цируемого отображения С„ в С» состоят из многообразий той же глад- 
кости, что и само отображение. 

Полученный результат не может быть усилен в том смысле, что при 
любых пики у существует п— Ё —у раз дифференцируемое отображе- 
ние Сьв С», каждый уровень которого содержит множество особых 
точек положительной у-мерной меры. 

В настоящей работе устанавливается ряд теорем, характеризующих 
топологическую структуру типичного множества уровня гладкого отоб- 
ражения, и затем полученные результаты используются для изучения 
типичного множества уровня дифференцируемых функций многих пере- 
менных. 

Основным аппаратом исследования в настоящей работе является по- 
нятие множества уровня. 

Тот факт, что мы будем изучать отображение п-мерного куба в А-мер- 
ный куб, а не отображения произвольных замкнутых п-мерных областей 
в пространстве А„, вызывается ‘не существом дела, а принимается лишь 
для простоты изложения. 

В заключение я выражаю глубокую признательность Д. Е. Мень- 
шову и П. С. Новикову, а также А. С. Кронроду` и Е. М. Ландису за 
постановку задач и постоянное внимание к работе. 
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Обозначения. Пусть (Г — отображение С» в С». Символ Е {И} бу- 


дет обозначать совокупность всех точек куба С», обладающих свойством 
Г. Например Е {т, Е, >0} обозначает множество всех точек и, и Сь, 
К 


для которых у-мерная мера Хаусдорфа множества уровня Ё„ больше 
нуля. 
Аналогично, пусть Дос С,.Е {т, Е,-)›>0} представляет собой сово- 
м 


купность точек и из С», для каждой из которых т,Е,.П >> 0. 

Пусть, далее, В с Сь. Ортогональную проекцию В в грань 2; = 0 
будем обозначать пр», В или просто прВ, если в контексте указано, 
в какую грань проводится проектирование. 


ГЛАВА 1 


В этой главе будут доказаны вспомогательные предложения, исполь- 
зуемые в дальнейшем. 


$ 1. Мера Хаусдорфа 

В наших исследованиях мы будем часто пользоваться различными 
свойствами меры Хаусдорфа. 

Определение 3. Пусть О — куб, координаты которого удовлетво- 
ряют условию 

т ие ЕТ 
т и: Ре 
а $ = фронт 

Систему всех кубов указанного типа обозначим через 

Пусть Е — произвольное множество из А,„. Каждое 8-покрытие У 
множества Е кубами из >! будем называть регулярным. Обозначим через 
1, Го, 7з,... ребра кубов 0О., О., Оз,... регулярного покрытия У’. 

сл а. # 
Число Ух; будем называть у-мерной величиной Уи обозначать через 
5 
{{ 
<, (У ). 

Нижняя. грань У-мерных величин по всем регулярным 6-покрытиям 
множества Е называется д-приближением внешней у-мерной меры Хаус- 
дорфа. 

5-приближение у-мерной меры Хаусдорфа множества Е обозначается 

ё 
через т,Ё. 
8 
Очевидно с уменьшением 6 т,Е не убывает. 


. 5 - - Е: 
Пт 7, Е называется у-мерной внешней мерой Хаусдорфа и обозна- 
8-0 


чается через т,Е. 

Так введенная внешняя мера является мерой Каратеодори. В част- 
ности, все А-множества измеримы по отношению к ней. Это определение 
отличается от традиционного [см. (б)]. Однако, если обозначить обще- 
принятую внешнюю у-мерную меру Хаусдорфа множества Е через Л,Е, 
а здесь введенную — через т,Ё, то имеет место 

ТЕОРЕМА. Для любого множества Е из В» справедливо: 


У 


27° п? ть, Е 


и 
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Доказательство. Заметим сначала, что каждую сферу х диаметра 
4< 1 можно всегда покрыть регулярной системой из 2” кубов из Ас 
ребрами, длина которых меньше, чем 24. 

Из сказанного вытекает, что каждое 8-покрытие, 8>>1, множества Е* 
сферами т, п›, пз,... с диаметрами а), 4, 4з,... можно заключить 


\/ 
в регулярную систему У” кубов так, что у-мерная величина У” будет 
меньше, чем 


А р 
$ 
Следовательно, 
АЕ Е, (1) 
Обратная оценка получается следующим образом. 
Пусть кубы 01, О», Оз,... с ребрами гу, го, гз,... образуют регу- 


лярное 8-покрытие множества Е. Описав вокруг каждого из них сферу, 
получим покрытие множества Ё сферами с диаметрами Ип-г:, Уп-г»,.... 


У-мерная величина этого покрытия будет меньше, чем 
У 


че 
п Г 
У 
$ 
Следовательно, 


У 
п ВАЗЕ, (2) 
Устремив в неравенствах (1) и (2) 8 к нулю, получим 
м 
Отв сь ОА ВНЕ 
Теорема доказана. 
Из доказанного следует, что т, Е и Л,Е одновременно обращаются 
в нуль и в бесконечность 


$ 2. О д-приближениях у-мерной внешней меры Хаусдорфа 
монотонно возрастающих последовательностей множеств 


Известно, что мера Хаусдорфа регулярна и поэтому предел внешних 
мер монотонно возрастающей последовательности множеств равен мере 
предела этой последовательности [см. ($)]. 

Аналогичный результат имеет место и для 0-приближений у-мерной 
меры Хаусдорфа, а именно справедлива 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 


Ве св р ь (1) 
— монотонно возрастающая последовательность множеств. Тогда при 
любом 80 

те т Е =) ‚о Е.). 


Доказательство 12. Пусть, сначала, все множества (1) заклю- 
чены в некоторой сфере К пространства А». Занумеруем кубы из Х, с0- 
держащиеся в К, впростую последовательность 


9, 9», 9, .... (2) 
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Если г|, Го, Гз....-— их ребра, то, очевидно, 


Па, = 0. (3) 


$ 


Доказательство теоремы будем вести от противного. Обозначим 
УЕ, =Е. 


8 


Пусть при некотором 5>0 
Пи Е, =а и т Е-а. (4) 


$ 
Тогда 
8 
т Е =а+а @а>0. 
Заключим каждое из множеств Е; в измеримое множество ©; одинако- 
вой с ним внешней у-мерной меры [см. (5)]. Положим 


8=>6, 


Подберем для каждого из множеств ©; регулярное 8-покрытие А так, 
чтобы 


с, (3) <а-+-р-. (5) 


Каждый куб из последовательности (2), содержащийся в бесконечном 
числе построенных покрытий, назовем отмеченным. 


Возможны два случая: либо среди кубов последовательности (2) су- 
ществуют отмеченные, либо нет. 


А) Рассмотрим тот случай, когда последовательность (2) не содержит 
отмеченных кубов. В этом случае у-мерная мера каждого из множеств 


я Г 
©; меньше, чем а -- тм Действительно, множество ©; содержится в каж- 


дом из покрытий У;:р при любом р. Пусть =>0. Кубов с ребрами, 
большими, чем в, содержится в (2) лишь конечное число. А так как 
каждый из них принадлежит только конечному числу покрытий У., 


то все Уз, начиная с некоторого, состоят из кубов с ребрами, меньшими 
=. Значит, 


туб,<а == с 


Отсюда, в силу произвольности в, следует: 


а 
тб, <а- А 
Но тогда 


где @ = р Значит, 


и, тем более, 


что невозможно, так как т8Е =а-- а. 
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В) Рассмотрим теперь тот случай, когда система (2) содержит отме- 
ченные кубы. 


Обозначим через О, отмеченный куб с наименьшим индексом. Уда- 
лив не содержащие (, покрытия и перенумеровав их заново, будем 


считать, что О, содержится во всех У.;. Если в исправленной системе 
покрытий новых отмеченных кубов нет, то на этом процессе их выделе- 
ния закончим. Если же среди кубов (2) существуют отмеченные, отлич- 


ные от (,, то обозначим через 0, отмеченный куб, имеющий наимень- 
ший индекс. 


Можно считать, что (0. содержится во всех покрытиях мт начиная 
со второго. Чтобы достичь этого, достаточно удалить все покрытия, не 
содержащие (0.5, кроме первого, и оставшиеся перенумеровать заново. 


Если среди кубов системы (2) найдутся отмеченные, отличные от О; и 
О., то обозначим через О. тот из них, который имеет наименьший ин- 


декс. Можно считать, что Оз содержится во всех покрытиях, начиная 
с У.. Чтобы достичь этого, достаточно удалить все покрытия, не содер- 
жащие Оз, кроме первых двух. 

Продолжив процесс выделения отмеченных кубов неограниченно, по- 
лучим конечную или счетную последовательность У’ отмеченных кубов 


О, О., ©, ... такую, что О, содержится во всех покрытиях, начиная 
с У,. Очевидно, 


й а 
с, (> )За- Е 
Поэтому из У’ можно выделить конечную систему У”, содержащую М, 
кубов О,, Оз, Оз,...,Ом, так, что 
’ и а 
„(> )— в (>, ре» (6) 
Так как из доказанного в случае А) следует, что у-мерная мера каждо- 
й а 
го из множеств ©; — У’ не превосходит а + =» то 
Ни и, (@:— >) 
т 
существует и равен 
т, (© У У ). 
Возьмем №, столь большим, чтобы для # > №, 
’ й а 
т, (© — У) — (6-Х) <. (7) 
Положим М = шах [№,, №.]. Мы имеем: 


/ у 
вс Ун-+ О" — Ум) + {{@— У) —@-—>»)}. 
Действительно, если точка 7 содержится в ©, но не содержится в Ум 
ив Ув то она не содержится и в @к, и поэтому 


(У) —&-У)5т: 
Значит, 
тб@ < в, (Ун) + в, (У — Ум) +т {6 -— >) —@-Х) 
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или в силу (5), (6) и (7), 
о 


что невозможно, так как, по условиоо, т Е =а +4 а Все. 

Таким образом, для случая ограниченных множеств (1) теорема до- 
казана. 

2°. Рассмотрим теперь тот случай, когда множества (1) неограничен- 
ны. Пусть с В,. Обозначим через О” совокупность точек 9 из О, для 


которых р<|1| <р-1, и пусть Б\ = 2 О?. Очевидно, 


р<М 
со 
х5*=р, 
р=1 


причем множества О? с индексами одинаковой четности удалены друг от 
друга не меньше, чем на единицу. 


Пусть УЕ, =Е, Е СЕ, СЕ, С... и8>>0. Возможны два случая: 
1. Ут Е” со и Ут Е +1 со, 
з $ 


хх У тё Е* = со либо Ут Е*"Н = оо. 


8 


Рассмотрим случай 1. Пусть = >0. Тогда найдется М> 0 такое, что 


бт = 
> т,Е = р 
Р>М 
следовательно, 


ту Е\- > т,Е. (8) 
По доказанному в п. 41°, 


° 5 >. = 
ша то ВМ = тёЕМ. 
: 


Значит, для достаточно больших # 
$ № [5 ем 
т, Е: +--> ту Е“. (9) 
Из (8) и (9) следует, что для тех же # 


5 й 
т, Е:- 5 >тЕ, 


В 5 
Пи и Е; = тб Е. 
г 


Если же имеет место случай 2, то совершенно аналогично можно пока- 
зать, что 


Нш т Е; = со. 
й 
Теорема доказана. 


Отметим, что в теореме 2 мы не предполагали измеримости рассмат- 
риваемых множеств. | 


я = 
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В Е ВЕНЕ ЕЕ Е АХ че, 


Определение 4. Верхним топологическим пределом, последователь- 
‚ности множеств 


М ча (10) 


„ 


называется множество, состоящее из точек, содержащих в каждой своей 
окрестности точки бесконечного числа множеств последовательности (10). 
ЛЕММА 1. Если множество Е есть верхний топологический предел 


последовательности множеств (10), лежащих в С, и тб Е;>. А для всех 
о ИО 0? тЕ> А. 

Доказательство. Рассмотрим произвольное регулярное д-покры- 
тие У” множества Е кубами т, п, к... с ребрами т:, га, гу, .... 
Покажем, что все множества последовательности (10), начиная с неко- 
торого, погружены в У ть 


я 
Действительно, если бы это было не так, то нашлась бы бесконеч- 
ная подпоследовательность множеств последовательности (10), содержа- 


щих, по крайней мере, по одной точке из С № В силу компактности 
8 


С.С Ут», отсюда следовало бы, что в С Ут, содержится, по крайней 
8 АТ 
мере, одна точка из верхнего топологического предела последовательно- 


сти (10), что невозможно, так как Е =ЙЕ, и Ес Ут,.Значит, мА, 
5 
а отсюда уже легко следует, в силу произвольности У’, что т Е> А. 
Лемма доказана. 
Следствие. Если множество Е есть пересечение убывающей последо- 
вательности замкнутых множеств 


ИЕ И. и: (11) 


из куба С„, причем тд Е; >А для всех 1, то ЕР А. 
Доказательство. Для доказательства, в силу леммы 1, доста- 
точно заметить, что в данном случае множество Ё является верхним то- 
пологическим пределом последовательности (11). 
ЛЕММА 2. Если множество Е есть сумма возрастающей последова- 


тельности множеств Ес Е.С Ес ..., то Итт,Е; = т, Е. 
$ 


Доказательство. Справедливость леммы 2 вытекает из регуляр- 
ности меры Хаусдорфа [см. (6), стр. 80]. 


$ 3. Вспомогательные предложения 


ЛЕММА 3. Пусть 0 — отображение п-мерного куба в К-мерный куб 
Ски р — множество типа Е., лежащее в С», на котором И непрерывно. 


Тогда т,Е„О есть В-функция точки и. 
Доказательство. Множество Р, данное в условии, представим 
в виде суммы возрастающей последовательности ограниченных замкнутых 


множеств ср, ср. с.... Так как 
т, Е.О = Итт,Е„.Б., 
$ 
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то утверждение леммы будет доказано, если мы покажем, что т,Е„.Р. 
есть В-функция точки и при каждом $. 

Пусть 8 > 0. Обозначим через 7 (5, А) совокупность тех точек и 6 Ск, 
для которых т Е,.О,> А. Т (6, А) замкнуто. Действительно, пусть иь 
есть предел последовательности точек и„, и.,... из Т (5, А). Так как 
отображение И непрерывно на замкнутом множестве Д., то 


Па = А 
Е 


В силу леммы 1, 
ту Е.О, > А, 


ё а 
т. е. шЕТ (5, А). Следовательно, т, Е.Л, есть полунепрерывная сверху 
функция точки и. Но 
: 5 
т, Ни: ДО. = Итт, ВД, 
5-0 


поэтому т,Е,.):, будучи пределом возрастающей последовательности 
полунепрерывных сверху функций, полунепрерывна сверху, а значит 
является В-функцией точки и. 

Известно [см. (4) и (5)], что если т,Е =4`>>0, где Е — А-множество 
пространства А», то существует замкнутое множество Ё, ЕС Е, такое, 
что т,Е`>4—е при любом => 0. 

Обобщением этого предложения является 

ЛЕММА 4. Пусть 0 — отображение п-мерного куба в К-мерный куб, 
непрерывное на замкнутом множестве Р. Если М№, содержащееся в Р, 
есть А-множество такое, что 


ткЕ {т, Е. М> 0} =а, (1) 


то, каково бы ни было е>0, существует замкнутое множество №< №, 
для которого 


тк ЕЁ {т,Еи: №>0} >а—з. 


Доказательство. Будем рассматривать куб С„ как проекцию 
куба С„+, в гиперплоскость 5,1: = 0. Множество М, данное в условии, 


будем считать проекцией множества № типа С куба Сы: 
М = УМ. 
8 {: 


где /., замкнуты и монотонно возрастают с ростом г при фиксирован- 
ном $. 


Множество № будем строить как проекцию пересечения ‘специально 
выделенной последовательности 


МХ М М№з,,, ...о (2) 


В силу (1), из леммы 2 следует существование такого «>> 0, что 


ткЕ {ту Е.М >} >а— =. 
% 


Приступим к построению последовательности (2). №, выберем из ус- 
ловия т 
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Е а РО ВАИ нИьв ак рб И 


тьЕ {туЕи- прх., М.М, >} >а— -- 3 
м 
Пусть все М, для < $ определены. М з,. Выберем так, чтобы 


о ^> — 5 
пи ["°, Еи -прь и, М. ПА, —— <) >а—>. (3) 
Возможность выбора таких множеств вытекает из тождества 


По №. М, — М 


т-+ со 
в силу теоремы 1 и леммы 2. 
Положим 
5 7 > 8 
№ = Рирхи В № е= ПР>, Н № , 
(4) 
б'=Е{туЕ, № >}; @ = Пе. 
Очевидно, 


ее (5) 
Из леммы 3 следует, что все множества (“ измеримы (более того, 
они, как легко следует из доказательства леммы 3, замкнуты). 
Так как 
Е {туЕ„- № > 6} > Е {ту Е "ПРх„ №. ПМ, 20}, 
м К 1—8 
то, в силу (3), 
5 
тьб == тьЕ {ту Е. М№ > ©} ва —? о р 
К 


откуда 


тб” — (Ее: (6) 
Пусть ий @е: Так как и 62° при всех 5, то из (4) следует: 


ту Ех. № > о при всех $ (7) 


Ни Е. № = Е. №. 

$-— © 
Так как отображение и непрерывно на замкнутом множестве*Р, то Е,.Р 
замкнуто и поэтому, в силу следствия из леммы 1, из (7) следует: 


ту Е . №> в 
и, тем более, 
т, ВМ. 


Так как и — произвольная точка из @*, то из последнего соотношения, 
в силу (6), выводим: 
пить 0 а —е. (8) 

Лемма доказана. 

Следствие 1. Утверждение леммы 4 остается справедливым, если 
в ее условии заменить замкнутое множество Р произвольным множеством 
типа Ро. 

Доказательство. Пусть Р — множество типа Ё., содержащее А- 
множества М, Р = ПшР,, где Р, замкнуты, и пусть 
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тьЕ (твы р > 0-Е а 


Выделим в каждом из А-множеств Р..М, пользуясь леммой 4, замк- 


* 
нутые множества Л, так, чтобы 
и = 
ткЕ {т,Еи. М. >0} > а.— ыы. 
и 


Так как а.-—>а, то найдется 5$, такое, что 
* 
ткЕ {т,„Еи-М№., > 0} >а—з. 
и 


Это и доказывает следствие 1. 

Следствие 2. Если для отображения И п-мерного куба в Ё-мер- 
ный куб и А-множества № с С„ выполнены все условия леммы 4, то 
множество Е {т, Е,- №, >0} измеримо. 

и 


Доказательство. Справедливость высказанного утверждения 
следует из неравенства (8), так как множество Е {т,Е„- №" > 0}, в силу 


к 
леммы 2, измеримо, как лебеговское множество В-функцим (напомним, 
что отображение ( непрерывно на множестве Р и, тем более, на мно- 
жестве № с Р). 
ЛЕММА 5. Если множество А принадлежит графику функции 
1, =9(%1,..., т) и в точках пр... А эта функция однократно диффе- 
ренцируема, причем т,А`>0, то т, пр, А>0. 
р 
Доказательство. Пусть 
— 0 0 0 
& = (29...., | 2). 
Тогда найдется такое натуральное число п (&), что 
[6] {= 
[® (20, 42 11) 7 Ф (21, в т) я (5) и о (2; :10)*, 
15р—1 
как только 
1 
у ” ба — 
х. — 20 —=. 
та 
1<р--1 
Обозначим через А» совокупность точек из А, для каждой из которых 
п (5) < т. Очевидно, 


У А, =А. 


Следовательно, по крайней мере одно из слагаемых левой части обла- 
дает положительной у-мерной мерой. Пусть для определенности, 
т, Аш >0. Покажем, что т, пр» „Ат > 0. Доказательство проведем от 
противного. 

Пусть т, прх Ат = 0. Тогда при каждом 8 > 0 


тз пр. А == 0. 


Следовательно, для любых положительных с и 6 существует 8-покрытие 
множества пр. А кубами п(Р-Ю, «Р-\,... с ребрами г;, г»,... такое, 


что 21 <® 


Е 
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Рассмотрим произвольное 8-покрытие множества пр, А, где Ва $ 
т 
кубами Е 
Е во, в... (9) 
эт 
ром т, содержится в последовательности (9). В силу определения мно- 


= 
с ребрами ги, г.,..., для которого + т: Пусть куб пР-1 с реб- 
1 


жества Ат и из того, что диаметр куба <?-1 меньше ”_› следует, что 


часть множества А„, расположенная над хР-1, может быть погружена 
в систему, состоящую из 2т равных между собой р-мерных кубов, 
ребра которых равны г, (ребру куба т?-1). Проведя аналогичные рас- 
суждения для каждого из кубов по последовательности (9), заключаем, 
что множество А» можно псгрузить в систему р-мерных кубов с диа- 
метрами, меньшими 26 < Е сумма у степеней ребер которых меньше ®. 


В силу произвольности чисел е и 8, отсюда следует: т,А„.= 0, что 
противоречит условию. Таким образом, 


т, пр, А„>0 
р 


и, тем более, 
т, пр, А 0 


Лемма доказана. 

Для доказательства последующего предложения — леммы о неявной 
функции — введем ряд определений. 

Определение 5. Направлением луча тол в пространстве В» назы- 
вается совокупность его направляющих косинусов. 

Определение 6. Луч 07 называется полукасательной множества Е 
в точке То, если существует последовательность точек {1.} из Е такая, 


что 1. > и направления лучей \оу, стремятся к направлению луча от. 
Определение 7. Направление луча 7,1 называется свободным для 
множества Е в точке ту, если луч Чи] не есть полукасательная для 


множества Ё. 
Определение 8. Совокупность всех полукасательных множества Е 


в точке 7 называется контингенцией множества Е в точке Ту. 
Определение 9. Мы будем говорить, что функция ] (1), опреде- 

ленная на множестве Ё, слабо дифференцируема' до порядка т в точке 7, 

если существует полином Р (чу, () степени не выше т и такой, что 


|Р (чо, 9) — 1 (|= (9 —% 1”). 
Полином Р называется слабым дифференциалом для функции ] (1). 
ЛЕММА 6 (о неявной функции). Пусть на А-множестве № производ- 
ная по х, т-кратно дифференцируемой функции ](521,..., 2в) отлична 


от нуля и Мс. (©. — множество уровня функции ]). 
Если непрерывное отображение И куба С» в куб Сь таково, что 


тхЕ {т,Е,.М > 0} >0, 


то существуют В-Ффункция © (7»,..., 2") с графиком Га: ий А-мно- 
жество №, № с Г, такие, что 
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Е 
1. ткЕ {т, Е, №> 0} >0, 
м 

2. $(1.,..., 2) т-кратно слабо дифференцируема на множестве 
‘пр. 

Доказательство. 41°. Если т_>1, то множество № можно погру- 
зить в счетную систему сегментов {т.}, в каждом из которых множе- 
ство @_, в силу теоремы Юнга о неявной функции, совпадает с графи- 
ком Г, т раз дифференцируемой функции $, (75,..., 2,). Так как 


ЕЕ М9) = УЕ {т,Еи- М.Г, > 0}, 


то хотя бы одно слагаемое в правой части имеет положительную внеш- 
нюю меру. Для определенности положим 


т, Е{т,Е„-М№-Г, > 0} >0. 


Тогда для функции о, (7.,..., Я.) выполняются, как легко видеть, все 
утверждения леммы. 
2°. Пусть т = 1. Тогда М№ = ры ‚ где в каждой точке 3, из М, 
Зы го 
д; 2 
производная 5-Е 0 и на отрезке длины —_, параллельном оси 21, с се- 
1 


рединой в точке 7, нет других точек <. (кроме \,). Покажем, что №, 
= 
является одновременно с М А-множеством. Имеем: 


№.СМ: = а . 
8 8 


ат 
$ т 

где Ты состоит из точек 1, = (20, а ), принадлежащих Л и таких, 

зи 
что один из отрезков с концами 
1 1 
1 км 0 0 и г. 
в т (а, 2 ый 


содержит, по крайней мере, одну точку уровня ©.. Очевидно, Т,, 


5т 
замкнуто на М. Следовательно, УСМ, есть ЕЁ. на №, а множество №, 


ТВ Е 
есть @5 на №. Значит, №, есть А-множество. 
$ 
Так как 


Е{т,Е,-М >0} = ЛЕт,Е..№М, >00}, 


то хотя бы одно из слагаемых правой части имеет положительную 
А-мерную меру. Для определенности, положим 


т, Е {т, Е.М, >0} >> 0. (10) 
КЙ 30 
Рассмотрим точку \, = (20,..., 20) из М, . Согласно определению 
т > о 
множества Л, , каждый отрезок 97, 7”, где 
$0 


= (2,, 2,..., м), 1=(5 


>. ‚ 2,..., 20), 
} . ” 1 
ас иа = '— — их . 
к ‚„- рациональные числа, причем [5 1, |< ы <<, не 


содержит ни одной точки множества уровня @. (кроме ть). 


9” ы 
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Если числа х и д выбраны достаточно близкими к 2, то либо 


7 (1’) < 1 (%) < 1 (т), 

либо 2 
(а) >75) > (т) 

(» зависимости от знака производной 5.) ь Пусть, для определенности, 
(1) < 1 (1) < 1 (т). 


В силу непрерывности функции (9), точку % можно погрузить в ра- 
циональный сегмент * п с основаниями т’, т”, содержащими, соответ- 
ственно, точки \’ и 71), и такой, что в точках верхнего основания с” 
функция /(1) принимает значения, ббльшие, чем }(%%), а в точках 
нижнего основания п’ — меньшие. 

Из построения следует, что каждый отрезок, соединяющий основа- 
ния сегмента т, пересекается со множеством @.. Подобное построение 


проведем для каждой точки из М,. Мы получим счетное множество 


$0 
рациональных сегментов т!, п.,.... Так как 


Е {ть Е.М, > 0} = УЕ{(т,Е.-М, -к,> 0], 


К 


то, в силу (10), одно из слагаемых правой части имеет положительную 
К-мерную меру. Для определенности положим 


т, Е {т, Е. Мл, >0} > 0. (11) 
Обозначим № = М, т,. Как следует из определения сегмента п, и мно- 


50 : 
жества М, , множество М униформно вдоль оси 2.. Определим в точках 


8° 


проекции сегмента т, в гиперплоскость 1, =0 функцию $(5.,..., 2), 
положив ф (12,..., 40) = шшх,, где минимум берется среди всевозможных 
точек (7,, 48,.-., 2) 6 ©.:=,. Графиком Г этой функции является со- 


вокупность нижних точек множества ф-т, поэтому ф является 
С * * 

В-функцией первого класса. В силу униформности №", имеет место: 

№ < Г, причем из неравенства (11) следует: 


т, Е{т, Е. № > 0} >0. (12) 


Остается показать, что $Ф(5.,..., 2) однократно слабо дифференцируема 
во всех точках проекции № в гиперплоскость 2, =0. Действительно, 


пусть 
о 20) Е пр,№. 


Тогда 
1, = [9 (28,..., 20) 20,..., 2], 


* 
в силу определения $ (7, ..., т), принадлежит №". В точках же мно 


* Сегмент п = {#,;=—< с; <} мы называем рациональным, если все й;, №; — ра- 


циональные числа. 


7 Известия АН СССР, серия математическая, №3 
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жества_ № < М контингенция уровня @. содержит не более п—1 ли- 
нейно независимых направлений. Действительно, в точках из ©., 
к которым множество <. сходится вдоль п независимых направлений, 
дифференциал функции /(1) равен нулю. 

Пусть %6 №. Из того, что Гос ф., следует, что контингенцию 
множества Г в точке и, можно погрузить в (п— 1)-мерную гиперплос- 
кость Н, которая определяется однозначно. НМ касается графика Г 
в точке чо. Она не параллельна оси 2., так как эта ось ‘является сво- 
бодным направлением для @. в точке *и. Если 


А, (2, — 20) + 4, (2, — 20) + ----+ А» (2, — 22) =0 


— уравнение гиперплоскости Н, то многочлен 


2 


2 
Ра ре 


является слабым дифференциалом функции х в точке (19,..., 40). 
Лемма доказана. 


Следствие. В силу леммы 4, из А-множества №, указанного. 


в утверждении леммы 6, можно выделить замкнутое множество Е 
такое, что 


‚т, Е {т, В.Е > 0} >0. 


Следовательно, в утверждении леммы 6 множество № можно считать 
замкнутым. 


8$ 4. О дифференцируемом продолжении функций, определенных 
и слабо дифференцируемых на А-множествах куба 


В ходе доказательства основной теоремы нам придется продолжать 
функции, определенные на А-множествах, принадлежащих кубу С», 


на весь куб с сохранением дифференцируемости. При этом важное зна- 
чение имеет понятие сильного дифференциала. 


Определение 10. Будем говорить, что функция }(“), определен- 


ная на ЕЁ, равномерно слабо дифференцируема до порядка т в точках 
множества Е, С Е по множеству Е, если она слабо дифференцируема на 
множестве Е, по множеству Е, причем для любого е>0 существует 
такое 5>>0, что, коль скоро |7’ — "|< ит’ 6Е,, ат" Е, то 


ГР") — ПО 


Определение 11. Будем говорить, что дифференциальные поли- 
номы порядка т от некоторой функции (3) согласованы между собой 
в точках множества Е, если, каковы бы ни были точка & ЕЕ, направ- 
ление {[ и последовательность точек {5:3} из множества Е, сходящаяся 
вдоль направления {[ к точке &, выполнены следующие соотношения: 


р 


#” 
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РЕ д'Р (Ел, Е.) 
У, ЕЕ Уп 
Иа зы - — в 9% Сб. 91 р (, 25) 
1 50=— о У.-1 У ” 
ОЕ. 0%. 
| где у: -Ё ее Уи == при любой системе декартовых координат 1\,..., 2, 


в которой положительное направление оси х, совпадает с направлением (. 
Е Определение 412. Будем говорить, что функция 7(1), заданная 
| на множестве. Ё, т раз сильно дифференцируема на множестве Е\, 
Е. СЕ, относительно множества Е, если она равномерно слабо диффе- 
` ренцируема на множестве Ё, относительно множества Ё и если ее диф- 
ференциальные полиномы порядка т согласованы между собой в точках 
множества Ё.. 

Роль понятия сильной дифференцируемости функций выясняет сле- 
дующая 

ТЕОРЕМА [Уитней()]. Если функция ](1) определена на замкнутом 
множестве Е, ЕС В, и т раз сильно дафференцируема на нем, то 
существует функция 7), определенная и т раз дифференцируемая во 
|всех точках В, причем в точках множества Е дифференциальные поли- 
|номы порядка т функций }(1) и 7). совпадают. 
| Дальнейшие предложения настоящего параграфа посвящены вопросу 
| выделения замкнутых. множеств, на которых функции, обладающие, 
‘вообще говоря, слабыми дифференциалами, сильно дифференцируемы. 
'Для решения этого вопроса нам понадобится 
ЛЕММА 7. Если функция }(1), определенная в кубе С», т раз равно- 
мерно слабо дифференцируема в точках замкнутого множества Е С С»ь 
по кубу С», то }(1) т раз сильно дифференцируема на этом множестве. 
| Доказательство. См. лемму`4 работы автора (?). 

ЛЕММА 8 [А. С. Кронрод и Е. М. Ландис (1)]. Для каждой трой- 
ки натуральных чисел п,г,3 существует постоянная сз такая, что, 
коль скоро полином Р (3) от п переменных без свободного члена степени 
Нне выше г имеет при члене степени $ коэффициент, модуль которого не 
меньше «, для любого положительного числа а, а<1, существует точка 


19 н Н а у 

$, для которой а > | |5 и |Р’() [> «| си». 

Следствие. Если полиномы Р, и Р‚ степени т от п переменных 
Лудовлетворяют условию 


|Р, (1) — Рз (1) |< «|9 


ри всех |1! 50, то 
Е 2 


с 


|Р; (1) — Р» (1) [< 9, (13) 


т 
п 
тит 


ричем модули коэффициентов полинома Р, —Р, не превосходят и. 


члены степени ниже т у него отсутствуют. 
Доказательство. Сначала докажем, что в полиноме Р, —Р. нет 

ленов степени, меньшей чем т. 
Действительно, пусть существует член степени г, т< т, коэффициент 
оторого по модулю равен числу В, В>>0. Тогда, по лемме, в сфериче- 
Е 


вх. 


388 А. Я. ДУБОВИЦКИЙ 


р ее 


ском слое р>4>.|Ё| > — существует точка С, в которой будет выполнено 
неравенство 
|Р; (©) — Р» (9 [2 сит» [С ТВ. 
С другой стороны, в силу условия 
| |. 9—2, © |<а |<, 
эти неравенства противоречивы для малых 4. 


Предположим теперь, что модуль хотя бы одного из коэффициентов 


полинома Р, — Р, превосходит По лемме, в сферическом слое 


ити 


Га 1 - 5 существует точка |$|, для которой будут выполнены нера- 


венства 


«|< ">> [Р: © —Р: © |> 


а 
я и. 

титит, | 
которые также противоречивы. | 


Итак, коэффициенты полинома Р, —Р., по модулю не превосходят 
= ‚ причем этот полином не содержит членов степени, меньшей чем т. 
ити \ 
Отсюда следует неравенство (13), так как число членов степени т во вся- 
ком случае не превосходит п”. 


ЛЕММА 9. Если 


= {1..(21,..:, 2} (1) 
— т раз слабо дифференцируемое на А-множестве № куба С, отображе- 
ние и 
т, Е {т,-Е,. М> 0} >0, (2) 
и 
то из № можно выделить замкнутое множество №, на котором отобра- 
жение И т раз сильно дифференцируемо, причем 


т, Е{т,Еч-№>0}>0. (3) 


Доказательство. В силу леммы 7, достаточно выделить из М. 
замкнутое множество №", на котором отображение (И равномерно слабо 
дифференцируемо до порядка т и которое бы удовлетворяло условию (3). \ 

Замечание. ‘Так как на множестве № функции и; т>.1 раз 
слабо дифференцируемы, то, какова бы ни была точка 3% 6 М, найдутся 
числа г (1) и с(\1о) такие, что 


и (7) — в (1) | < с (1%) |9 — % |, 
как только 
| -— % | < т (45). 


Обозначим через Ш (5) совокупность точек 9 из М, для каждой из 


1 
которых г (= и с(7) <$. Легко видеть, что функции и;, а следова- ‘ 
тельно, и отображение И непрерывно на каждом из 0 (5) по кубу Си: 


Так как Мс УФ($), то данное в условии леммы множество М содер- 
жится во множестве типа Ро, на котором отображение Й непрерывно. 


! — последовательность точек из р ( = 


Е у 
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Поэтому из (2), в силу следствия 4 из леммы 4, вытекает существование 
замкнутого множества М’ с М такого, что 


ть {ты №0} 50. (4) 


Приступим теперь к выделению множества №. 
Пусть 1% Е №. Так как функции и; т раз слабо дифференцируемы на 
множестве /М, то для любого => 0 существует р(е, о) такое, что 


о 


|4 (10) — и (9) |< = 9—4 


при всех # для |1 — | <Зр(е, о). 


Обозначим через (1, г, -) множество точек из М’, для которых 
коэффициенты дифференциальных полиномов порядка т по модулю не 


: 1 
превосходят [ и о(е, 1) > =. Покажем, что 


р(ь з, т) = (1+, Се, т) 


где 
ь 4 т 
се = ни —2 4. (5) 
Действительно, пусть 
{",} (6) 


1 

; т) сходящихся к точке 1о: По- 
4 к 

кажем, что \% @ Др (2 с, се, т). Прежде всего %\ЕМ№’. В каждой 

точке последовательности (6) существуют свои дифференциальные поли- 


’номы Р,(1,, 1) порядка т с коэффициентами, по модулю не превосходя- 


щими /. 
Выберем из системы полиномов равномерно сходящиеся в кубе С» 
подпоследовательности: 


Р, (1,, 1) Р; (15, 9) при $00 (1=1,...,Й). 


Очевидно 

|Р7 (чо, 7) — и, (1) |<=|%— 1 [" (7) 
А 

для |%—1|< т (=1,..., №). 


Коэффициенты предельных полиномов Р; (1,1) по модулю не пре-. 
восходят числа [. 

В точке з% существуют свои дифференциальные полиномы Р?: (\о, 7). 

По определению слабого дифференциала, 


|Р+ (до т) — ии (9) |< [4% — 1 (8) 


| для |% — 71| <р(е, %).` 


Сравним дифференциальные полиномы Р; (1, 7) (=1,..., ®) © пре- 
дельными полиномами Р; (1%, 7). 
Для этого сложим неравенства (7) и (8) внутри сферы | 1%, —7|<®, где 


® =Шш [--, 6 (<, по) . 


у 
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Мы получим: 
1Р:+— Р;|<2 (% — т)". 
В силу следствия леммы 8, имеем: 


* Не 
|Р:—Р41< 2.2. 


ттт 


[о — 9 | (9) 


для всех 7, причем коэффициенты полиномов Р: (1, 1) по модулю не пре- | 
восходят числа 


питит 
: 4 
Сложив, наконец, неравенства (9) и (7) для |1 — %|<--, получим: 
|Р; (чо, 7) — из (1) | < св |9 — % |". 
Последние неравенства доказывают соотношение (5). 


1 
Отметим, что из определения множества (ь =, г) следует: 


Ур) = м, 


причем 
РР) = В(, =) (10) 


для любых неотрицательных Г < [” при произвольном е. 

Приступим к выделению множества М". При этом мы воспользуемся 
доказанными в $ 1,2 свойствами 6-приближений у-мерной меры Хаус- 
дорфа. 

Из неравенства (4), тождества 


Пи Е {та Е, о ОИ «№ 0} 


а-о и 
и леммы 2 следует существование числа а`>0 такого, что 
ды {та Е. № а} а. 


Множество М" будем строить в виде пересечения специальным образом. 
подобранной последовательности множеств 


4 4 
2(4,-, = |. 
$) $ ’ ь 
1 1 - 
Зафиксируем последовательность чисел 5 5)... . Свяжем с ней 
возрастающую последовательность натуральных чисел (,, [5,... и выберем 


[1 так, чтобы 


ть Е [та Е.Б (1,1 . 1) аа. 


КР 


7 
Выбор такого множества Б(ь, фе +), в силу леммы 2, возможен, так 
й 


как из теоремы 1 и соотношения (10) следует: 


Е {тв Е, № > а} = Пи [ме Е.Р (1,1, т)>4}, 
к к 


у Рой 
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‚ причем допредельные множества образуют возрастающую "с ростом { по- 
| следовательность. 


Пусть все [ для $ определены. ([; определим так, чтобы 


й 


тьЕ {те Е Вт, >>. (11) 


1<8 


Возможность выбора таких чисел [, следует в силу теоремы 1, лем- 
мы 2 и соотношения (10). Введем обозначения. Положим 


р Пр(», тт), 2%=П®, 
< Е 8 


Ю” ЕЕ {та Е, О® — а}, в т [=®. 


$ 
Очевидно 
о а ЕН а 


| Каждое из множеств @®, а значит и их пересечение, в силу леммы 4, 
| измеримы (больше того, как следует из доказательства леммы 3, все 
| 6°, а значит и @®, замкнуты). Поэтому из (14) следует, что п» @ ®>0 
| и, тем более, 


трио 50: (12) 


| Пусть и — произвольная точка из @®. Тогда нЕ” для всех $. Сле- 
' довательно, 

| ар_.0®) 

| О 

| 

| для всех 5. Так как множества р® замкнуты для всех $, то, в силу 
леммы 1, 

та Е.-0®> 0 

' и, тем более, 

| т, Е, 0®->0. 


| Сравнивая последние неравенства с (12), заключаем, что 


ть Ё т, Е. 0® 0} >0, 


| ы 0 * 
| где в замкнутое подмножество №. Обозначим 2® через №” и пока- 
| жем, что на нем функции и; равномерно слабо дифференцируемы до по- 


рядка т. 
Пусть => 0 — произвольное число. Существует целое 55 такое, что 
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то для любой точки 1, © № и чЕС»„ имеет место неравенство 


[ша (7) — Ре (ь» 9) |< — о 8 — о | 
если у } 


[9 — % |< 8 = ис’ 


Следствие. Если отображение И куба Св куб Ск и А-множество М 
удовлетворяют всем условиям предыдущей леммы, то существует т раз 
дифференцируемое отображение Ц” куба С» в куб Сь, совпадающее вместе 
со своими дифференциальными . полиномами т-го порядка с отображением 
О в точках замкнутого множества №, № < №, причем 


тхЕ {ту Е,№" > 0}>0. 


Для доказательства нужно применить к данным в условии следствия 
отображению 0 и множеству М предыдущую лемму, а затем восполь- 
зоваться теоремой Уитнея. | 

ЛЕММА 10 [А. С. Кронрод и Е. М. Ландис (')]. Пусть функция 
Е(т1,...,2„) определена в кубе С, и т раз дифференцируема на нем, 
причем в точке 2,...,20_ 10 ее первые г последовательных дифференци- 
алов равны нулю. Пусть, далее, функция © (11,...,1„_—1) слабо дифферен- 
цируема т— т раз в точке 2,...,20_, и такова, что $(2,...,40_)=40. 
Тогда функция п —1 переменного Е [51,..:,$(11,...,2,—1)] будет т раз 


слабо дифференцируема в точке 12,..., 420. 


ГЛАВА 2 


В этой главе будет изучена связь между степенью гладкости отобра- 
жения и структурой его типичного уровня. 


$ 1. Основная теорема 


Настоящий параграф посвящен доказательству основной теоремы, вы- 
ясняющей закон распределения множества особых точек по уровням диф- 
ференцируемого отображения в зависимости от его гладкости. 

ТЕОРЕМА 2 (основная). Пусть ( — отображение п-мерного куба в 
Ё-мерный, задаваемое системой п — & -|- 1 —у дифференцируемых функций 


ро, 25а Пенн (1) 
Если © — особое множество отображения И, то 


ткЕ {т,Е.О`> 0} =0. 


Доказательство. Доказательство будем вести от противного ин- 
дукцией по числу измерений куба С„. Для п=1 теорема доказывается 


в элементарном курсе теории функций действительного переменного не- 
посредственным применением теоремы Витали. 

Предположим, что теорема верна для дифференцируемых отображений 
куба С» в куб Ск при любом т<п, и существует п—#-Р1— раз 
дифференцируемое отображение куба С„ в куб Сь, для которого утвер- 
яжхдение теоремы не верно, т. е. 


тьЕ {т, Е. 9 > 0} >0. | 2. 


Предварительно проведем следующую классификацию точек множест- 


= 
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ва О: ко множеству ©, отнесем те точки из О, в каждой из которых 
один из первых дифференциалов функций (1) отличен от нуля; ко мно- 
жеству О, отнесем те точки из О —О,;, в каждой из которых по край- 
ней мере один из дифференциалов порядка г, г5п—А-1-— у, какой- 
либо функции системы (1) отличен от нуля; все остальные точки О от- 
несем ко множеству О;. Как легко видеть, множества (©, 0,, О, являют- 
ся В-множествами. 
Приведем последовательно к противоречию каждое из неравенств 


тьЕ {т, Е.О, > 0} > 0, | (3) 
тхЕ {т, Е, О, > 0} >, (4) 
т»Е {т, Е. . 0, > 0} >0, (5) 


откуда немедленно будет вытекать невозможность неравенства (2), а зна- 
чит, и справедливость ‘теоремы. 

Расчленим доказательство на три пункта. В первых двух пунктах, в ко- 
торых приводятся к противоречию неравенства (3) и (4), отображение И 
рассматривается в точках выбранной надлежащим образом (п — 1)-мерной 
гиперповерхности. За такую гиперповерхность ‘в первом пункте мы при- 
мем уровень одной из функций, задающих отображение (именно той 
функции, первый дифференциал которой на О, отличен от нуля). Во вто- 
ром пункте за такую гиперповерхность мы примем нулевой уровень по- 
следней, равной нулю на О, производной одной из функций системы (1). 
Это позволит нам перейти от отображения п-мерного куба в А-мерный 
к отображению (п — 1)-мерного куба в А-мерный с сохранением диффе- 
ренцируемости. При этом невыполнение утверждения теоремы для исход- 
ного отображения приведет к невыполнению утверждения ее и для полу- 
ченного. Последнее же, в силу предположения индукции, невозможно. 

Чтобы завершить доказательство теоремы, достаточно будет показать 
противоречивость неравенства (5). Это проводится в п. 3° непосредственной 
оценкой меры множества ЕЁ {т, Е,-Оз > 0}. 

кра 


1°. Приступим к доказательству противоречивости неравенства (3). 
Мы имеем: 


о, = У ов, 
ди; 
где в точках О;; производная -_ 0. Так как 
: = 
Е {т,Е„.0, > 0} = УЕ {т, Е.О; > 0}, 
м и 
то по крайней мере одно из слагаемых правой части имеет положитель- 


ную А-мерную меру. Пусть, .для определенности, 


ть Е {т,Е, О, >.0} >0. (6) 
% 
Так как О: является В-множеством, то, в силу леммы 4, Е {т, Ен О: 0} 
З К 


измеримо. Применяя к этому множеству теорему Фубини, заключаем, 
что в кубе Сь существует гиперплоскость Н (и; =) такая, что 


ть П.Е {т,Еи. О > 0} > 0. 
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Если обозначить &-уровень функции и, через @,, то имеет место. равен- 
о 
ство: 


ПН. т, ВОт — 0} = Е {т, Е, 91-60}, 


откуда 


ты {т,Е- Ол: ©. = 0} ‚0: (7) 


Рассмотрим теперь отображение ( только в точках уровня ©, 

Так как на 0. -©,, производная по 2, функции и, отлична от нуля, 
то, в силу леммы 6, существует функция 9(51.,..., 2») с графиком Г, 
Г со, слабо дифференцируемая до (п Ё-1 — у)-го порядка на 
пр». 0”, где ©" — замкнутое множество, содержащееся в ©, Ол, и такое, 
что 


тк В {т, Е.О” > 0} > 0. (8) 
Следовательно, отображение 


Й = ионы да оны (9) 


куба С, =прхС» в куб С, = Ск-Н слабо дифференцируемо п ^&--1—у 
раз на пр». О". 


Заметим, далее, что каждое множество уровня Ё, отображения.( | 


представляет собой проекцию пересечения соответствующего множества 


уровня Ё„ отображения И. с графиком Г в грань 2, =0 и поэтому, 
в силу леммы 5, неравенства 


ту Ё, пр». ©0* > Оита 9 


выполняются одновременно. Поэтому из (8) следует: 


ть: Е {т, Ё, пр. О" >> 0} > 0. (10) 


Легко видеть, что первые дифференциалы функций (9) линейно зависимы 
в точках пр». О". 

Этот факт, вместе с соотношением (10), приводит нас к противоречию 
с предположением индукции, так как, применяя к отображению Й и 
множеству пр»О” следствие леммы 9, мы придем к п А+ 1— раз 
дифференцируемому отображению И“ куба С„_ в куб Сь_1, совпадаю- 
щему с отображением Й в точках ©”, О" с пр. О”, вместе с диереьа 
циальными полиномами порядка п— А -- 1—у, причем 


ти „Е (т, Ё, 0“ > 0} >0, 


что невозможно, так как ©", очевидно, является особым множеством для 
отображения И" 


Итак, невозможность неравенства (3) доказана. 
27. Приведем теперь к противоречию неравенство (4). Мы имеем: 


2-Х би 


Чита, + 


| 


й 


м 
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где на множестве 0;,,„,,..„„ производная 


[3 = 0, 


2 ... т 
А 9%. 9%, 


т 
д9'и; 


в то время как все производные более низких порядков функций (1) 
равны нулю. Поэтому из (4) следует, что одно из множеств 


Е {т,Е и . аа > 0} 
14 


имеет положительную А-мерную меру. Пусть, например, 
ткЕ тЕ О ти... м 0} РР. 0 (11) 


и «, >1. Введем функцию 
ОИ 


1—1 ... т 
9%. 07, 


м 
Если обозначить ее нулевое множество уровня через ©» ТО От > 


В: 
ЕК. 


Так как нулевое множество уровня функции Фх содержит В-множество 
От... В точках которого 5 ых == 0, причем имеет место неравенство 


1 9, применяя к и О, В-множеству О ,и,...„, и функции 
Ф лемму 6 о неявной функции, заключаем, что существуют В-функция 


$ (25, ..., 2) © графиком Г, ГС Ф,, и замкнутое множество ©^, 0* с 
С О ка,,....а„› Такие, что 
тк Е {т, Е, О" > 0} >0, (12) 
4 
причем функция Ф(х.,..., Х„) на множестве пр».0“ слабо дифференцируе- 


ма до порядка п & +1 — у— (7—1). 
Тогда отображение 
а ое ил, (13) 


в силу леммы 10, п-Е-- 1—9 раз слабо дифференцируемо на пр„.О", 
причем дифференциалы (г— 1)-го (г—1-=20) порядка функций (13) в 
точках пр». ” равны нулю. 

Заметим, далее, что каждое множество уровня т отображения й 
представляет собой проекцию пересечения` Г.Ё„ в грань 2, = 0. Следо- 
вательно, в силу леммы 9, неравенства 


т, Е, "> 0 и пе: пр. Я” 6 
выполняются одновременно. Поэтому из (13) следует: 


ткЕ {т, Ё.- пр» О“ > 0} >> 0. (14) 


Последнее соотношение ведет к противоречию, так как, применяя к 
отображению Й следствие леммы 9, мы приходим кп + 1— у раз 
дифференцируемому отображению И* куба С„— в куб Сь, совпадающему 
с Ив точках множества ©** с пр».О* вместе с дифференциалами порядка 
п А -1 — у, причем 

т» Е {т, Ви. 9 > 0} > 0, 
К 
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что невозможно, так как О” является особым множеством для отобра- = 
* У 
жения (”. 
Противоречивость неравенства (4) доказана. 
3°. Покажем, наконец, что неравенство 


ть Е {т,Е,-О,; >0} > 0 


невозможно. 

Доказательство проведем от противного непосредственной оценкой 
меры специальным образом выделенных подмножеств множества 
Е{т,Е,.О. >> 0}. 
ый 

Пусть 

Я 
м 


Е {т,Е,.О, >0} есть предел возрастающей последовательности множеств, 
К 


Е т, в.0, >51. В силу леммы 2, найдется р такое, что 
и 


ть Е {т,Е.- 0, >} а. 


Рассмотрим точку 16 0.. Для любого е>0 существует число р(з, 1) 
такое, что диаметр образа любого куба с ребром г, содержащего точку 
т, не превосходит =.г”"-*+1—°, как только г< р (з, 7). Совокупность точек 
из множества О., для каждой из которых р(з, 7) > г, обозначим через 
О,.. Из определения О,. следует, что 
ОО, 
т-0 
причем допредельные множества образуют возрастающую последователь- 
ность. Следовательно, в силу леммы 2, 
Ге) 1 . = С 1 
Е{т, Ец: 5 = И Я т, Ви 9. > — . 


4 тои 


Отсюда, в силу леммы 2 и определения 5 приближений меры Хаусдорфа, 
вытекает существование такого положительного числа гу, что 


ть Е [т Е... >] > 


4 
для любого г, г < то. 
Во всех приведенных рассуждениях числа р и 4 от е не зависят. 
Зафиксируем числа го, р, 4 и рассмотрим подразделение А куба С 


на п” равных кубов, где т выбирается из условия о. 
Обозначим множество ЕЁ [тУЕ,- р „| через’. Пусть в бб. 
7. 


Оценим снизу число кубов подразделения А, каждый из которых содер- 
жит, по крайней мере, по одной точке из множества ЕО, »... Пусть 
кубы п,,..., п. из А образуют покрытие множества Е„- О... Так как 
диаметры кубов этого покрытия не превосходят го и 


ь Л 
туЕь- О № р’ 


г 
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то 
1 К 
д.—>-. 
т > Р 
Отсюда следует, что Е 
т» 
х —- р о (15) 


Если обозначить систему кубов, содержащую множество Ен О, 
через 5, то, очевидно, диаметр множества и (5,) не превосходит 


25 
т”-К+1-— де (16) 


Каждой точке и @ отнесем систему кубов 5,, содержащую множество 
Е,О,,. Цве системы кубов 5 и 5 мы будем называть пересекающи- 
мися, если они содержат по крайней мере один общий куб подразделе- 
ния А. Возьмем произвольную систему кубов 6, и присоединим к ней 
кубы всех пересекающихся с ней систем. Полученное семейство кубов 
обозначим через На,. Возьмем, далее, систему 5,, не пересекающуюся с 
$5... Выделим соответствующее этой системе семейство Ни,, состоящее 
из кубов, принадлежащих всем системам, пересекающимся с 5.,, и т. д. 
В результате получим семейства 


Но Ниле НЫ Е 
Так как каждое из построенных семейств Н„, содержит по сооответству- 
ющей ему системе кубов 65.,, причем системы, соответствующие разным 
и., не пересекаются, то различных семейств существует не больше, чем 


непересекающихся систем. 
У 


т 
В силу (15), каждая система 6., содержит не менее чем а кубов. 
Следовательно, из кубов подразделения А можно выделить не более чем 


У 
т". 


= т”"—.р различных семейств. 

Оценим диаметр множества ИП (Ни). Пусть и’ и и" 60 (Ни,). Тогда 
найдутся две системы кубов, 5+ и би», пересекающиеся с системой 5.,, 
соответствующей семейству Н.,, и такие, что и(5.,.)Э и’, а и (би»*) Э и". 
В силу неравенства (16), имеем: 


| и’ рр = НЫ й 


Зиеиа ив 


> т” 


| —и 


Раз системы би* и 5, пересекаются, то отсюда следует, что в одном из 
кубов подразделения А содержатся как точки множества Еи.О,„, так и 
точки множества Е„-.О,.. Следовательно, в силу определения ©, 


получим: 


и“ — и; = Е 


(18) 


и, аналогично, | : 


и" — и: | Е ре тт = ы 
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Сложив неравенства (17) и (18), найдем: ` 


бе 
=. 


Следовательно, диаметр множества И(Ни,) не превосходит числа 
бе 


И У 


и, значит, 


6®=^ 
ть С (Ны,) < корь. 


По ранее доказанному, различных семейств существует не больше, 
чем т”-*.р. Поэтому 


6 тт—У „5 


тк0 (> Нь,) < р Е < е-р.6“. 
Но множество 


Е [тЕ.. 0, — т 


Ка 


содержится во множестве (>На); следовательно, 
у $ 


ат Е[тУЕ:.0,.> 5 в: р. б*. 


В силу произвольности з, последнее неравенство невозможно. Таким 
образом, 
ткЕ {т, Е.О; > 0} =0. 
м 


Теорема доказана. 


$ 2. Пример, показывающий невозможность сслабления 
предпосылок теоремы 


В этом параграфе для заданных натуральных чисел п, Ёи у», 
п Е —у>1, будет построено п—— у раз дифференцируемое отобра- 
жжение 0 куба С» в куб Су такое, что 


Е {т Е.-0„> 0} ИО 


где О — особое множество отображения 0. 

При построении примера мы воспользуемся известным примером 
Д. Е. Меньшова, показывающим, что при любом натуральном т суще- 
ствует т —1 раз дифференцируемая функция т переменных, содержа- 
щая на каждом своем уровне нули дифференциала. 

Так как пример такой функции представляет собой и самостоятель- 
ный интерес, то ниже мы приведем ее конструкцию. 

1°. Пример т—1 раз дифференцируемой функции т 
переменных, содержащей нули дифференциала на каж- 


дом своем уровне. Нужную функцию будем строить следующим 
образом: | 5 


: ыы 
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В кубе Си проведем жорданову кривую Г, содержащую совершенное, 
всюду разрывное множество положительного 7т-мерного объема. Обозна- 
чим начальную точку этой кривой буквой О. Введем функцию точки 
кривой Г, положив для 7 6 /, 


Фи (1) = т„От, 


где От — отрезок кривой Г, заключенный между точками О ит. При 
надлежащем выборе кривой Г, функция Ф»„(1) будет т—1 раз сильно 
дифференцируема в точках множества Р, причем все ее дифференциалы 
до (т — 1)-го порядка в точках множества Р равны нулю. Распространив, 
согласно. теореме Уитнея, функцию Фи (1) с сохранением дифференцируе- 
мости на весь куб С„, мы получим нужную функцию. 


Предварительные замечания. Пусть = а < 5 


т-мерный куб -с центром в точке 2,..., х,. Совокупность точек куба 
ь г 5% а 
п, у которых 1-я координата х; удовлетворяет неравенству |121 —2:| < 2, 
мы будем называть полосой ширины а. Всего в кубе < содержится т. 
различных полос данной ширины. т-мерный объем каждой полосы, 
очевидно, равен а.4”-—1. Если удалить из куба все т полос ширины а, 


то в результате образуется 2” т-мерных куба с ребрами, равными 
а—а 
2 


Обозначим полученную систему кубов буквой А. 


Интервалы, содержащиеся в удаленных полосах куба т и соединяющие 
вершины различных кубов системы А, называются соединительными 
интервалами. 

Пусть л’и п” — два произвольных куба рассматриваемой системы А. 
Покажем, что, присоединяя к системе А соответствующим образом: 
выбранные соединительные интервалы, можно получить континуум 5, 
обладающий следующими свойствами: 

1) к кубам . м’ и п” примыкает только по одному соединительному 
интервалу; 

2) ко всем ‘остальным кубам системы А примыкает по два соедини- 
тельных интервала; 

3) соединительные интервалы попарно не пересекаются и не имеют 
общих концов. 

Континуум 65, обладающий перечисленными свойствами, мы будем 
называть цепочкой. 

Покажем, что из возможности проведения цепочек в кубах С: раз- 
мерности 1< т следует возможность их проведения в кубах размер- 
ности т. 

Действительно, пусть кубы л’и я” содержатся в системе А. Граница 
куба х содержит две параллельные грани Н’и И", "с а. ее 
Система А распадается на две подсистемы А’и А” по Я ря В 
каждой, А’ состоит из кубов, в - с Н’, а А” состоит из 
кубов, Е С Но ‚Выделим два куба: п” и. п", г В д Е 
так, чтобы п” = т’, ат" . В грани Я’ и цепочку через грани 
кубов А’с концами в аа мерных кубах п’.Н’и т'Н’. Аналогично, 
в грани НМ” проведем цепочку через грани кубов А” с концами в (т—1)- 
‚ мерных кубах п”’.Н” и ='Н”. 
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Приведенные рассуждения показывают, что системы А’и А” могут 
быть дополнены до цепочек 5’ и 5”, концами которых служат, соответ- 
ственно, кубы п’и п", п’ и г"". Соединив две из оставшихся свободными 
вершины кубов п”и п”' соединительным интервалом, мы получим цепочку 
$ с концами п’ и т". 

Так как при т=1 построение цепочки всегда возможно, то приве- 
денные рассуждения доказывают возможность ее проведения в кубах 
любой размерности. 

Построение кривой Ё и совершенного множества Р мы будем осуще- 
ствлять при помощи счетной последовательности операций О;, О,, .... 

Операция О, состоит в том, что мы удаляем из единичного куба Ст 
все т полос ширины а, ге а<\1, и дополняем оставшиеся кубы до 
цепочки, началом которой служит куб, содержащий вершину с коорди- 
натами (0, 0, 0,..., 0), а концом — куб, содержащий вершину с координа- 
тами (1, 1,..., 1). Полученную цепочку обозначим через Г.. 

Операция О, состоит в том, что мы проводим в каждом кубе цепочки 
[; операцию О,;, причем удаляются полосы ширины т, ге о 
соединительные интервалы проводятся так, чтобы все полученные кубы 
были связаны в цепочку. Полученную цепочку обозначим через Г... 

Вообще, пусть при помощи операции О, выделена цепочка Г,. Тогда 
операция О... будет состоять в проведении операции О; в каждом из 


а 
кубов цепочки Г, с удалением в этих кубах полос ширины = И соедине- 


нии полученных кубов в цепочку, которую мы будем обозначать через 


вт. 

Продолжив указанный процесс неограниченно, мы получим последо- 
вательность цепочек Г. 2 1[52.... Их пересечение будет жордановой 
кривой с концами в точках (0, 0, 0,..., 0) и (1,1, 1,..., 1). Обозначим 


эту кривую через Г. Кривая будет иметь положительный т-мерный 
объем, если сумма мер удаленных полос не превосходит 1. 

Операция О, удаляет из куба С„ множество, т-мерная мера которого 
меньше т-а. 

Операция О, удаляет из цепочки Г, множество, т-мерная мера 
а 
р . 
И, вообще, операция 0О,., удаляет из цепочки С, множество, т-мерная 


которого меньше 2т 


а 
мера которого меньше 2 а Следовательно, 


ти, > 1 — (т-а + та т + та (1) +...) =1 — —^, : 


Значит, если а и [ таковы, что 


1 жь та | (1) 


то кривая Г, имеет положительную меру. 
Сумму всех соединительных интервалов кривой Г, обозначим через С. 
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Так как т„С =0, то 


Определим на Г, функцию Фи (\), положив для Ч 6 Г, 


Ф„ (9) Е т. т, 
где От — дуга кривой [, с концами О и \. 
Найдем, при каких значениях ‚параметров аи { функция Фи (1) 
будет т —1 раз сильно дифференцируема на множестве Р = [.— С. 
Пусть 4 и \’ЕР. Рассмотрим последнюю цепочку [,, один из кубов 


ха — 
которой содержит как 9, так и 77’. Этот куб содержит 77’. Следова- 
тельно, 


|Ф„ (9 —Ф„ (1) |< 5. (2) 


После проведения операции О.., точки 7 и *’ попадут в разные кубы 
цепочки Г.,:. Значит |1—7/’| не меньше, чем ширина удаляемой при 
операции О,;, полосы, т. е. 


ЕЕ . (3) 
Сравнивая (2) и (3), получаем: 


[Фи ("< 


`а 18, 


<= (7=) сына 


а 


Отсюда вытекает, что отношение 
Фи (7) — Фи (т’) 
О аа 
т 


от 
1>>2. Следовательно; параметр { должен удовлетворять неравенству: 


стремится к нулю при |1 —\7'|-0, если <1. Но, по условию, 


т 


2<1<2т—. 


Подобрав [, удовлетворяющее последнему неравенству, из условия (1), 
находим а: 


Определенная такими значениями а и 1 функция Ф»„ (1), как легко ви- 

деть, и — 1 раз сильно дифференцируема на Р, причем ее дифферен- 

циальные полиномы (т — 1)-го порядка на Р обращаются в вуль. 

Так как Ф»„ (71) принимает на Р все промежуточные значения между 
нулем и т„Г, то, используя теорему Уитнея, мы можем распространить 

функцию Ф„ (1) т—1 раз дифференцируемым образом на весь куб См, 

получив в результате искомую функцию. 


8 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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о ЗДбдшШЙ—6——6 666 дд 


Для удобства введем новую функцию: 
1 
4 (П).= ит, Ф® (0. 


20. Пример р Зе раз дифференцируемого отобра- 
жения 0 куба Си вкуб Сь, для которого Е {т,Е„О`> 0} =Сь. 
\ 


Пусть п, Ё и у— произвольные натуральные числа (п —& —у>>0). 
Отображение 0 куба С» в куб Сь, для которого 


Е{т,Е, 9 > 0} =Сь, 


можно задать следующей системой функций: 


и (21, АО Фи—к-1—› я © э5н 2%) = Фальк (=, ео а 

и (тт, у Фик + и) = Фи-—к-2, 

(О: а ны. ен. 
Пусть ибСь, и == (и1,..., ик), В силу определения функции Фики», 
в кубе С„_к-._, существует точка (51,..., 2и—к-41—›), В которой 


аи: = афи—к+1— =0 


фи к+а+у (т, 5.) 41») — И1. 
Как легко видеть, множество уровня - содержит все точки вида 


(=, М ие Фик, ++), Фи Ка) 2, +.) ик), 
где координаты ик, :.., Фи_ка Могут принимать независимо друг 
от друга все значения между нулем и единицей. 

В каждой такой точке дифференциал функции и, =ф„_к!:_, равен 
нулю и, следовательно, матрица Якоби отображения И вырождается. 
Значит, для каждой точки и С, множество уровня Ве содержит еди- 
ничный у-мерный куб пространства и—к41—у41,..., Фик, СОСТОЯЩИЙ 
целиком из особых точек отображения (И. 

Таким образом, т, Е. @>.1 для каждой точки и ЕС, и, тем более, 


Е {т, Е.О > 0} =С,. 


$ 3. Структура уровней дифференцируемых отображений 
91-мерного куба С„ в ХК-мерный куб С, 


Приступим к выяснению топологической и дифференциальной струк- 
туры типичного множества уровня дифференцируемого отображения. 
Среди предложений, посвященных этому вопросу, центральное место 
занимают теоремы 3 и 4, определяющие условия, при которых типичное _ 
множество. уровня будет состоять из конечного числа многообразий такой 
же гладкости, как и функции; задающие отображение. 


и. : 
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ТЕОРЕМА 3. Пусть И — отображение п-мерного куба Си в К-мерный 
куб Ск, задаваемое системой п^Е-+ 1 раз дифференцируемых функций 
и; (11,:.., 2). Если О — особое множество отображения (, то 
ТЕ и (0) = 0. ` 

Доказательство. В силу основной теоремы, 0-мерная мера (число 
особых точек) множества особых точек, содержащихся на типичном уровне 
п—А--1 раз дифференцируемого отображения Си в С,, равна нулю, 
а это и доказывает теорему. 

Замечание. Пусть Й — т(т>>1) раз дифференцируемое отображе- 
ние Сив Сх. Пусть, далее, в точках множества уровня Ё„, иЕСь, мат- 
рица Якоби отображения И не вырождается. Тогда множество уровня Е» 
состоит из конечного числа т раз дифференцируемых (п — #)-мерных 
многообразий без края, не выходящих на границу куба С», и некоторого 
мвожества компонент, выходящих на границу куба С». 

Доказательство. Предположим противное. Пусть множество 
уровня Е„ содержит бесконечное множество компонент, не выходящих 
на границу куба Си. 

Распространим отображение Й т раз дифференцируемым образом на 
все А„. Компоненты множества уровня Ё„, содержащиеся внутри куба Си, 
останутся при этом без изменения. В силу компактности куба С», в нем 
найдется точка ти, в любой окрестности которой содержатся точки бес- 
конечного числа компонент рассматриваемого множества уровня. Послед- 
нее, однако, невозможно, так как точка \,, будучи предельной для Ёи, 
ему и принадлежит и, следовательно, матрица Якоби в точке у не 
вырождается. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть И— п +1 раз дифференцируемое отобра- 
жение п-мерного куба С» в К-мерный куб Сь. Тогда типичное множество 
уровня его ссстоит из конечного числа компонент, являющихся п— ® 1 
раз дифференцируемыми многообразиями. Компоненты, не выходящие‘ на 
границу С„; представляют собой п — К-мерные многообразия без края. 

Доказательство. Покажем прежде всего, что при п = А почти 
для всех точек и, и Сь, множество Е’ состоит из конечного числа точек. 

Действительно, пусть для некоторой точки и множество Е не содер- 
жит особых точек отображения и, `в то время как Ё„ бесконечно. Вы- 


берем сходящуюся вдоль некоторого паправления 1 последовательность 
ди 


: - й 
точек 7; из Е. Пусть 1. —>7. Тогда © Е. Очевидно, т —=0 для лю- 
бого г, т. е. 

ди. ди; 
# ® 4 
—_ оо Е 1 
Ут дат == -Е 0, 0, ( ) 
где у,,..., У, — направляющие косинусы направления [. В силу (И 
матрица Якоби в точке *, вырождается. Полученное противоречие и до- 
казывает нашу теорему. 

Покажем теперь в общем случае, что для почти всех и ЕС, множе- 
ство уровня Ё„ состоит из конечного числа компонент. Доказывать будем 
методом индукции по числу п. 

Пусть первым значением и, для которого теорема не верна, является 


по, Т. е. существует пи —Ё-- 1 раз дифференцируемое ‘отображение С", 
Э- 
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в С», для которого тк @ >0, где ф состоит из точек С,, для каждой 
из которых множество уровня Е, состоит из бесконечного множества 
компонент. В силу теоремы 3, можно считать, что множества уровня Е, 
для точек и из @ не содержат особых точек отображения 0. 

Пусть и ©. Так как п А--1`>1 и множество уровня Ви не со- 
держит особых точек отображения И, то, в силу приведенного выше 
замечания, ЕЁ, состоит`из конечного числа компонент, не выходящих на 
границу С», и бесконечного множества компонент, пересекающихся 
< гравицей С». Так как вся граница куба С„, состоит из 2по граней, то 
по крайней мере одна из них, С»„,_1, содержит точки бесконечного мно- 
жества компонент каждого множества уровня Е„, где и ф’и тб’ > 0. 
Рассматривая наше отображение только в точках (п, — 1)-мерного . куба 
С„.—» получим противоречие с предположением индукции. 

Теорема доказана. 

Как следует из примера, приведенного в $ 2 гл. 2, предпосылки 
теорем 3 и 4 не могут быть ослаблены. 

Приведем ряд теорем, характеризующих топологическую структуру 
типичного множества уровня дифференцируемого отображения. 

ТЕОРЕМА 5. Типичное множество уровня п — № раз дифференцируе- 
мого отображения п-мерного куба С» в К-мерный куб Сь состоит из 
локально связных компонент. 


Прежде чем доказывать теорему, сделаем одно предварительное за- 
мечание. 

Как известно, точка %, принадлежащая континууму. [,, является точ- 
кой локальной несвязности, если существует последовательность точек 
тд, 72... из С такая, что 1.->1, в то время как нижняя грань диа- 
метров связных подмножеств Г, содержащих точки 1 и 7., превосходит 
некоторое фиксированное число 8 [см. (?)]. 

Покажем, что пересечение границы каждой окрестности О, точки 9 
диаметра, меньшего =, с континуумом /. состоит из бесконечного мно- 
жества компонент. Действительно, обозначим через [^ компоненту мно- 
жества Г,.О„, содержащую %7;; [/^ содержит точку 71. Так как Г/ не со- 
держит точки *, то найдется точка 7», не принадлежащая [.,, и, следова- 
тельно, | 


ЕЕ 


Ё - 
Так как 7 не принадлежит континууму /,", то найдется точка чл., не 
. : 
принадлежащая ни Г/, ни [4”. 


Обозначим континуум, содержащий чд., 
к 
через Г,/*. Тогда 


Е Л а 


Продолжая указанный процесс неограниченно, получим бесконечное 
множество компонент О.Г, без общих точек. Так как каждая из этих 
компонент имеет непустое пересечение с О„— О, (в силу теоремы Яни- 
шевского (7)), то утверждение доказано. 


Доказательство теоремы. Доказательство будем проводить 
от противного. Пусть при отображении й-мерного куба С» в К-мерный 
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куб Ск каждое множество уровня Ё,, где и Н, содержит по крайней 
мере одну локально несвязную компоненту, причем т»„Н`>0. Рассмот- 
рим локально несвязную компоненту. множества уровня ЁЕ„, иЕН. Вы- 
делим на компоненте Ё точку локальной несвязности и обозначим ее 
через 9. Точку у можно заключить в открытый куб т с рациональными 
координатами столь малого диаметра, что пересечение его границы с 
континуумом [, состоит из бесконечного множества компонент. Так как 
граница куба т состоит из 2п граней, то по крайней мере одна из них 
пересекается с Г, по бесконечному множеству компонент. Выделим одну 
грань, обладающую этим свойством, и обозначим ее через х’. Будем 
говорить, что грань п’ соответствует точке 7. Подобное построение про- 
ведем для каждой точки и, принадлежащей множеству Н. Так как 
выделенных граней не больше счетного множества, то найдется по край- 
ней мере одна грань я’, которая будет соответствовать всем точкам 
ЕП“ отьы 0: 

Рассмотрим отображение И только в точках (п — 1)-мерного куба гп’. 
Оно представляет собой (п—1) —#-1 раз дифференцируемое отобра- 
жение (п— 1)-мерного куба п’ в Ё-мерный куб Сь и, следовательно, 
удовлетворяет всем условиям теоремы 4. Однако множества уровня Е, 
рассматриваемого отображения для и Н” состоят ‘из бесконечного мно- 
жества компонент. Последнее ведет к противоречию, так как тьН“*>> 0. 
Полученное противоречие доказывает теорему. 

Заметим, что теорема не может быть усилена. Можно построить 
п——1 раз дифференцируемое отображение п-мерного куба С» в к-мер- 
ный куб С,, каждое множество уровня которого содержит локально 
несвязную компоненту. Построение можно провести по схеме предыдущего 
примера. 

Как известно [см. (1)], для любого т`”>2 существует т— 2 раза 
дифференцируемая функция т переменных, Ст (1,...,Жт), каждое мно- 
жество уровня которой содержит локально несвязную ‘компоненту. 

Отображение И построим следующим образом: 


а, соб, 
Ио (2, он Фи) би) — Фик, 
В (Мета а ео а) == За. 
Пусть ибСь, П = (и,..., ик). Множество уровня ф„ Функции 


[ии = и: содержит локально несвязный континуум Г... Множество 
точек (51,..., Фик и, те 6 Г» представляет 
собой локально несвязный континуум, лежащий на множестве уровня Ё„ 
построенного нами отображения. Очевидно, этот континуум является 
компонентой множества Е. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть И представляет собой п 1 —у раз диф- 
ференцируемое отображение п-мерного куба в К-мерный куб. Обозначим 
через Ги пересечение множества особых точек отображения П с множе- 
ством уровня Ен. Тогда 

тх Е {ап Г, >у—1} = 0. 
Ка 
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Доказательство. Для доказательства заметим, что из равенства 
т,А = 0 следует Чт А < у—1. 
Так как, в силу основной теоремы, 


тьЕ {туГи > 0} = 0, 


тои 
тьЕ {Ч Г, >У— 1} = 0. 


Последнее равенство доказывает теорему. Как показывает пример, при- 
веденный в $ 2 гл. 2, эта теорема также не может быть усилена. 
Из топологии известно [см. (8)], что если О есть непрерывное отобра- 
жение и-мерного куба С» в А-мерный куб С», то множество Е {па Ё, > 
м 


>п— } всюду плотно на образе куба С„. Никаких ограничений сверху 
на размерность множеств уровня непрерывного отображения не суще- 
ствует. 

Действительно, пусть Ё (%:,..., 2») — произвольная непрерывная функ- 
ция и переменных, отличная от константы. Покажем, что все ее мно- 
жества уровня, исключая не более двух, имеют размерность, не мень- 
шую п— 1. 

Предположим противное. Пусть множества уровня Ёь, Е» и Е» имеют 
размерность, меньшую п—1. Положим Г«И<!”. Пусть 1’ 6 Еь, а 
1”Е Е. Тогда любой континуум, содержащий эти точки, пересекается 
с Ё», так как непрерывная функция на связном замкнутом множестве 
принимает все промежуточные значения. Следовательно, множество Ё,» 
разделяет точки 7’ и 1”. Это ведет к противоречию, так как замкнутое 
множество размерности, меньшей п—1, не может разделять куба Сы. 
Значит, все уровни любой непрерывной функции, исключая не ‘более 
двух, имеют размерность, не меньшую п — 1. 

Пусть А — отрезок значений, принимаемых функцией РЁ на кубе С». 
Определим на нем А непрерывных функций, задающих кривую Пеано, 
проходящую через все точки куба С». Функции 


и: [Е (1)]7 и» [Е (9)... ик [Е (7) 


и задают нам нужное отображение. 

Для дифференцируемых отображений имеет место более жесткая ха- 
рактеристика размерности типичного множества уровня. 

ТЕОРЕМА 7. Типичное множество уровня дифференцируемого ото- 
бражения Си в Сь имеет размерность, не превосходящую п — К. 

Доказательство. Доказательство проведем от противного индук- 
цией по числу измерений куба С. При п =А и, в частности, при п=1 
утверждение теоремы выполняется в силу теоремы 4. 

Пусть первое значение и, при котором теорема не верна, есть пу. 
Это значит, что существует дифференцируемое отображение п.-мерного 
куба С», в К-мерный куб С» такое, что 


тьЕ {91 Е, >пт—} > 0. 
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Обозначим множество Е {11 Е, >т—й#} через Ф и рассмотрим 


множество уровня Е.., и ©. Так как 
911 Е; > п, — К, 


то найдется точка ЧЕЕ,, в которой множество Е_ имеет размерность, 
ббльшую п, —. Точку \ можно заключить в открытый куб т с рацио- 
нальными координатами такой, что 


Я Е. (п — =) >т——1. 


Граница куба т состоит из 2п, граней. Следовательно, можно выделить 
одну из них, например т’, которая обладает тем свойством, что 
Чи =’. Е > т —А—1. 
Будем говорить, что грань п’ соответствует точке и. Проведем аналогич- 
ное построение для каждой точки множества @. Так как при этом вы- 
делится лишь счетное множество граней, то среди них найдется по 
м ‹ 
крайней мере одна грань п”, которая соответствует всем точкам и, ибо", 
и т" > 0. 
Рассмотрим исходное отображение только в точках (п — 1)-мерного 
куба т”. Если обозначить множество уровня полученного отображения 
. * 
через Ё„, то 
} . = ы 
Е {Ч Е, >т—— 156. 
\ 


Следовательно, 


тьВ а Ви > АО 


что противоречит предположению индукции. 
Теорема доказана. 


$ 4. О множествах уровня функций многих переменных 


Применим построенную нами теорию для исследования типичных 
множеств уровня дифференцируемых функций многих переменных. 

Так как действительную функцию многих переменных, определенную 
в С», можно рассматривать как отображение п-мерного куба в одно- 
мерный, то, полагая в соответствующих предложениях предыдущих 
разделов А =1, получим следующие утверждения. 

ТЕОРЕМА 8. у-мерная мера множества особых точек, расположенных 
на типичном множестве уровня п — у раз дифференцируемой функции п 
переменных, равна нулю. 

Полагая в примере, приведенном в$ 2 гл. 2, й =1, можно получить 
п—у—1 раз дифференцируемую функцию п переменных, содержащую 
на каждом своем уровне множество особых точек положительной у-мер- 
ной меры. Так как все множества уровня дифференцируемой функции п 
переменных имеют размерность п— 1 (исключая, быть может, счетное 
число их), то из теоремы 8 вытекает, что почти во всех точках (в смысле 
(п — 1)-мерной меры) типичного множества уровня дифференциал ее от- 
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личон от нуля. Для п=2 теорема 8 доказана в работе А. С. Крон- 
рода (з). 

ТЕОРЕМА 9. Размерность множества особых точек п— у раз диф- 
ференцируемой функции п переменных, расположенных на ве типичном 
множестве уровня, не превосходит у— 1. 

Следующие предложения, принадлежащие А. С. Кронроду и 
Е. М. Ландису [см. (1)], получаются при & =1 из теорем 3, 4 и 5. 

ТЕОРЕМА 10. Множество значений, принимаемых п раз дифферей- 
цируемой функцией п переменных на множестве нулей ее дифференциала, 
имеет линейную меру нуль. 

ТЕОРЕМА 11. Типичное множество уровня п— 1 раз дифференци- 
руемой функции п переменных состоит из конечного числа компонент, 
являющихся п раз дифференцируемыми многообразаями. Компоненты, 
не выходящие на границу куба С„, представляют собой (п — 1)-мерные 
замкнутые многообразия без края. 

(При п =1 компоненты вырождаются в точки.) 

ТЕОРЕМА 12. Типичное множество уровня п —1 раз дифференцируе- 
мой функции п переменных состоит из локально связных компонент. 

Поступило 
7. У. 1956 
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С. И. ЗУХОВИЦКИЙ 


О МИНИМАЛЬНЫХ РАСШИРЕНИЯХ ЛИНЕЙНЫХ- 
ФУНКЦИОНАЛОВ В ПРОСТРАНСТВЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком Н. Н. Боголюбовым) 


В работе устанавливаются общие свойства всех минимальных расши- 
рений линейных функционалов в пространствах непрерывных функций 
как действительных, так и комплексных. Даются необходимые и доста- 
точные условия существования максимального элемента у линейного 
функционала в этих пространствах. 


$ 1. Введение 


Пусть Е — линейное нормированное пространство и С — некоторое его 
подпространство. По теореме Хана — Банаха [см. (1)], каждый линейный 
функционал $(5), определенный в (, может быть расширен на все 
пространство Е без увеличения нормы. Такой линейный функционал /] (5), 
определенный в пространстве Ё, являющийся расширением на Е линей-. 
ного функционала $ (5) с сохранением его нормы, будем называть мини- 
мальным расширением линейного функционала (7). В работе (?) [см. 
также (3)] нами обнаружен один специальный вид минимального расши- 
рения в конечномерном пространстве, вС (а, 6) ив с, имеющий значение 
в тёфории чебышевских приближений. Изучению строения всех минималь- 
ных расширений для пространств комплексных числовых последователь- 
ностей 1, (р>1) и с посвящена работа В. В. Рогозинского (*). В работе (5) 
тот же автор рассматривает эту задачу для пространства [,(р>1), но 
следует отметить, что случай Г., в основном, был изучен ранее 
М. Г. Крейном [см. (°), стр. 189—190]. В работах автора (7) и (3) приве- 
дены без доказательства теоремы о строении всех минимальных расширений 
для случая пространства С (а, 6) действительных непрерывных на сегменте 
[а, 6] функций *. 

В предлагаемой работе, кроме доказательства и дальнейшего развития 
теорем из работ (?) и (8), мы рассматриваем эту задачу в пространстве 
комплексных, непрерывных на [4,6] функций и в пространстве С (0) 
функций, непрерывных на некотором компакте 0. 


* После того как статья была сдана в печать, нам стала известна работа В. Ро- 
гозинского [см. (11)], в которой: рассмотрена та же задача для случая комплексного и 
действительного пространства С(а,б). Однако наш метод отличается от метода Рого- 
зинского. (Примеч. при корректуре.) 
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$ 2. Случай комплексного пространства С(а, 6) 


Элементами пространства С (а, 5) являются комплекснозкачные функции 
х (1), непрерывные на сегменте [а, 6], с нормой 


15| = шах |2 (10|. 
а<{жь 


Общий вид линейного функционала в этом пространстве дается 
формулой: 
ь 


1) = \= (0) в (0, 


а 
где 2 (1) — комплекснозначная функция ограниченной вариации на [а, 6}, 
[2] 


причем & (1) =8 (+0) (@<1<8) и 1/ИУ (8). 
Элемент Х (1) ЕС (а, 65) называется максимальным для данного функцио- 
нала }(х), если | Х | =Т и 1 (Х) = 111. 
ТЕОРЕМА 1. Если линейный функционал Ф(т), определенный в под- 


пространстве @ СС (а, 6), имеет максимальный элемент Х (1), то для 
ь 


того чтобы расширение }(5т) = }=(4) 4 (г) функционала $ (т) на все про- 
а & 

странство С (а, 6) было минимальным, необходимо и достаточно, чтобы 

ядро в (1) этого расширения имело следующее интегральное представление: 


т 
(0 =\Х(@) 4 (0 +С, (1) 
где 5 (1) = У (2. 


Другими словами, необходимо и. достаточно, чтобы в ({) удовлетворяло 
следующему условию: 


п м ® УП } 
р те Х (1) почти о по мере 4 (1) *, ‚(1 ) 


т. е. чтобы производная от в8({) по отношению ко (Е) равнялась Х (1) 
почти всюду по мере 40 (1. 
Доказательство необходимости. Пусть 


ь 


1@) = \= (ав (0) 


а 


— какое-нибудь минимальное расширение функционала ф (2). По определе- 


* В этом и следующем параграфах «почти всюду по мере 4% ({)» означает то же 
самое, что и «почти всюду по отношению к 2(1)» в книге (9), гл. ХТ. 


$*> “ РАСШИРЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ _ Зе 


нию максимального элемента, имеем: 


ь 


их) = ха =У) 


а 
Убедимся, что для любого Ё Е [а, 6] будет 


Е 
Хх 480) = У. (2) 


а 


„Действительно, 


__ шах. х | ^ (9 (< <У( ) 


а 


Кх (4 (0 


и потому 


У(®) = [х бое = хо |= хе) +хомо < 


< хо |+ хо |< 9-9 
Следовательно, 


Их ое + [хоче |= |\х0440|+ 1х0 
а 1 а 1 


: о 
и комплексные числа № (1) 48 (1) и }х (1) 42 (Е) имеют одинаковые аргу- 
1 


ь 
менты, а так как их сумма равна У (2) >0, то они оба положительны. 
а 


Далее, 


1 ь 
(хо + (х04 0 =У® + 


1 


‘и каждое слагаемое левой части не превышает соответствующего слагае- 
мого правой. Следовательно, они соответственно равны, что доказывает 
равенство (2). 
Наше ядро #(#), как функция ограниченной вариации, является абсо- 
лютно непрерывной функцией по отношению к своей вариации У (#) =2(0), 
: а 


и потому оно будет неопределенным интегралом Стилтьеса — Лебега по 
отношению к 2(1: 
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{ 

в (= |= (#45 (9 С, | (3) 
где « (#) — суммируемая по отношению к 5 (1) функция [см., например, (°), 
вл. ^1] 

Далее, имеем: 


ВИ: 
У(8) = 1) 142 (9 


а 


и | | 
= 4 (1); (4) 
следовательно, 
й 
\4= (2 | —1) 42 (1) =0 при всех 1, 
откуда 


[% (#)| =1 почты всюду по мере 4% (0. (5) 


Подставив выражение для & (1) из (3) в (2), получим: 


1 


У® = 040 =Х0«060; 


а с 


сравнив это снова с (4), найдем: 


Х (1) «(1) =1 почти всюду по мере 4 (1) (6} 
и, в силу (5}, 
| Х ()| =1 почти всюду по мере 45 (1). (7) 


Следовательно, множество, состоящее из интервалов сегмента [а, В, 
где | Х (1)|<1, имеет меру нуль по отношению к 5(1), т. е. ядра в (1) 
всех минимальных расширений функционала $(х) постоянны на этих 
интервалах. 

Далее, из (6) и (7) следует: 


а (1) = Х (1) почти всюду по мере 4 (1), (8) 
что после подстановки в (3) дает: 
1 
8 (0 = \Х@4% (0 +С, (1) 
а это эквивалентно условию: 
де (ыы ` 
о Тр Х (1) почти всюду по мере 4 (1), (1') 


И необходимость доказана. 
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ь 
Доказательство достаточности. Пусть Ка) = 2 (ав (1) 


а 
является некоторым расширением линейного функционала $(5) и пусть 
ядро & (1) этого расширёния имеет интегральное представление 


1 


80 =\Х 040 +С, (1) 
где #2 (1). = У (5). 


Повторяя для Х (1) рассуждения, проведенные выше для « (1), устано- 
вим, что | Х (| =1 почти всюду по мере а (#. 
Далее, имеем: 


ь |2) [2] ь 
и(Х = \Х (489 =\х0Х® 40 = |1. УФЕ 


т. е. Х (#} — максимальный элемент функционала ] (5), а так как / (Х) = 
=Ф(Х) и, по условию, Ф(Х)=|Ф|, то |] = $1, т. е. расширение 
1(2) является минимальным, и достаточность также доказана. 
Замечание. В связи с условием (1'’), отметим, что если точка & не 
является точкой постоянства ядра &({) минимального расширения (так 


ыы АЯ) 
о. 


существует и 


равен Х (1). 
Действительно, из (1), в силу неубывания 2 (1), следует: 


НА 
дв (и) = \ Хх = {ВХ + [ХВ -Аь (6) 
5 


(< пу, о 5 - д1) 


Но АР — аа {А 00) + #1} = Х®, 
Д {+ 0 о 41-0 


так как Х (1) — непрерывная функция. 

В том случае, когда С конечномерно, существование в нем макси- 
мального элемента линейного функционала $(5) очевидно. Если 2, (И), 
4. (#),..., 2» (1) — базис подпространства @, то каждый линейный функцио- 
нал 9(7) в С полностью определяется своими значениями ©(7т:) = с\ 
({=1, 2,..., п) на элементах базиса. Нашу задачу можно в этом случае 
рассматривать как изучение линейного функционала ] (52), определенного 
в С (а, 6), удовлетворяющего условиям } (2:) = с: (=1, 2,...,п) и имею- 
щего минимальную норму. Глубокие свойства таких функционалов для 
общего сл учая любого линейного нормированного пространства рассмотрены 
М. Г. Крейном [см. (8), стр. 171—199]. | 
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В случае бесконечномерного подпространства @ с С (а, 6), в частности, 
при С =С (а, 65), может и не существовать максимального элемента для 
данного линейного функционала. В связи с этим укажем необходимые и 
достаточные условия, которым должно удовлетворять ядро $ (1) линейного. 
функционала 


1 (@) = {2 (0 48 (0 


в С (а, 5), чтобы этот функционал обладал максимальным элементом. 
Как уже было указано выше, функция 2 (1), как функция ограничен- 
ной вариации, имеет интегральное представление 


1 
в) = [94+ (3) 


где ох (1) — суммируемая относительно 0 ({) = У функция и |“(1)|=1 
почти всюду по мере аз (6). 
ь 
ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы линейный функционал } (1) = \=(1) 48 (0, 


а 
определенный в С (а, 6), имел в этом пространстве максимальный элемент, 


необходимо и достаточно, чтобы в интегральном представлении (3) его 
ядра в (1), 


1 
80 =\«(0 4 (+, (3) 


функцию « (1) можно было выбрать непрерывной на [а, 6]. 

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 1, так как 
если у нашего функционала /(х) существует максимальный элемент 
Х (1), то 


| 


80 = х04%0+С, (9) 
а 
Х (#) — непрерывная функция на [а, 6]. 

Для доказательства достаточности заметим сначала, что если в форму- 
ле (3) функция х(!) непрерывна, то, в случае надобности, ее значения 
на множестве меры нуль по отношению к 2 (#) можно изменить, сохранив 
ее непрерывность, так, чтобы |« (1) | <1. 

Считая поэтому, что в формуле (3) непрерывная функция «({) удов- 
летворяет условию |х (1) | < 1, положим Х (1) =х(1). Тогда | Х (| =1 и 


ь [и ь Е 
их) = Хх 48 (0 = <=) 409 =\1-(9 =У (®) = 1 


ве —э< 


т.е. Х (1) — максимальный элемент линейного функционала ] (1), и доста- 
точность также доказана. 


Замечание. Если Х, (1) и Х,() являются максимальными элемен- 
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ь 
тами линейного функционала } (5) = }=(0) ав (1), то, как следует из (1’), 


а 
эти максимальные элементы равны между собой почти всюду по мере 4% (1). 


й 


$ 3. Случай действительного пространства С, (а, 5) 


Будем рассматривать в этом параграфе пространство С, (а, 6), элемен- 
тами которого являются действительные функции, непрерывные на сег- 
менте [а, 6]. 

Все теоремы предыдущего параграфа, конечно, справедливы и для 
этого слуная, но в рассматриваемом пространстве действительных функ- 
ций их можно усилить и формулировать более наглядно. 

ТЕОРЕМА 3. Если линейный функционал (т), определенный в 


подпространстве @ с С, (а, 6), имеет максимальный элемент Х (1), то 
ь 


ядра & (1) всех его минимальных расширений ] (5) = \ х (1 45(1) имеют 


одинаковую структуру в том смысле, что все в (1) постоянны на одном и 
том же множестве М с [а, В] тех интервалов. из [а, 6], где | Х (1) |< 1, 
не убывают в каждой точке одного и того же замкнутого множества 
Е+ с [а, 6], где Х (1 = - 1, и не возрастают в каждой точке одного и 
того же замкнутого множества Е” с: [а, 6], где Х (1) = —1. 

Доказательство. Если Х (1) — максимальный элемент функцио- 
нала ф(7), определенного в (С С, (а, 6), то Х (1) будет также максималь- 
ным элементом для всех его минимальных расширений ](х) на все 
пространство С, (а, 6), так как все ] (1) совпадают с о (2) на Си ||] | = $1. 

Доказательство первого утверждения нашей теоремы содержится в 
доказательстве необходимости теоремы 1, но легко может быть получено 
и непосредственно. 

Пусть Е Ё*, так что Х (&) =- 1. В силу непрерывности функции 
Х (1), существует некоторая окрестность (!, {") точки &, в которой 
Х (И>0. Тогда, по формуле (1), 


[2 
в) —в() = \Х (42) >0 дая любого и, Ы (и, #), 


ь 


т. е. ядро в (#) минимального расширения (любого) не убывает в каждой 
точке {1 множества Е”. 
Аналогично доказывается утверждение нашей теоремы о множестве Е”. 
Замечание. Если линейный функционал $Ф(5) имеет множество 
максимальных элементов {Х» (1)}, то под множествами М, Ри Ев 
предыдущей теореме следует понимать соответственно множества 


ох. |< пй:Х. 9 = п пех. =- 0. 


Теорема 3 допускает следующее обращение: 
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ь 
ТЕОРЕМА 3'. Если ядро 1 (1) некоторого расширения }, (1) =\ 2(Е) 421(1) 


а 
линейного функционала $(т) с максимальным элементом Х (1) имеет 
указанную в теореме 3 структуру, то это расширение является мини- 
‚мальным. 

Доказательство. Убедимся, что максимальный элемент Х (1) 
линейного функционала $ (21) является также максимальным элементом 
нашего расширения }; (2), т. е. что | 


5 
ло = Ха =У @) = ЛЬ 


Допустим противное и предположим, что 


ы ь 
}х (046, (9 < У (ву. 


Тогда будет также 
| \ 


дав, 9 <) 


а 


где [а,, 6,] —одна из половинок сегмента [а, 6]. Продолжая процесс, 
получим некоторую последовательность сегментов {[ап, 6}, стягивающих- 
ся к некоторой точке Е [а, 6]. 

Пусть & ЕМ, т. е: существует некоторый интервал .({', {"), на котором 
81 (1) постоянна. Тогда при достаточно большом п будет [а„, 6] < (#, #’). 
Но в каждом сегменте [а„, 6], содержащемся в интервале постоянства 
(Г, Г’), будет 


я 


п 
}Х(@) 48.) =У (в) =0, 


что противоречит построению сегмента [аи, 6]. 

Пусть 5 С Р*. Тогда & окажется внутри одного из смежных интерва- 
лов (х, В) кЁ, внутри которого окажется и сегмент [а„, 6] при доста- 
точно большом п. Заметим, что на интервале (о, В) функция в, (#) не 
убывает. На множестве МП [а», 6], на котором функция в, (#) постоянна, 
значения Х (1) можно заменить на +1, не изменив при этом значения 


и, 

интеграла Хх (0) 48: (1). Мы получим: 
я и, м 
хак (0 = 1-48, (©) = а 6,) — ва (@,) = У), 


так как на [а,, 6,] функция 8,(#) не убывает. Но это противоречит 
построению [4», 5]. Аналогично исследуется случай 6 Р`. Теорема 
доказана. 
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Как было отмечено в предыдущем параграфе, если подпространство @ 
конечномерно, то задача изучения минимальных расширений из С на 
все пространство С, (а, 6) равносильна задаче изучения линейных функци- 
оналов ] (7), определенных в С, (а, 6), удовлетворяющих условиям 1(@) =ч 
((=1, 2,...,п) и имеющих минимальную норму [см. (б)]. В работе 
автора (2) [см. также (3)] показано, что среди этих функционалов с мини- 
мальной нормой существует, по крайней мере, один / (2), у которого 
ядро 2 (Г) является ступенчатой функцией, имеющей не более чем п 
скачков, так что 


№ (2) == (1) ® (в) + 2()о(ь) +... (о (), 


где < п, а ®(Ё) — скачок 80 (1) в точке & @[а, 6]. Ясно, что среди 
этих функционалов с минимальной нормой могут быть функционалы и 
не со ступенчатыми ядрами. 

В связи с этим приведем в виде следствия из теоремы 3 условие 
того, чтобы все минимальные ядра оказались ступенчатыми. 

Следствие. Если максимальный элемент Х (1) линейного функцис- 
нала $ (т), определенного в С, обладает тем свойством, что равенство 
[Х (| =1 имеет место лилиь в т точках сегмента [а, 8], то все ядра 
8 (1) минимальных расширений функционала © (х) являются ступенчатыми 
функциями, имеющими скачки лишь в этих точках (но некоторые из этих 
точек могут не быть точками. скачков для того или другого минималь- 


ного ядра). 
Это условие реализуется на примере п-мерного подпространства С, 
порожденного элементами &Ё,...,", у которого каждый элемент, а 


значит и максимальный, имеет вид 
Е а |... авт, 


так что указанное условие выполнено, причем т<п- 1. 

Переходя к вопросу о существовании максимального элемента у ли- 
нейного функционала в рассматриваемом пространстве С, (а, 5), заметим, 
что здесь можно повторить все сказанное выше для случая комплексного 
пространства С (а, 6). 

Для следующей теоремы нам потребуются такие определения: точка 
6 [а, 6] называется точкой постоянства функции 8 (1), если существует 
интервал (&%—8, & +8), в котором 8(1) = 8 (№); точка & называется 
точкой возрастания (убывания) функции 8 (1), если она не является ее 
точкой постоянства и существует 5 >0 такое, что она не убывает (не 


возрастает) на интервале (1—8, № д). р 


ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы линейный функционал } (т) = \= (1) 45 (0), 


а 
определенный в С, (а, 6), имел в этом пространстве максимальный эле- 


мент, необходимо и достаточно, чтобы его ядро в(!) удовлетворяло 


следующим условиям: 
1) каждая точка сегмента [а,6] должна являться либо точкой воз- 


растания, либо точкой убывания, либо точкой постоянства функции 5 (8) 
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р а 


2) множества точек возрастания и убывания функции &(1) должны 
быть замкнутыми (и, очевидно, не пересекаться). 

Таким образом, функция & (#) не должна, например, иметь собственных 
экстремумов и точек колебания на сегменте [а, 6]. 

Доказательство необходимости. Пусть функционал ](2) 
имеет максимальный элемент Х (#). Тогда, в силу теоремы 3, множество 
Е* точек неубывания функции 8({) является замкнутым множеством. 
Множество же точек возрастания функции 8 (1) также замкнуто, так как 
оно получается из замкнутого множества Ё* путем удаления интервалов 
и, возможно, полусегментов [а, с!) и (с, 6], на которых 8(1) постоянна. 
Аналогично доказывается замкнутость множества точек убывания функ- 
ции (1). Утверждение же 1) непосредственно следует из теоремы 3. 

Доказательство достаточности. Пусть ядро 5(1) удовле- 
творяет обоим условиям нашей теоремы. На основании теоремы 2, для 
доказательства существования максимального элемента, достаточно убе- 
диться в том, что в интегральном представлении (3) ядра & (1: 


1 
8(9 = «(0 42 (0 +С (3) 


функция «({) может быть выбрана непрерывной на сегменте [а, 6], и 
тогда максимальный элемент Х (1) будет равен х(1) (так как «(#) — дей- 
ствительная функция, то «(Ё =«(1). 
Рассмотрим 
Им — о : 
41-0 
На замкнутом множестве тех точек из [а, 6], где #(1) возрастает, 
этот предел равен -+ 1, а на замкнутом множестве точек, где ©(1) убы- 
вает, он равен —1; в точках же постоянства функции 2({) он не опре- 
делен. Построим непрерывную на [а,6] функцию «(1, равную -1 на 


первом множестве, равную —1 — на втором и линейную на третьем 
(мера этого последнего множества относительно 5 ({) равна нулю). Таким 


образом, 


® (1) = Им о почти всюду по мере 45 (0), 
4-0 о (1) 


но тогда 


+ 
8 (0 = \« (04 (0 + С, 


и достаточность также доказана. 


Заметим, что достаточность можно доказать непосредственно, не 
пользуясь теоремой 2. 


$ 4. Случай пространства С (О) 


® 
Элементами пространства С (0) являются ‘комплекснозначные, непре- 
рывные на компакте 0 функции х(4) с нормой 


[| = шах | 2 (4) |. 
69 


` 
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Общий вид линейного функционала в этом пространстве дается формулой 


1) = \=(4) 4%, 
. 9 
где ф (Е) — конечная вполне аддитивная функция на теле борелевских 
' множеств В (0), причем 


|7 [ = уагф =У ($). 
9 


Для каждого множества Е СО будет 


19 (< У) = (В), 


`и, следовательно, ф (Е) абсолютно непрерывна относительно о (Е). По тео- 
`реме Радона — Никодима [см., например, (19), стр. 59], функция $ (Е) 
будет неопределенным интегралом некоторой интегрируемой на О функ- 
‘ции точки о (4): 


У (Е) = \ «(9 4, 
| Е 


‘так что ‘каждый линейный функционал }(7) = \ = (а) 4$ в С(0) может 


© 
быть представлен в виде 


1 (а) = \=(9) «(4) 45, 


9 
| где э(Е) =У (+). 
Е 


Нетрудно убедиться, что утверждения теорем 1 и 2 переносятся и на 
случай рассматриваемого комплексного пространства С (0) и имеют место 
такие теоремы: 

ТЕОРЕМА 5. Пусть линейный функционал © (1), определенный в под- 
пространстве а с С (0), имеет максимальный элемент Х (4). Тогда для 
того чтобы расширение 


1 (2) = \=(4) 4% = \=2(4) «(9) 4 
| 9 9 
функционала х (1) на все пространство С (0) было минимальным, необ- 
` ходимо и достаточно, чтобы %(4) =Х (4) почти всюду по мере %(Е). 


| ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы линейный функционал 
1(е) = \=(4) 4 = \=(4) (4%, 
9 


9 


‘определенный в С (0), имел максимальный элемент, необходимо и доста- 

‘точно, чтобы функцию « (4) можно было выбрать непрерывной на О. 

’ Остановимся специально на случае пространства С, (0), элементами 

‘которого являются действительные, непрерывные на О функции 2 (4). 
Введем определение: функция множества ф(Е) называется посто янной 

на множестве Мс О, если м О. 


9* 
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ТЕОРЕМА 7. Если линейный функционал ©(х), определенный в под- 
пространстве @ с С, (0), имеет максимальный элемент Х (4), то для 


того чтобы расширение }(5)= |= (9) 4% этого функционала на все прост- 


ранство С,(0) было о необходимо и достаточно, чтобы его 
ядро $ (Е) было постоянным на множестве М = {4: |Х (9)|< 1$, не убы- 
вало на замкнутом множестве Е+ = {4 :Х (4) = +1} ив не возрастало на 
замкнутом множестве Е` = {4:Х (9.= —\1}. 

Доказательство необходимости. Пусть Х (4) — максималь- 
ный элемент функционала $(2). Нетрудно убедиться, что для любого 
множества Ес О имеет место формула: 


х (4) 4} = №69, (2) 


Е 


аналогичная формуле (2). Далее, имеем: 


м=:1х 915 = 0 вх <} 


| 
18 
5 


и если на некотором М, будет У ($) >0, то 
м 


п 


\х(4) 4% < шах [Х (9) [У (9) < У(9), 
аеМи Ми Ми 


Ма 


что противоречит (2’). Следовательно, на каждом М, будет У ($) =0, 
Ми 
откуда, в силу полной аддитивности У ($) (так как +(Е) вполне адди- 
Е 


тивна), заключаем, что У ($) = 0. 
м 
На множестве Ё* имеем: 
У = | ха = 44 =5(Е*), 


р 
ый Е+ + 


откуда следует, что $(Е) не убывает на Ё*. 
Аналогично доказывается невозрастание $(Ё) на Ё`. 
Доказательство достаточности. Пусть ядро (Е) расшире- 
ния ] (1) = \= (4) 4Ф удовлетворяет условиям теоремы. Как и выше, до- 


статочно убедиться в том, что Х (4) является максимальным элементом. 
и для функционала }(52). Действительно, мы имеем: 


их) =\х (д = | ха + \ хд4+ хо = 
9 


Е+ а - м 


= 4+ | — 1.494 (ХФ (Р-Р о = 


Е+ 75 е м 
=У ФУ НУ (9) =У(9 =1 
м 9 


` 


так как на множествах Ё*и Ё` функция (Е) монотонна. 
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2 р 
В работе (2) нами показано для случая п-мерного подпространства 
ИУ > = 
сс С, (0) существование по крайней мере одного минимального раеши- 


’ рения вида 


(2) = №2 (4), 


о 
где 1 <г<пи 17 = Хи. Из предыдущей теоремы следует, что 
1=1 


Ге 
если линейный функционал $(2), определенный в подпространстве 
ССС, (0) (не обязательно конечномерном), имеет максиальный элемент 
Х (4) такой, что равенство |Х (4)| =1 имеет место лишь в т точках иа 
О, то все минимальные расширения функционала х(х) будут вида 


7 (2) а >= (а) ©, 


где 1 <г<жм. 
ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы линейный функционал }(5) = = (9) а, 


© 
определенный в С,(0), имел максимальный элемент, необходимо и доста- 


точно, чтобы существовали два непересекающихся замкнутых множества 


'Р+сОи ЕСО таких, чтобы на первом функция %(Е) не убывала, на 
' втором — не возрастала, а на множестве М = 0— (Е"ЦЕ) она была 


постоянной. 

Доказательство. Необходимость следует из предыдущей тео- 
ремы 7. 

Достаточность доказываетсятак: строим непрерывную функцию Х (4) 
равную -- 1 на ЁЕ*, —1 на Ё` и [Х (4) | <1 на М. Тогда 


их =\ха%= } хо { хо + ха - 
9 Е+ Е- м 


=5(Р*) —5(Е`) = уе = 11|. 


Замечание. Условие теоремы эквивалентно такому: для того чтобы 
функционал }(5) = \=(4) @ф имел максимальный элемент, необходимо и 


9 
достаточно, чтобы существовали два непересекающихся замкнутых мно- 
жества Ё* и Е таких, что У ($) =%(Е*) —$(Р°). 
9 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


‚ Серия математическая 
21 (1957), 423—448 


А. А. КОНЮШКОВ 
О КЛАССАХ ЛИППИЦА 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


Для функций классов Липшица даются характеристики в терминах коэф- 
фициентов Фурье и доказываются аналоги теорем Харди, Белмана и 
Лу Цзин-цуня о функциях классов Гр. 


Будем рассматривать суммируемые периодические функции периода 2х. 
Из классов Г.» (0, 2*), 1<р<о, выделим подклассы двух типов: 
Гр (*, р) и Пр (а, р), 0%«<1. Как известно (1), }(х) Е ТАр («, р), если 


Ме —7@®ь=0(и) >09}; 
если же 
[7(#- №) — (2) ь =0(), 


то / (2) Е Пр (о, р). 
Работа состоит из трех параграфов. В $ 1 дается характеристика 


классов Липшица в терминах коэффициентов Фурье. В $ 2 рассматри- 


вается преобразование рядов Фурье функций классов Липшица. В $ 3 


' для классов Липшица доказываются аналоги теорем Белмана, Харди и 
’Лу Цзин-цуня о коэффициентах Фурье классов Г. 


$ 1. О характеристике классов Липшица* 


1. Подкласс Пр (<, р) в классе Гар (х, р) характеризуется следующей 


теоремой. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть } (2) 6 Г (0, 2*) и 


1(2) — -2- — У, (а, с0з их-Е би э1 их) (О 
й=1 


— ее ряд Фурье. Для того чтобы }(т) Е Пр (о, р), (<< 1, 15 р<х о, 
необходимо и достаточно, чтобы существовала такая вогнутая последо- 
вательность {Ли} (т. е. у нее АЛ, < 0, п=0,1,...) © Л.>0, А„-> со 
при п-> со, что ряд 


* Теоремы $ 1 переносятся на более общие классы, когда вместо Ке + №) — К) 
берется конечная разность -го порядка, а вместо й< — функция $(й) класса Ф, удов- 
летворяющая условиям (В) и (В) (по терминологии работы Н. К. Бари и С. Б. Стеч- 
кина (1?)). Рассуждения при этом аналогичны приведенным, только при Е> 1 вместо 
с„ следует брать суммы Валле-Пуссена. Такие же обобщения допускают $ 2, 3. (При- 


меч. при корректуре.) 
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а (аи, с0з их + Би 11 их) (1.2) Ш 
будет рядом Фурье функции Г’ (2) Е Тр (а, р). 
Достаточность условия теоремы 1 будет вытекать из теоремы 2, при 
доказательстве которой используется следующая лемма. 
ЛЕММА 1. 1) Для того чтобы } (5х) Е р (, р), «< 1,1<р<о, 
необходимо, чтобы 


|7 (2) — с, (@®)ь = 0 (и-®), 


и достаточно, чтобы 


[3ь @ — као бе 


где. о, (5) — первые арифметические средние ряда Фурье для {} (т). 

2) Для 1 (х)Е Пр (х, р) имеют место аналогичные необходимые и доста- 
точные условия, получающиеся из указанных выше заменой О на о. 

По поводу доказательства прэдложения 1) см. (2). Предложение 2) ус- 
танавливается по существу аналогично. 

Всюду в $ 1 будем, если нет оговорок, считать О х1, 1< ро. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть }(х)6 р (х, р) и (1.1) —ее ряд Фурье и пусть 
{)„} — выпуклая последоватьность с ^„-—>0 при п-> со. Тогда ряд 


ре р п (а. с0$ пх + 6 зп их) (1.3). 


П—1 


будет рядом Фурье функции класса Ир (х, р). 

Доказательство. Обозначим через си и э„, (п=0, 1,...) соответст- 
венно (С, 1)-средние рядов (1.1) и (1.3). Так как / (2) 6 Т4р (х, р), то, по 
лемме 1, 


|3" —/№< А (п - 1)-* 


(ниже значок р у нормы будем опускать). Оценим || оп — от|| при п> т 
и т— <. При помощи преобразования Абеля получим [см. (3)]: 


* *% е Ч И > 
19—91 < Ур(нт— т) ИИ» УАЗ, + 
р=1 


п-1/` 
т р п—1 
+ У + - ИА т ХФ) 1» — ИАА + 
р=т-1 р=0 
т—1 
2 
чт № (Р-+1) 19 — УИ Ара Е о — УИ Аи + | 0т — УИ 
р==0 
+ 1» — 71°» + |0 — 11 А. (1.4) 
Члены правой части (1.4) в направлении слева направо обозначим ` 
через А; (( =1,...,8). Так как по условию, ^„->0, то К, &=5,...,8, 


будут порядка о (т-®). 


ей 
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Далее, 
т—1 


т—1 
2А = 
Кат ХФ (р Аа 0) Х +1), 
ни — 


ибо (р +1) ДАр+, —>0 и ряд 2 (р--1) “ расходится. 


р=0 
Так как 
т—1 
я (+1) =О(т=), 
© =0 
то 
бот 
Аналогично, 
Во {и 
Мы имеем: 


К<А > (+1) (+1) "А (т+2)* У (р+1 4%, = о(т-), 


р=т-1 р=т-+1 
так как в силу выпуклости {^„} ряд р (р+1) Д*Хр сходится. 
р-=0 
К, оценим для случая т = И АНИ 1,2,.... В_этом случае 
1 1 1 
А в = ок 
и 
т 
Ко У (Р-р + А, 
= 


Для заданного з > 0 подберем такое А,, чтобы ра а. 


р=2№ 

Тогда при А > № -+ 1 

2-1 5 2—1 2—1 №1 " | 

УР“ (рН А = УЕУХ У :.2 оо ©) 
р=1 р=1 ре = 
и 

К: =0(2), 
Итак, 
|19%к — в2в—1 || =0(2`**), 


и, по лемме 1, ряд (1.3) будет рядом Фурье функции класса Пр (о, р). 

Доказательство теоремы 1. Докажем достаточность 
условия. По условию, /" (2) 6 Ар (а, р). Ряд Фурье (1.1) получается из (1.2} 
почленным умножением на члены последовательности {Л»}, которая 
будет выпуклой последовательностью с А 0 при п-> со. Отсюда, по 
теореме 2, следует, что (2) 6 Пр (х, р). 
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Докажем необходимость условия. Так как, по условию, 
71 (5) Е Пр (, р), то, по лемме 1, |} —и|| = в, (п - 1)*, где е„->0 при 
п_> <<. Как показывает доказательство теоремы 2, даже для того чтобы 
Г (2) Е Пр («, р), достаточно выбрать вогнутую последовательность {Л„} с 
Л„-—>со при п->со так, чтобы выполнялись условия: 


=, А; —>0 и (1 1)АЛ: 41 —>0 при #—> со, 


со 
У, (р-+ 1) | 4?Лр | вр < ос. 
2=0 

Для этого последовательность {Л„} выбираем так, как указано, на- 
пример, в работе (3). 

Замечание 1. Предыдущие теоремы можно распространить на под- 
классы Гр (а, Ф) и Пр (а, Ф), 0<«<1, класса Орлича [(0,2=) перио- 
дических функций периода 2х [о классе Г см. (4), 4.541]. В этом случае 
определения подклассов и доказательства теорем аналогичны приведен- 
ным выше. По поводу аналога леммы 1 см. работу (?). 

В рассматриваемых ниже вопросах без ограничения общности будем 


2 


считать функции } четными © \ 14х = 0. Теоремы для рядов по синусам 
0 
доказываются аналогично, а также следуют из доказываемых теорем на 


том основании, что функции, сопряженные к функциям класса Гар (х, р), 
0<«<1, 1<р< с, принадлежат тому же классу [см. (5)]. 


2. ЛЕММА 2*. Для того чтобы суммируемая функция К=)— У, ап с0$ Их 


Те 
принадлежала к Пар (а, р), необходимо и достаточно, чтобы: 1) при 
1 < р< для любой функции в(х) — х сп с0зпх из класса Г, р ;=1, 

П—1 
сумма ряда 
% ь со 
№ в 1 ак Ск = ю ах Ск (1.5) 
К=1 К=п-+1 


была О(п“) прип—> со; 2) при р=1 для любой функции в(2)6С 
(С —класс непрерывных функций периода 2<) сумма ряда (1.5) была. О п). 

Доказательство. Пусть в» (п= 0,1,...)—(С,1)-средние ряда для } (2). 
Тогда 

и 
1—0 — Ея ее ак с0з Ах + у ах соз Ах. 
К=п+1 

По равенству а, 


* Если вместо с, использовать суммы Валле-Пуссена, то получим аналогич- 
ную лемму с заменой (1.5) выражением 


2т—1 
(в \ 
я (ЕВ ас: + У, аб. 
к-т к-т 


(Примеч. при корректуре.) 
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1 2 п 
= (7 — о») вах = о т акск у акСь 
0 К=п-+1 


(при условиях леммы ряд всегда сходится). 


Пусть 76 р (о, р). Тогда || /— в |р= О (п) и при $ (2) ЕЁ», 1 < ро, 
2п 


| о) ва < Увы - аЦы = 0 (79). 


0 


Обратно, пусть / 6 Г, такова, что для каждой ЕЁ» при 1«р<®и 
каждой ЕС при р=1 

2= 

(И — с») ааа = 0(и”*). 

0 
Тогда 


2п 


| **(— ви) ваз = 0 (1) 


0 


и, следовательно [см. (4), 4.56], 
||129* (7 — 9) |р=0(1), |/—°|р=О (п). 


Значит, / 6 Шр (о, р). 


ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы } (1) — а,созпх принадлежала в 


о: 
Гар («, р), необходимо и достаточно, чтобы при любой выпуклой последо- 
со 
вательности {}.„} с \„-—>0 функция и) на» с0зпф принадлежала к 
ЕН! 


Гар (®, р). 
Доказательство. Необходимость условия следует из теоремы 2, 


причем даже ГЕ Ир (о, р). Для доказательства достаточности условия 
возьмем любую функцию #6 Г», при 1 <“р<с< и любую в ЕС прир=1 


и положим 
со 


8 (2) — У Сл 60$ ПХ. 
®=1 
В силу леммы 2, достаточно показать, что сумма (1.5) равна 0 (п) 
ДЕС: РЕГ аль, => 0 фиксировано и, следовательно, || в ||11& ограниче- 
ны, по теореме Сидона, и || || ограничены). 
Как следует из работы (3), при заданной 8 @Ёр,, 1< р < 0, или 86С 
существует выпуклая последовательность {№} © \№-—>0, № >>0, такая, 


что ряд 
со 


би 
> в с05 ПХ 
п=1 П 


является рядом Фурье функции 5’@Ё» или 8*ЕС соответственно. Тогда 
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т п, 
акск-Е ак Ск= А аро е- И У Лкак . “= О (п “), 
2 = = 2 Хун п -1 КП 
в силу леммы 2 (у нас ее р) и =* ат 1<р< р 
Пример. Пусть 
1 (=) — У, -1 ал 603 пд, 
п=1 и 


где О х<1, и ряд ь о„ с03их является рядом Фурье — Стильтьеса 
В П=1 
[см. (4), 1.47]; тогда }6 Гар (х, 1). Действительно, при любой выпуклой после- 
со 
довательности {и} с „->0 ряд > Ли „08 их является рядом Фурье 
п=1 


п с0$ ИХ 


суммируемой функции [см. (4), 4.64], а значит [см. (1)], ряд № 


п—1 
принадлежит классу [р («, 1). Далее применяем теорему 3. В частности, 


[© >) 


ряд —. е созих является рядом Фурье функции класса Пр («, 1), 
И, © 
ео 11. 
Замечание 2. Аналоги леммы 2 и теоремы 3 имеют место и для 
классов Гар (х, Ф). 
3. ТЕОРЕМА 4. Пусть {а„} — монотонно убывающая последовательность. 


со 


Тогда для того чтобы функция } (х) — и) а, с0з пх принадлежала Тр (х,р), 
п=1 


- —1— 2 


0<«<1, 1<р<о, необходимо и достаточно, чтобы а» = О (п? = 
То же утверждение справедливо для рядов из синусов. 
Доказательство. Докажем сначала необходимость условия. Пусть 


1 (2) ЕТар (х, р), причем «>. Тогда, по теореме вложения [см. (5}], /(5) 


Е у 
эквивалентна функции из Шр(х — кр) и так как а, | 0, то, по теореме 


Лоренца (°), необходимо 


1—(« ев 1—х 
а, =О (п Ее 
1 
Пусть теперь <>. Тогда при достаточно малом => 0 ряд 
со 
и 
\ пут) а, 608 Па 
П=1 


является рядом Фурье функции класса [Ар ( + —«--е,р)=Шр (; ве, р) 
и, следовательно, по доказанному выше, 


— <) а 


ры Ве 
п (> а, =О(пР р ) =О( ^ ы 


ие“ 
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значит, 
1 1 
а. = 0 (п «р (п? ' ой 


Докажем теперь достаточность условия. Пусть сначала р_> 2. Тогда, 
по теореме Хаусдорфа — Янга [см. (4), 9.1], 


1|р’ > 1 Ач’ 
ИУ — 5$ [р < (> 1ак| < А, (; цы 2-9») =О\(и“) 


=" 


{см. также (6), (?)]. Отсюда следует, что / 6 14р (о, р): 
Пусть, далее, 1 < р<2. При О<х<= 


|7 (®) — „(|| Х аксовйа| < И. 


К=и-1 


Тогда при <<, И. 


|7 (2) — $» (2) | < (т - 1) ака < 2тала 
и, следовательно, 


п 1% пт 


Голые №} уро, Хащурит 


п (и- 1) т=1 пт) т=1 


= Са у тР-2 = О (а? пР-1) =О (и ®). 


ТП=1 
Итак, 
|1 — "| Р 45 =О\(н “®). (1.6) 
п|(п--1) 
Пусть т>п- 1. Тогда 
и: а 
| > ау 05 #2 < о во 
К=п-1 К=п--1 


следовательно, при ел и < 9 


|У (2)— 5» (2) |< У» ак + 2тат 


Е=п- 

и ` 

и@ =? < 7 [( № «+ ть). 

А=п-+1 

Имеем: 

п(п-1) со пт 

ИР = Х |} < 
0 т-т-Н1 | (т-1) 


<е, $ 3 в итниь 


т=п-1 К=т-1 


Пусть «> -. . Тогда: 
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Аи Ра ‚жене 2 
- те 

У: ом =О( ) 

К=п-1 Е=и-а 


и, следовательно, 


п(п--1) * со т 
\ 1—3, Ра2<С. » пФ “7та+ткч) =О(п“?). (4.1) 
о т= п--1 


1 В 
Из (1.6) и (1.7) следует, что при „ 1 (<) Е р (а, р). 
Пусть теперь « < - Рассмотрим при достаточно малом = > 0 функцию 


от а с05 Их. 
п=1 


Ее коэффициенты Фурье будут 


а: 


1 
оне) = 0), 


) 


Значит, по доказанному выше, [ (2) Пр (>+ в, р). Функция же /(х) 


принадлежит к [ар (5 + = . Е < в, р)= Тар (х, р). 


Замечание 3. При а, |0 условие 


1 
И 


равносильно условию 


нь (1.8) 


< 1 И 
р’ — О (па И 
2 | к | ыы } Р Е 


Следовательно, в силу теоремы 4 и работы (5), при а» |0 условие (1.8) 


необходимо и достаточно для того, чтобы (5) — У а» созпх при- 
т=1 

надлежала к Шр (а, р), 0 <х<1, 1< рю. В общем случае, без пред- 

положения а„ |0, условие (1.8) при 1 «р < 2 лишь необходимо для того, 

чтобы } (5) @ Шр (х, р), а при 2 < р < < оно лишь достаточно [см. (6), (?)]. 


ТЕОРЕМА 5. Пусть ] (+) — У, а» соз их 6 Тар (а, р), 0<«<1, 1<р<2, 


т=1 
* 
{а,} — последовательность, получающаяся из {|а„|} перестановкой членов 
* * 
в порядке убывания (так что а, > аи). Тогда 


Г (2) > № 4", со их 6 Ар (х, р). 
п-=1 
То же утверждение справедливо для рядов из синусов. 
Доказательство. Так как, по условию, ] (2) Е р (а, р), то 


[ем. (°), (7)] 


ХУ мк" = 0 (и). 


К—п 


а 
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Но тогда 
со 9—1 со 
Ха» > -% а У [к У [= У [ак |". 
к-т р Е=1 К=1 #=п 
Следовательно, 
со 
Уще=О(иР) 
= 


и, в силу замечания 3, ]"(2) 6 р (х, р). 
Замечание 4. Для 2« р со теорема 5 неверна. Действительно, 
пусть 


1 


ПН И рой 
Тогда 
< < 112 п 
> а? 113 п = х ео < о 
п=2 п=2 


и, по теореме Пейли—Зигмунда [см. (4), 5.61], существует такое распре- 
деление знаков -, что ряд 


со 
> Е *, с08 их 


п=1 


является рядом Фурье функции из класса С. В силу этого, ряд 


у 41-008 ПХ == о ал с0$ ИХ 


П=1 й—1 


будет рядом Фурье функции класса Мра. Имеем: 


со 


[®.> 
+ м 
> ал, 60$ ИХ —) —- 605 Их. 
п— п=1 п” 


Последний ряд не будет рядом Фурье функции класса Шр («, р) ни при 
каком р>2, ибо 


1 
= —1—« 
ПР 


так как 
Ра 
т, Е 0 (п? ]- р — 2. 


$ 2. Преобразование рядов Фурье функций классов Липшица 
1. Пусть ряд 


= + У (а, с0з па - Вы зщ из) (2.1) 


П=1 


432 А. А. КОНЮШКОВ 


является рядом Фурье функции }, ‘принадлежащей некоторому классу и. 
в этом случае условимся говорить, что и сам ряд (2.1) принадлежит 
классу К [см. (“), 4.3]. 

Пусть дана числовая последовательность {№}, п = 0,1,... Пра 
помощи ряд (2.1) преобразуется в ряд 


40 


ль + м п (ап с08 пх -Е би зш из). 


ь п—1 


Для классов К; и К, тригонометрических рядов через (К\, К») обо- 
значается класс последовательностей {/„}, которые каждый ряд класса 
К, преобразуют в ряд класса К.. 

Пусть 1 «р, г< о, 0х1. Если К, = Шр (а, р), К, = р (о, г), 
то условимся класс (К!, К») обозначать через Л’. При р=г вместо 
Ла.р,р будем писать Л..р. Если К, = К, = Ир (а, р), то вместо (Ку, К») 
будем писать Ха;р. 

Для данных хи р, 0% 1, 1< р, обозначим через Ка.р класе 
всех тригонометрических рядов 


со 
а * 
+ У (а. с03 ид + Ви зщ из), 
г п=1 
для которых ряды 


со 
а 1 : 
р = № — ( с03 их -- Ви зш их) 
7 

п=1 
принадлежат к р (а, р). Известно, что Г» С К. при 0-1 (вклю- 
чение строгое). Ниже включение множеств обозначается через С, а стро- 
гое включение через <. 

В доказываемых ниже теоремах всюду предполагается, что 0% «1. 
При рассмотрении классов Лу; р, Аа; р,› Кар и других с О««<1 без 
ограничения общности будем ограничиваться случаем рядов по косину- 
сам с нулевым постоянным членом. 

ТЕОРЕМА 6. При данном р, 1 < р< с, 

а) Ла; ри Кар не зависят от о; 

Е 

6) Л; САшь АС Аи» АуьС Даю, Лцз= Лаз; 

в) Кр Кщь. 

Доказательство. а) Возьмем числа а, о”, 0. х«о’< 1. ДЦока- 

со 


жем, что Л; р = Дазр. Пусть {Хи} @ Ли. р и пусть > а’, соз их— любой ряд 


= 
класса Шр (', р). Имеем: 
со со 
1 
>11, сова = Хх А.п*^-а, с08 па. 
И=1 П=1 


Ряд с коэффициентами п"-*а принадлежит классу Шр (а, р) [ем. (1)] 
и так как {/„} @ Ар, то ряд с коэффициентами ^„п“-—& а’, также принад- 
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< 
лежит к р(х,р).Наконец, ряд ро на, с08 их будет принадлежать к Гар(а’, р) 
п=1 


[см. (1)]. Тем самым доказано, что Л„›С Л.,ь. Аналогично, Лео А 
Независимость Кор отх доказывается точно так же. 
6) Пусть ряд 
со 


ха ал 60$ И (2.2) 


И=—1 
со 


— любой фиксированный ряд класса Гр (<, р) и пусть м С, с08 пф — любой 
П—1 
1 4 
ряд класса Г. = + = =1. Возьмем любую последовательность {и} 6 Лу.р. 
Тогда [см. (*)] {и} 6 (Гр, Гр), а значит, и {№} 6 ([.›, Г») [ем. (“), 4.6]. 
Рассмотрим ряд 
п Е 


У Ноа > (асы. (2.3) 


№ =1 К=п-1 


Ряд с коэффициентами »,сх принадлежит к [»›, а тогда, в силу лем- 
мы 2, сумма ряда (2.3) будет О (п-*), что, по той же лемме, достаточно 
для того, чтобы ряд 


№ Хил с08 ПХ (2.4) 


п=1 


принадлежал к ГАр (о, р). Итак, доказано, что Л.р© Ль:р. 


Рассмотрим последовательность {^„} с ХК И 
со 

при п= 2^. Ряд $ ^„с0зпх при некотором распределении знаков + не 
®=1 


будет рядом Фурье — Стилтьеса [см. (4), 3.8, 09.6] и, следовательно, 
„} Е Л.» при р=1, со [см. (4), 4.6]. Но при любом р эта последова- 
тельность {^„} принадлежит к каждому Л.р, ибо лакунарный ряд с 
коэффициентами порядка п“ будет класса Гар (а, р) [см. (°)]. 

Для доказательства равенства Л,.›= Л„„» достаточно заметить, что 
Л1.2 И Ла» состоят из всех ограниченных последовательностей {и}. 


в) Пусть ряд 


У бп, с05 ПХ (2.5) 
0=1 


со 
а * 
принадлежит к А:.р. Тогда ряд р — 608 пх принадлежит к р (1, р) и, 
п = 


[02 
— с05их принадлежит 
п 


т 


со 
1 о Чт == 
следовательно [см. (")], ряд я 1% 00$ ИХ ЕЕ 


0=1 т=1 
к Пр (а, р). Тем самым показано, что К.рСКор. Чтобы показать, что 
со 
включение строгое, рассмотрим ряд о \„зш их, где {^„} — лакунарная 
ее 
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последовательность, определенная выше. Этот ряд, по предыдущему, при- 
со 
надлежит Кр и не принадлежит к К,., ибо ряд о \„ с03 их не явля- 
\=1 
ется рядом Фурье — Стилтьеса. 
ТЕОРЕМА 7. 
Л = Ам; р. 

Доказательство. Пусть {)\} Е Л.р и /— любая функция из 
Пр (<, р) с рядом Фурье (2.2). Покажем, что ряд (2.4) принадлежит к 
Пр (а, р). Так как / Е Пр (х, р), то, по теореме 1, существует вогнутая 
последовательность {Л} с Л„-—> осо такая, что ряд 


со 


> Ала, с0$ пт 


п=1 


будет класса Гар (а, р). Но тсгда и ряд 


Ала 60570 


з 
| 
— 


будет класса Гар («, р). Из этого следует, что ряд (2.4) будет класса 
Пр (а, р). Тем самым показано, что Л; „С а; р. 

Пусть теперь {^„} @\:р и }— любая функция из Гар (я, р) с рядом 
Фурье (2.2). При любой выпуклой последовательности {®„} с ®„->0 ряд 


со 
о < @и 608 ПХ 
п=1 


принадлежит Пр (х, р) (теорема 2). Но тогда и ряд 


о © ^п ав ©0$ ИХ 

п=1 
принадлежит Ир (х, р). А из этого, по теореме 3, следует, что ряд (2.4) 
будет класса р (х, р). Этим показано, что )..;рС Л.; р. Теорема доказана. 

Замечание 5. Аналогично устанавливается следующее предложе- 
ние: 

Пусть последовательность {}„} преобразует ряды класса Ир (0) 6 
ряды класса Гар (В, 4), О< а, В< 1, 1<р, а«<. Тогда она преоб ра- 
зует ряды класса ТАр (я, р) в ряды класса Тар (8, 4), причем ряды класса 
Ир (х, р) преобразуются в ряды класса Ир (8, 9). 

ЛЕММА 3*. Для того чтобы ряд (2.5) принадлежал к Кор, 1 < р’«оо, 


необходимо и достаточно, чтобы при любом ряде (2.2) из класса 


* Если вместо (2.6) взять 


21—1 со 
мы < А | 
У (1-1) + Хы оиг 0.5) 
К=т-1 К=2и 


то лемма имеет место и при р’ =1`и со. (Примеч. при корректуре.) 
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о ак; = О (п ®) при п-ъсо. (2.6) 
К=п-1 . 


Доказательство. Докажем необходимость (2.6). При 0 Ва 
ряд с коэффициентами ах? будет рядом Фурье функции 4 (2) Е Шр («—В, р) 
с частными о Т" (2) [см. (1)]. В силу определения Кр, ряд с 
коэффициентами ок ® будет рядом Фурье функции Ф (2) в р (В, р’) с част- 
ными суммами т, (1). Мы имеем: 


| у акб: — | — ав -оый-® | -=| | А — я) аз < 
К=т-1 К=п-1 0 
Зал, 1, 19 = 0 (и-9-9-8) =0 (и--). 


Докажем достаточность условия (2. Ей у ряд (2.5) таков, что при 


каждой / 6 р (х, р) выполняется (2.6). Следовательно, 
У ак" "= О (п. 
К=пт-1 


Ряды с коэффициентами а^К” принадлежат к классу К. р Г». Поэтому 
из‘ (2.6) следует, что ряд с коэффициентами я» ” есть ряд класса Г.» 
[см. (4), 4.63)], и более того, класса Гар (х, р’) (лемма 2). А это озна- 
чает, что ряд (2.5) принадлежит к Кир. 

ТЕОРЕМА 18, * Про 1 рр оо А А о бнастностие 
Ар = Ащр. 

Доказательство. Пусть {„}ЕЛ.,,, /— любая функция из 
Гар (х, р) с рядом Фурье (2.2) и пусть (2.5) — любой ряд из К»». Так 
как ряд с коэффициентами }»а; принадлежит р (<, г), то, по предыду- 
щей лемме, 


со 
= 
(Лк ак} мк = О (п-®) 
К=т-1 
или 
со 
о ак (2х о) — [9] и-Э 
К=п-1 


А тогда, по лемме, ряд с коэффициентами ^» я», принадлежит К..р’. Но 
это означает, что {\„} Е Л’... Аналогично доказывается, что Ло; „С 
СА. р. 


* Теорема верна и при р,’ = 1 илисо. Доказательство основывается на равенстве 
(2.6^). 
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ТЕОРЕМА 9. * Для того чтобы последовательность {№} Е Ла; ро, 


0<«<1, 1«р< о, необходимо и достаточно, чтобы ряд № \п с0$ их 6 
п=1 
Кир, НЫ =1. 
Доказательство. Докажем достаточность условия. Пусть ряд 
(2.2) —- любой ряд класса [Ар («, р) и пусть 


х Ха со лх Кр. 


П=1 


Докажем, что тогда ряд (2.4) принадлежит Шра. Для этого возьмем 


со 


любой ряд м с„с05 пх класса Ги рассмотрим ряд 
п=1 
со со 
» (Хкахк) Ск = р ак (Акск). 
К=п--1 К=т-1 


Так как последовательность {си} 6 (Гр, Гр) [см. (4), 4.62], то ряд с коэф- 
фициентами сх)», по теореме 6, принадлежит к К.;р. Из этого, по лемме 
3, следует, что сумма ряда есть О (и-*) и, следовательно, ряд (2.4) при- 
надлежит Глрх, причем даже 


| —5%| =0(м-®. 


Докажем необходимость условия. Пусть {^„} @ Л; р, «. Тогда при лю- 
бом ряде (2.2) из Шр (х, р) ряд (2.4) принадлежит Шро. Последнее оз- 
© 
начает, что равенство (2.3) выполняется при любом ряде № сп с05 пх 6 Г. 
п=1 
Таким образом, имеем: 


м | со 
Хенои Оле) + Х бод =0(и-9) 


Отсюда следует, что ряд » Аи Сп С0$ пх 6 Ка; р’. Здесь последовательность 
п=1 
{с„} может быть, в частности, любой выпуклой последовательностью с 


с„->0. Поэтому и ряд У Ая бое. 
у 
ТЕОРЕМА 10. Для каждого р-=2, 1< ро, существуют такие 
последовательности {№}, что №м-—0, {|)„|\ — выпуклая последователь- 
ность и {6 Аир. 
Доказательство. Для данного 1 < р«2 ряд 


1 
а 


со 
м п. с08 Их 
П=1 


* Теорема верна и при р =1 или со. (Примеч. при корректуре.) 


=> ^ 
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принадлежит Гр (а, р), О<«<1 (см. теорему 4). Но при 1 —а> 


1 ты 1 
2 е. Ая он не принадлежит к /.,. В силу этого, суще- 
ствует такое распределение знаков -, что ряд 
и 
ЗЕЕ пр 
НЫЕ: с0$ Их 


не будет принадлежать Г, и тем более 14р (я, р). Из этого следует суще- 
ствование такой выпуклой последовательности {®„} с ®„->0, что ряд 


1 
УЕ” с08 их & Шр (, р). 


Следовательно, {^„} == {Е ®„} не принадлежит Л». р. 


со 
ве 
В замечании 4 приводился ряд у -Е — с05их, принадлежащий ра, 
п 
п=1 


з 


со . 
а 
для которого ряд > — 05 ид не принадлежит Пар (х, р) ни при каком 
. И= 


р>>2. Далее рассуждаем аналогично предыдущему. 
ТЕОРЕМА 11. Для того чтобы последовательность {\„} преоб разовывала 
любой ряд Фурье —Стилтьеса 


АЕ (5) — = — > (а» с0$ их - В» зщ п2) (2.7) 
п=1 
в ряд 
м + Хх ^п (ап с03 пх -- би эт из) (2.8) 
т= 


класса Гар («, р), 0% х<1, 1% р< ох, необходимо и достаточно, что- 
бы ряд 


ы. -- 2 ^» с08 ПХ (2.9) 


принадлежал Пр (о, р). 
Доказательство. Докажем необходимость условия. Рассмотрим 


со 

ряд т. я созих, являющийся рядом Фурье — Стилтьеса. При помощи 
пй=1 

{\„} он преобразуется в ряд 


со 
о - > ^2608 7х, 
который, следовательно, должен принадлежать р (а, р). 
Докажем достаточность условия. Пусть о» (2), съ (2) и (2) — соответ- 
ственно (С, 1)-средние рядов (2.7), (2.8) и (2.9). 
Мы имеем: 
2® 


(=> 1% &=— 1) аЕ (9. 


0 
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Следовательно, 
эп 2п 
|| — ое, [р = = а О с” 
0 0 
2 2“ 


Й ЦР 
«ар ье-о-ы@-9Р] =АЛЬ@-—Ь®Ь. 
п 
0 0 

Таким образом, из принадлежности (2.9) к Шр (а, р) следует принадлеж- 
ность (2.8) к Шр (о, р). 

Следствие. Для того чтобы последовательность {^„} преобразовы- 
вала любой ряд класса [ар (1,1) в ряд класса Шр (а, р), 0<%«<1, 


со 


1 <р< со, необходимо и достаточно, чтобы ряд о —— 03 пх принадле- 


®=1 


жал Гар (а, р). 


$ 3. Об аналогах теорем Белмана, Харди и Лу Цзин-цуня. 


1. Докажем следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 12. 1) Пусть 1 (5) — м а» соз пх принадлежит Шр(х, р), 
п=1 
Оха р ое № А„созпх, где А’ = У акё-\. 
п=1 К=п 


Тогда и Е (5) © Шр (а, р). 
2) То же утверждение справедливо для рядов из синусов. 
Эта теорема является аналогом теоремы Белмана [см. (3)], в которой / 
и Е принадлежат Г», 1 «р с. При доказательстве теоремы 12 будет 
использована следующая лемма: 
>>) 
ЛЕММА 4. Для того чтобы суммируемая функция } (т) — ое с0$ их 


П=1 


принадлежала к Шр(х, р), 0%«<1, 1< р, необходимо и доста- 
со 
точно, чтобы для любой функции с (т) — У, с®с0зпх из класса Гу’, Е: 
Р 
б1 
1 
ей, 
ы Р 
эк 
%) —К я 
в и=0 (0) при. 
1—1 


Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 2 и мс- 
жет быть опущено. 


Доказательство теоремы 12, а) Пусть 2 «р< о. Как из- 


вестно [см. (6), (7)], в этом случае для доказательства того, что функция 
Е (х) 6 р (х, р), достаточно показать, что 


Мы имеем: 
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со 
По условию теоремы, ряд > а" с08пф с частными суммами $„ принад- 


п=1 


„ 


лежит Шр (а, р). В силу теоремы 4, ряд $ (5) — № 


п=1 


05 Их 


с частными 


суммами 2, принадлежит р( 


1 ‚ 
= р’). Но тогда, по равенству Парсе- 


валя, 


1 2 


со Е в п 
14.|= | Хак] =; |} (ыы) @—1,-) 48| < 
К=п 0 


п 


Не а 
О ое 


Отметим, что оценка для А„ получена для любого 1 «р с. 


6) Пусть 1<р<_2. Возьмем любую функцию в (5) — № 6,608 ИХ из 
п =1 


класса Гу. Мы имеем: 


р э( со со ши(т ^) 
я Не == о [1 у Е № И р с = 
2—1 1-2 т= тэ 1-1 а 
ы т и 2 
== уз ат“ — е- » ИА 1 № =А 
т 1 12—11 тэ 1-11 


В силу доказанного в п. а), 
х 1 
> т! = ое о 2 | 
т 


Отсюда следует, что 
1202 ^^). 


Оценим /,. Так как $6 Ср, то 


т К 
о 1 =0'(2 ы ) 
1-1 


Далее, 
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что можно получить при помощи неравенства Гёльдера и теоремы Хаус- 
дорфа — Янга (см. замечание 3). 
Итак, при любой #6 [Г 


Отсюда, по лемме 4, следует, что ЕЕ р (о, р). 


Утверждение 2) следует из 1). 
ТЕОРЕМА 13. Пусть 


1 (а) — У а» с0зпз 6 Пр (<, р), 0<«<1, 1<р<2 


1 
и пусть 
1 (2) — У ( У |ав | ) соз из, Е. (2) — о ак“) с08 ИХ, 
т=1 К=п я КЮ 


где {а"} получается из {|аи®|} перестановкой членов в порядке убывания. 


Тогда Е, (х) и Е, (5) также принадлежат Шр (а, р). При р>2 эти 
утверждения неверны. 


Доказательство. Из условия }6 р (х, р) следует [ем. ($), 
(зто 


У ак" = 0 (п). 


Оценим коэффициенты у А, (5). Мы имеем: 


со со 
о Так [1 <> аз |) "7 (= ом = О (п^*+С-Р+1). 
Е=п К=п 
Из полученной оценки коэффициентов и их монотонного убывания, 


по теореме 4, следует, что Р, 6 Шр (а, р). Так как Гр (, р), то, по 
теорбме 5, и 


№ а" соз их 6 Шр (х, р), 


1 
а тогда принадлежность К, (2) к Мр(х, р) будет вытекать из предыду- 
щей теоремы. 
Как показано в замечании 4’ ряд 
со 4 со 
ыы — 605 пд = У 4.08 из 


оо “о 1, 


при некотором распределений знаков - принадлежит [Ар (х, р) при 
каждом р>2. Но 


\ 3" 
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ак! = о 
Ра р а р ты 
р 10? (+1) > ь © 
ы и. 
при каждом р>2. Следовательно, О |ак|&* не будет порядка п ? 
К-т 


и в этом случае Р, & [р (а, р), р>2. 
2. Докажем следующую теорему: 


2 


ы 


ТЕОРЕМА .14. 1) Пусть }(2) — Уаисозпх 6 р (а, р), 1<р<2, 


П=1 


со м 


0<«<-, и пусть Ф (2) — У я, созих, где и=т т У [ак Тогда и 


|. 
п=1 К=1 


ФЕр («, р). При “> это утверждение неверно. 


2) То же справедливо для рядов из синусов. 


Доказательство. Из условия }@ р (*, р) следует, по теоре- 


ме 95, что 


$ 
») а" с0$ пх 6 ТАр (а, р) 
П=1 

и, следовательно, 


а 
а =О (п? ). 
п 
Оценим У|а*к|. При “<-> имеем: 
к-1 
и п п о и 
= 20 ЕР =О(п? ) 
К=1 К=1 К=1 


4 И 1 
Возьмем любую функцию 8 (12) — р с„с0$пх из класса Ёр,, т =1- 


П=1 
При А =2, 3,... имеем: 
2% 2 | 2—1 1 2* 
УХ ва= Х аГ*У |=|= № || № ай + 
12—11 12—11 т: Ч ЕН 
2% 2. 
+ 1 Маг 
т=э^—1+2 1-т 


Так как 26 Г», то, как следует из работы (*), при № ра. 


й Вых 
Мей =ОО. %). 


аа 
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т 


Далее, используя оценку для р получим: 


К=1 
2" те в 
ых оо р =) — 02-4. 
1-2 —14-1 


Отсюда, по лемме 4, следует, что ФЕ р («, р). 
Покажем, что при «> > утверждение неверно. Пусть, } (1) = с05х. 
Тогда 
1 


со со 1 

— Е. 

Ф— Уп1с08 пд == У пт Р с0з их. 
П=1 п=1 


По теореме 4, ФеЫр(-, р), 56 р (5 + ®, р), = >0. Но функция } 


: 1 
принадлежит 14р (1, р). Мы показали, что теорема 14 неверна при х > тие 


со 
Пусть теперь /— 2 п 1с0зпх. Она принадлежит р (>, р). Для нее 
Т=1 
] со р’ 
ще УР -О(н в) 


Следовательно, © Пар (5: у р) : 
Замечание 6. При р>>2 предыдущая теорема неверна. Пусть 
а - . Ряд 


со 1 со 
= - с05 их = У а, с0з их 
мы 
п=1 ка п=1 
п 112 (п 1) 


при некотором распределении знаков + принадлежит [р («, р) при каж- 
дом р>2. Но 


и п ы п Й и = 
НЕ +0" | 
&=1 1 = р 


а Е 
1) 1% / 
п о 
ый ——1—а 
при каждом р>2. Следовательно, и 1 > [ак| не будет порядка п? 
К 


и 

Так как |а»„| монотонно убывают, то ип"! № |ак| монотонно убывают. 
к-1 

Отсюда, по теореме 4, следует, что 9&ТАр (а, р), р>2. 
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ТЕОРЕМА 15.*1) Пусть 7 (х) — У возие ЕП (а, в пром. 


П.=1 
т 


1 (>) 
ЮЕе >, @ пусть $ (%) — — “,„с03 пл, где = п"! — а’. Тогда и 
п=1 В 


Ф Е Шр (о, р). При “> это утверждение неверно 


То же справедливо для рядов из синусов. 
Эта теорема является аналогом теоремы Харди [см. (3)], в которой 
< р< оо. 


м © принадлежат Г», 1 
Наряду с $Ф(5) рассмотрим 


Доказательство. 


со 
? — Ма“ созил, 
2 ие 
П=1 
* в * . 
где ®„=о®„ —-„. Функции ф и $’ могут принадлежать ТАр (а, р) лишь 
одновременно, ибо 
со 
Хх ро 08 их 6 Тар (а, р) 
со 
вместе с рядом У а соз их. Поэтому ниже мы будем доказывать, что 
п=1 


<" в Тр (х, р) при 0<«<- . Согласно работе (?), четная функция $* (5) 


при О<х<лт выражается формулой 


п 


е м) = а 


< ФЕ Шр(1, р), 


© 
ибо в ней подын- 


0% 


В достаточно малой окрестности х = 
тегральная функция принадлежит Г. 
При й>0их>0, + А < т 


х-® 
ф-та и= | —19 в. 
Сначала докажем теорему для р=1. Мы имеем 
1 


* При обобщении теорем 14 и 15 на случай $ф (1) (вместо й“) ограничение «< — 


заменяется условием: 


Е 
>>. те 1 
Ему эквивалентны условия, вводимые по аналогии со случаем когда берется ( к) с 


натуральным А. (Примеч. при корректуре 
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№ 


п—й х в м 
| "геи |а= ) 4 | Ра? | аи % + 
0 х чи 


0 0 


4 Гр к 
2-е ды | ав 2] бое +2 аи. = (34) 
В и—й 9 в 


Как известно [см. (1)], из условия } 6 р («, 1) следует, что 
ь 
|172) 14% = 0 (и") при #0. 
0 

Оценим и ди. 


По формуле интегрирования по частям, получим 


МИС Зы 
НЫЕ 


д4и = °® а 


Второе слагаемое < А \ и? 4ди =О (р "). Значит, 
й 


о Жо 


Е 


\ Г аи = О (к ") при #0. 


= 


Из (3.1) следует, что 


№ 


} 1" ®—е“@+042=0() 


0 


и, следовательно, ф" 6 4р (х, 1) 


Пусть теперь 1<р« сх. Имеем: 


Ра 5 


ты 1!р т ХА р. 1 
(| иы-кечюр а) и | и | 1 (и) | Е 
0 о ы 5 


в к и 
[1 (и) | Ир |7 (м) | и 
а. м. > аа ( \ а) 


ив 


- тя Е 
У) | т аа 2» \ РЗ 2+ 1. (3.2) 
0 В 


Известно [см. (15)], что из условия Г 6 4р ( 


4 
)) и следует: 


5” 
.^ КЛАССЫ ЛИПШИЦА 445 


[7 (2) 


РЁ =О (иэ?). 


®—2 


В силу этого, 
м 


У (#) |4 < «(о ) ши О (и""). 


0 


Оценивая интегрированием по частям 
в 1 
Мода "2 аи 
= 


при О<з< #1, убедимся, что интеграл /, конечен и имеет порядок О (й*) 


1 
при #—>0. Член й?/, также порядка О (1%), что устанавливается анало- 
гично случаю р=1. Таким образом, из (3.2) следует, что ©" 6 р (о, р). 


1 
Теорема доказана. Утверждение теоремы неверно при х > > › Как следует 


из доказательства предыдущей теоремы. 

3. Лу Цзин-цунь (') распространил теорему Белмана на некоторые 
функции класса Г, и на класс Г». Докажем аналоги этих теорем для 
классов Шр (х, 1) и ро, 0«%ох<1. При этом формулировать и дока- 
зывать теоремы достаточно лишь для рядов из синусов, так как функ- 
ции, сопряженные к функциям класса Гр (<, р), 0«<«< 1, принадлежат 
тому же классу. 


ТЕОРЕМА 16. Пусть 8(х У шт их принадлежит Тр (х, 1), 


П=1 


0<«<1; и тет в@а- У, Ви эт их, где В, = УК". Тогда и 
п=1 К=т® 


6 (2) Е р(о, 1). 


[>= 
Доказательство. Наряду с С (1) рассмотрим С" (1) — — Ви эп их, 
й—1 
ы о, 
где В» = В —- 
Как и в предыдущей теореме, достаточно доказать, что С" 6 Чр (а, 1). 
Согласно работе (11), нечетная функция С” (2) при О < х<.т выражается 
формулой 


: В, 
С* (1) = маг 8 (04. 
0 


В достаточно малой окрестности х=т ("Е Шр (1,1). Далее, при 0 < х< 


ха+й << 


х-® х 
7} 1 
"(2 1) — (* (1) = в \ (О — ов 8 = 
0 0 
ы хр 


4 р 1 ФВ 
бе а (ав ев) 5 68 —5 Ка 


0 © 
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Поэтому 
п—^ ) г. Е о г | 
\ | С" (2-й) — С" (2) [42 < 5 \ (ма — ив 5 уаз | + 
0 0 0 
ар и © 1 
5 \ в аз \ |6 (6) [4 == (1, +1). (3.3) 
0 х 
Оценим /ь: 
в | | С: пип(ьк —^) 
и п - 2) |4 а 
ен о а 
о в А ты ито 
Мы имеем: 
. 1 
5 <\15 (041-й. у =0(), 


0 


в 
так как из 6 Шр(х, 1) следует [см. (15)], что \ |2{А а =="0'() 
0 


Далее, 


и 2 | Фе, 


я 


п 
Вл ее. 
« < \ 18 (8) | т 

; 85 
При доказательстве предыдущей теоремы было показано, что из условия 
ЗЕ р(«, 1) следует, что 


ЕТ Е = О (Ив). 


в 
Поэтому 


А 


Из соотношения (3.4) следует, что и 


Е ОВ 
Оценим /\: 
в х 
= (авы фо паз \ в (и) таг + 
0 0 
п—й х 
ъ 7 = 
- \ (в о) в, (3.5% 
й 0 


х 


Как отмечалось выше, \1& (2) 141 < С1“. Поэтому имеем: 
С ‘ 
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в .. 1 
^. 
а. а 
и ще — = ах \ |2 (Е) |аё < а 0 — 
и >. т о =. 
ь т 
в 
— о(( ди аз) 0 (#=) 
0 
Далее, 
дп т т 
3 . ме 
а ь и | 
-. а а о 
р, 2 2 д’ .а п 2 
А 
пп 
=0(» \ 2-12) =0(). 
й 
Из равенства (3.5) следует, что 
1 =0 (1%. 


Окончательно, из соотношения (3.3) заключаем, что (* 6 Гар (х, 1). Теоре- 
ма доказана. 
Докажем аналог теоремы Лу я цуня для Шра. 


ТЕОРЕМА 17. Пусть г (5) 9 В, эш пд принадлежит Таро, 0 <«<1, 


®—1 
и пусть @ (1) — УВ, чшиа, где В. = о кт. Тогда и @(1) Е ПШра. 
1=1 АЙ 
Доказательство. Как и в предыдущей теореме, достаточно до- 
казать, что С" 6 Таро. При О<х<а-+й<т имеем: 
: з 1 / у мы 
ео —6` (2) | < (ив — ив = а оутае + 


0 


х+® 


Бо ме | [в (|= (7, +). (3.6) 


Так как 2 @ Шро и в (0) =0, то |2 (1 |< СР. 
Оценим Л: 


РО“ — 2 ось 04). 


Отсюда при О<х< # следует: 
к о Ска“ < Спи“. 


-- 
—.5 
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При < <*=—Ё 


Ст? 


Пра кн А 
пи 2 п 2 
Следовательно, 
| Л, = 0 (^^). 

Из соотношения (3.6) выводим, что С*’Е ра. Теорема доказана. 

Поступило 

21. №. 1996 
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3 За]еш В., биг ]ез (тапзогтавоп$ 4ез з6г1ез 4е Комтег, Кипдат. таб., 33 (1945), 
108—114. 

“Зигмунд А., Тригонометрические ряды, М.—Л., ГОНТИ, 1939. 

5 Нагду С. Н., 161 |емоод .. Е., А сопуегсепсе стЦег1оп] Ёог РКоит1ег зег1ез, 
Ма. 2., 28 (1928), 612—634. 

6 Гогепё 2 С. С., Еоцег-К оеН!лешеп ива РиркИопепКаззеп, Ма. 1., 51, 
№ 2 (1948), 135—149. 

ТТиман А. Ф., Тиман М. Ф., Обобщенный модуль непрерывности и наилуч-. 
шее приближение в среднем, Доклады Ак. Наук СССР, 71 1950), 17—20. 

8 Ве! | шар В., А по{е оп а ТЪеогеш о! Наг4у оп Гоигег сопзбапз, Ви. Ашег. 
Ма. $06., 50 (1944), 741—744. 
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58 (1928), 50—52. 

10 Киббтег В., Зоше Теогешз оп ЁасМопа! 4егтуайуез, Ргос. Гопдоп Ма. 
506:, 3 (1953), 480—497. 

11 Гоо СЬ1п 2-Т зав, Мое оп Ве ргорегез оЁ ЕКоитег сое с1епёз, Ашег. У. Ма. 
71 (1949), 269—282. 

1? Бари Н. КН. и Стечкин С. Б., Наилучшие приближения и дифференци- 
альные свойства двух сопряженных функций, Труды Моск. Матем. `об-ва, 5 (1956), 
483— 522. 
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‚е ^ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Сермя математическая 
21 (1957), 449—456 


С. Л. СОБОЛЕВ 


К СЕМИДЕСЯТИЛЕТИЮ ВЛАДИМИРА ИВАНОВИЧА СМИРНОВА 


10 июня 1957 года исполнилось 70 лет со дня рождения академика 
Владимира Ивановича Смирнова. 

Воспитанник Петербургского университета, Владимар Иванович Смир- 
ое 

1 :Аь; ова. Характерные черты 
деятельности этих замечательных ученых, ясность мысли, конкретность 
содержания, связь с прикладными ветвями математики отличают в равной 
мере и труды Влодимира Ивановича. Однако при всем этом с первых ша- 
гов своего научного пути он начинает двигаться в направлении, новом 
для традиций Петербургской школы, избрав для себя теорию функций 
комплексного переменного, к тому времени очень слабо у нас разрабаты- 
вавшуюся. 

Окончив университет в 1910 году, Владимир Иванович занимается 
классическим вопросом обращения дифференциального уравнения второго 
порядка с четырьмя особыми точками. Задача эта состоит в изучении 
независимого переменного как функции от частного двух интегралов, 
зависящей от параметров. Такими параметрами служат основной пара- 
метр, входящий в уравнение, а также четвертая особая точка. 

В своей магистерской диссертации, защищенной в 1918 году, Влади- 
мир Иванович полностью решает задачу обращения и дает глубокое иссле- 
дование ее; к этой задаче приводится, между прочим, ряд спектральных 
проблем теории дифференциальных операторов рассматриваемого типа. 
Исследуя группу уравнений как функции параметров, В. И. Смирнов 
указывает спектр обращения. Владимир Иванович с успехом проводит 
исследование группы движений плоскости Лобачевского. Как известно, 
плоскость Лобачевского в интерпретации Пуанкаре представляет собою 
полуплоскость, в которой прямым соответствуют полуокружности с цен- 
тром на границе этой полуплоскости. Группа движений этой плоскости 
в такой интерпретации оказывается непосредственно группой комплексных 
преобразований, и ее изучение связано с изучением функций, инвариант- 
ных при некоторых таких преобразованиях. Это приводит Владимира Ива- 
новича к глубоким результатам в теории автоморфных функций. В частно- 
сти, ему удается построить пример органиченной автоморфной функции. 

Большая группа работ В. И. Смирнова относится к теории параметри- 
ческого представления классов функций комплексного переменного и 
теории ортогональных полиномов по замкнутой кривой Жордана. 
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С 1930 года Владимир Иванович начинает цикл исследований по урав- 
нениям математической физики. Им, совместно с С. Л. Соболевым, по- 
строен класс функционально-инвариантных решений волнового уравне- 
ния и при помощи этого уравнения разрешены в замкнутой форме задачи 
отражения упругих волн от плоских границ. Продолжая изыскания по 
волновому уравнению, Владимир Иванович вводит новый метод неполного 
разделения переменных, дающий возможность решить несколько труд- 
ных задач. Необходимо упомянуть также работы Владимира Ивановича 
по функционально-инвариантным решениям уравнений с переменными 
коэффициентами, существенно дополняющие его прежние исследования. 

Наряду с научной деятельностью и даже, быть может, прежде всего 
Владимир Иванович — блестящий педагог, воспитатель новых поколений 
ученых. Начав свою педагогическую деятельность с преподавания в сред- 
ней школе (с 1910 по 1912 г.), Владимир Иванович уже с 1912 года работает 
в высших учебных заведениях и с 1915 года — в Петербургском уни- 
верситете. С этого времени им воспитано очень много талантливых мате- 
матиков; среди них академики, члены-корреспонденты Академии наук 
СССР, профессора, доктора наук, кандидаты наук. 

В. И. Смирнову принадлежит великолепная советская энциклопедия 
математического анализа — «Курс высшей математики», переведенный 
на многие иностранные языки. 

Самоотверженно, не жалея сил, Владимир Иванович оказывает помощь 
на тех участках университетской работы, где она более всего нужна. 
При этом ему приходилось иметь дело и с анализом, и с теорией функций, 
и с теорией упругости, всюду внося свой стиль принципиальности и 
горячую любовь к делу. 

Владимир Иванович Смирнов заслуженно пользуется любовью и ува- 
жением не только всех советских математиков, но и каждого, кому при- 
ходилось общаться с ним. 
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17. 


18. 


СПИСОК ТРУДОВ В. И. СМИРНОВА 


1913 


К вопросу околебательном разряде конденсатора (ЖРФХО, отд. физ., т. 45, в. 5, 
стр. 276—282; совместно с А. Фридманом). 


1918 


Задачи обращения линейного дифференциального уравнения второго порядка с че- 
тырьмя особыми точками (Пг., 307 стр. Стеклогр. изд.). 

Приложения принципа сходимости к теории униформизации (Сообщ. Харьк. матем. 
об-ва, серия 2, т. 16, вып. 1—2, стр. 39—54). 


1920 


Зиг Чие!4иез ро1пёез 4е 1а №6оме 4ез бдиамопз Я 6гепыеПез Ипбайтез де зесопа 
огаге её 4ез ос опз$ ашюотогрВез (Сотрёез гепаиз, Рагаз, &. 171, р. 510—512). 


1921 


Памяти двух великих русских ученых второй половины ХХ столетия: П. Л. Чебы- 
шева и А. М. Ляпунова.— В кн. Записки математического кабинета Крымского 
(б. Таврического) университета им. М. В. Фрунзе. Приложение к Известиям Уни- 
верситета, т. 3, Симферополь, стр. ХХИ—МУ; совместно с Н. М. Крыловым). 
Зиг дие!4иез ро11ё$ де 1а В боше 4ез 6диаопз 41 6гепиеПез п ба1гез 4е зесоп4 огаге 
её 4ез опсИопз$ ашбошогрьез.— В кн. Записки математического кабинета Крым- 
ского (6. Таврического) университета им. М. В. Фрунзе, т. 3, Симферополь, 
стр. 20—24. 

О конформном преобразовании односвязной области в себя.— В кн. Записки мате- 
матического кабинета Крымского (6. Таврического) университета им. М. В. Фрун- 
зе, т. 3, Симферополь, стр. 145—152. 

Зиг ]ез 6диайопза! 6 гепмеез Ппба1гез 4е зесоп4 отаге её 1а Вбоше 4ез ГопсИопз 
ашбототрьез (Ви. 5с{. тай., %. 45, р. 93—120; 126—135). 


1924 


Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, Пг., «Сеятель», 480 стр. 


1926 


. Курс высшей математики для техников и физиков, т. 2, Л., Гос. изд., 415 стр. 
. В.А. Стеклов как ученый (Научн. работник, № 5—6, стр. 12—21; совместно с др.). 
. Памяти академика В. А. Стеклова (1863—1926) (Электричество, № 1, стр. 301— 


304). 


. биг 1ез зё1ез Че ро!упошез (Сотрёез гепаиз, Раг, &. 183, р. 1014—1015). 


1927 


. Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, изд. 2, просм. и доп., М.—Л., 


Гос. изд., 461 стр. 


. Курс высшей математики для техников и физиков, т. 2, ‘изд. 2, просм. и доп., 


М.—Л., Гос. изд., 415 стр. 


. О фундаментальной области групи движения на плоскости Лобачевского — Бо- 


лизи.— В кн. ш шетоНат №. $. ГоЪабзсВеузК!], У. 2, Казань, Главнаука, стр. 
103—118. ь 

О рациональных преобразованиях линейных дифференциальных уравнений вто- 
рого порядка (Матем. сборн., т. 34, вып. 2, стр. 101—106). 

биг дие]4иез з6г1ез 4е ро!упошез (Ж. Лен. фиг.-матем. об-ва, т: 1, вып. 2, стр. 155— 
179). 
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23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


ЗА. 


35. 


36. 


37. 
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1928 


Зиг 1а (в 6о1е 4ез ройупошез от овопаих А ипе уа!ае сотрехе (Ж. Лен. физ. 
матем. об-ва, т. 2, вып. 1, стр. 155—179). 

Зиг Чие!4иез ро!упошез аих ргорг! 66$ ехёгеша]ез (Сообщ. Харьк. матем. об-ва, 
серия 4, т. 2, стр. 67—72). 

Зиг 1ез ро!упошез ог®оропаих & ипе уайае сотр!ехе (Сотрёез геп4из, Ратз, 
$486, ра 2493). 

Владимир Андреевич Стеклов, Биографический очерк. В кн. Памяти В. А. Стек- 
лова, Л., АН СССР, стр. 15—22. 


` 1929 


Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, изд. 3, просм., М.—Л., 
Гос. изд., 461 стр. . 
Зиг 1ез уаеигз ПиИез 4ез !опсЯопз гбоаПегез! & ’1иёбтеиг 4’ сегс]е (Ж. Лен. 
физ.-матем. об-ва, т. 2, вып. 2, стр. 22—87). 

Зиг [ез уа!еиг Ши Цез 4ез ГопсИопз апа!уйдиез (Сотрёез гепаиз, Рагз, &. 188, 
р. 131—133). 


1930 


Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, изд. 4, просм. и доп., 
М.—Л., Гос. изд., 467 стр. 


1931 


Курс высшей математики для техников и физиков, т. 2, изд. 2, просм. и доп., 
М.—Л., ГНТИ, 519 стр. 

О новом методе решения плоской задачи упругих колебаний (тезисы доклада). 
В кн. Международная сессия научного совета Сейсмологического института Ака- 
демии наук СССР (Бюл. № 1, Л., АН СССР, стр. 14—15; совместно с С. Л. Собо- 
левым) (Тр. Сейсм. ин-та, № 16). 


1932 


Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, изд. 5, Л.— М., ГТТИ, 
436 стр. 

Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, изд. 6, Л.— М., ГТТИ, 
436 стр. 

Курс высшей математики для техников и физиков, т. 2, изд. 3, просм. и доп., 
М.—Л., ГТТИ, 519 стр. 

Теория определителей и ее приложения (часть курса математики, прочитанного 
на физическом отделении ЛГУ), Л., Кубуч, 87 стр., литотр. изд. 

биг ипе ш6о4е попуеЙе 4апз 1е ргоёте р]ап 4ез У1БгаМопз 6]азИдиез, Л., АН 
СССР, 37 стр. (совместно с С. Л. Соболевым) (Тр. Сейсм. ин-та, № 20). 

биг 1ез Готиез 4е Саисву её 4е Стееп её Чие]4иез рго@тез, ий 5’у габасвепв 
(Изв. АН СССР, ОМЕН, №3, стр. 337—372). 

биг 1е рго@ше р1ап 4ез У1БгаЙопз аз иез (Сотрёез тепаиз, Рагз, №. 194, 
р. 1437—1439; совместно с С. Л. Соболевым). | 
Зиг Чае!4иез ргоётез 4ез У1тайопз @азИчиез (Сотрёез тепдиз, Ратсз, $. 194, 
р., 1797—1799; совместно с С. Л. Соболевым). 


1933 


Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, изд. 6, Л.—М., ГТТИ, 
442 стр. 


38. Курс высшей математики для техников и физиков, т. 2, изд. 4, просм., М.— Л., 


ГТТИ, 524 стр. 


39. 
40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
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Курс высшей математики для техников и физиков, т. 3, М.— Л., ГТТИ, 736 стр. 
Вариационное исчисление, Л. Кубуч, 204 стр. (совместно с В. И. Крыловым и 
Л. В. Канторовичем). 

Зиг ГаррИсаМоп 4е 1а ю6То4е попуеПе & Г64е дез у1ЪтаНопз аз диез 4апз 
Резрасе & зушёй1е ах1ае, Л., АН СССР, 49 стр. (совместно с С. Л. Соболевым) 
(Тр. Сейсм. ин-та, № 29). 

Оъег 41е Вапдеггиотапиие Ъе! кошШоттег АЪЪИаип8 (Мат. Апп., Ва., 107. 
5. 313—323). | 


1934 


Курс высшей математики для техников и физиков, т. 1, изд. 7, М.— Л., ГТТИ, 
442 стр. 

Курс высшей математики для техников и физиков, т. 2, изд. 5, просм. и доп., 
М.— Л., ГТТИ, 532 стр. 

Курс высшей математикидля техников и физиков, т. 3, изд. 2, испр. и доп., М.— \Л., 
ГТТИ, 764 стр. 

Некоторые работы в области анализа и его приложений в Ленинграде (тезисы до- 
клада). В кн. Бюллетень Второго Всесоюзного съезда математиков в Ленинграде 
24—30 июня 1934 г. Л., АН СССР, стр. 11. 

Однородные решения волнового уравнения и уравнений упругости с осевой сим- 
метрией (тезисы доклада). В кн. Бюллетень Второго Всесоюзного съезда матема- 
тиков в Ленинграде 24—30 июня 1934 г., Л., АН СССР, стр. 86. 

Второй Всесоюзный математический съезд (Фр. науки и техтн., № 8, стр. 51—55). 
С математического съезда (Известия, 29,УТ, № 150). 

Ред.: Гарро - РапИеузК1},. Т. А. Мёто!тез зиг 1а бое 4ез зуз@тез 4ез 6диаотз 
41 6тепиеез И пбайгез, у. 1, Л.— М., АН СССР, 256 стр. (совместно с Н. Е. Кочи- 
ным) (Тр. Физ.-матем. ин-та, т. 6). 

Ред.: Бюллетень Второго Всесоюзного съезда математиков в Ленинграде 24—30 
июня 1934 г., Л., АН СССР, 106 стр. 


1935 


Курс вышэйшай математик! для техн!кау 1 ф1з!кау, т. 1, Менск, Дзярж. выд. 
Беларус1, 491 стр. 

Подготовка съезда. В кн. Труды Второго Всесоюзного математического съезда, 
Ленинград, 24—30 июня 1934 г., т. 1, Л.— М., АН СССР, стр. 3—6. 

Некоторые ленинградские работы в области анализа и его приложений. В кн. 
Труды Второго Всесоюзного математического съезда. Ленинград, 24—30 июня 
1934 г., т. 1, Л.— М., АН СССР, стр. 109—141. 

О работах теоретического отдела Сейсмологического института. В кн. Сборник 
статей и рефератов, М.—Л., АН СССР, стр. 3—7 (совместно с С. Л. Соболевым) 
(Тр. Сейсм. ин-та, № 67). 

Ред.: Труды Второго Всесоюзного математического съезда, Ленинград, 24—30 ию- 
ня 1934 г., т. 4, Л.—М., АН СССР, 371 стр. 

Ред.: Гарро - РавИеузк!;, Г.А. М6шо!тез зиг 1а вботе дез зузбетез 4ез б4иаЙопз 
а: 6гермеПез Нпбамез, у. 2, Л.—М., АН СССР, 208 стр. (совместно с Н. Е. Кочи- 
ным) (Тр. Физ.-матем. ин-та, т. 7). 


1936 


Курс вышэйшай математик! для техшкау 1 ф!з1кау, т. 2, Менск, Дзярж, выд. 
Беларус1, 543 стр. 


59. Зиг 1ез зопИНопз з1шраНагез 4е 1’6диаМоп 4’оп4е её 4ез 6диайопз 9 азс 6, 


М.—Л., АН СССР, 30 стр. (Тр. Сейсм. ин-та, № 78). 
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60. Однородные решения волнового уравнения. В кн. Труды Второго Всесоюзного 
математического съезда, Ленинград, 24—30 июня 1934 г., т. 2, М.—Л., АН ССЕР, 
стр. 365. 

61. Исправление мемуара И. А. Лаппо-Данилевского (Матем. сборн., 1 (43): 6, 
стр. 967—968; совместно с Н. Е. Кочиным). 

62. Ред.: Труды Второго Всесоюзного математического съезда. Ленинград, 24—30 
июня 1934 г., т. 2, М.—Л., АН СССР, 468 стр. 

63. Ред.: Гарро-РапИеузк!], Г. А. М6тойтез зиг 1а №боше 4ез зузё@тез 4ез 6диаЙопз 
а1ИбгепиеПез 1 пбайтез, у. 3, Л.—М., АН СССР, 206 стр. (совместно с Н. Е. Кочи- 
ным) (Тр. Физ.-матем. ин-та им. В. А. Стеклова, отд. мат., т. 8). 


1937 

64. Курс высшей математики, т. 1, изд. 8, перераб., Л.—М., Гл. ред. общетехн. лит., 
435 стр. 

65. Курс высшей математики, т. 2, изд. 6, перераб., Л.—М., Гл. ред. техн.-теор. 
лит., 500 стр. 

66. Решение предельной задачи для волнового уравнения в случае круга и сферы 
(Доклады ‘АН СССР, т. 14, №1, стр. 13—16). 

67. Решение предельных задач теории упругости в случае круга и сферы (Доклады 
АН`СССР, т. 14, №2, стр. 69—72). 

68. Прэдисловие.— В кн. Конформное отображение односвязных и многосвязных об- 
ластей, М.—Л., ОНТИ, Гл. ред. техн.-теор. лит., стр. 3—4. 


1938 


69. Курс высшей математики, т. 1, изд. 9, испр., М.—Л., Гл. ред. техн.-теор. лит., 
410 стр. 

70. Курс выстей математики, т. 2, изд. 2, изд. 7, испр., Л.—М. Гл. ред. техн.-теор. 
лит., 500 стр. 


1939 
71. Вурс высшей математики, т. 3, изд. 3, перераб., М.—Л., Гл. ред. техн.-теор. лит., 


796 стр. 


1940 
72. Курс высшей математики, т. 1, изд. 10, М.—Л., Гос. изд. техн.-теор. лит., 408 стр. 
73. Курс высшей математики, т. 2, изд. 8, М.—Л., Гос. изд. техн.-теор. лит., 528 стр. 


1941 


74. Курс высшей математики, т. 4, Л.—М., ГТТИ, 620 стр. 
75. Николай Максимович Гюнтер (1874—1941) (Известия Ак. наук СССР, серия ма- 
тем., т. 5, №3, стр. 193—197; совместно с С. Л. Соболевым). 
1945 


76. Русская математика ХХ и ХХ веков (Природа, № 3, стр. 17—23). 


1946 


77. Научное творчество Алексея Николаевича Крылова (Усп. матем. наук, т. 1, 
вып. 3—4, стр. 3—12). 

78. Владимир Андреевич Стеклов (к 20-летию со дня смерти) (Усп. матем наук, т. 1, 
вып. 3—4, стр. 17—22). 


1947 


79. Курс высщей математики, т. 5, М.—Л., Гостехиздат, 584 стр. 
80. Работы В. А. Стеклова о разложениях по ортогональным функциям. В кн. Юби- 


96. 


97. 


38. 
99. 
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лейный сборник, посвященный тридцатилетию Великой Октябрьской социалисти- 
ческой революции, ч. 1, М.—Л., АН СССР, стр. 186—213. 


. Ред.: Гаспар Монж. Сборник статей к двухоотлетию со дня рождения. 1746— 


1946, Л., АН СССР, 84 стр. 


1948 


. Курс высшей математики, т. 2, изд. 9, Л.—М., Гостехиздат, 622 стр. 
. Ленинградский университет за советские годы. 1917—1947. Очерки, Л., ЛГУ, 


383 стр. (совместно с др.). 


. Интегральные уравнения. В кн. Математика в СССР за тридцать лет. 1917—1947 , 


М.—Л., Гос. изд. техн.-теор. лит., стр. 593—607. 


. Биография А. М. Ляпунова. В кн. Ляпунов А. М., Избранные труды, Л., АН 


СССР, стр. 325—340. 


. Очерк научных трудов А. М. Ляпунова. В кн. Ляпунов А. М., Избранные труды, 


Л., АН СССР, стр. 341—450. 


. Очерк жизни А. М. Ляпунова (Прикл. матем. и мех., т. 12, выш. 5, стр. 469—478). 
. Обзор научного творчества А. М. Ляпунова (Прикл. матем. и мет., т. 12, вып. 5, 


стр. 479—560). 


. Владимир Андреевич Стеклов (1864—1926). В кн. Люди русской науки. Очерки 


о выдающихся деятелях естествознания и техники, т. 1, М.—Л., ОГИЗ, Гос. изд. 
техн.-теор. лит., стр. 235—240. 


. Н. М. Гюнтер (Учен. зап. ЛГУ, серия матем. наук, вып. 15, стр. 5—22). 
. Григорий Михайлович Фихтенгольц (к шестидесятилетию со дня рождения) (Усп. 


матем. наук, т.3, вып. 5, стр. 179—181; совместно с Л. В. Канторовичем и И. П. 
Натансоном). : 


. Григорий Михайлович Фихтенгольц (Вестн. ЛГУ, № 6, стр. 133—135). 
. Лауреат Сталинской премии 1948 г. проф. Г. М. Голузин (Вестн. ЛГУ, № 8, 


стр. 119). 


. Ред.: Ляпунов А. М., Избранные труды, Л.„АН СССР, 540 стр. 


1949 
. Курс высшей математики, т. 3, ч. 1, изд. 4, Л.—М., Гос. изд. техн.-теор. лит., 
336 стр. 
Курс высшей математики, т. 3, Ч. 2, изд. 4, Л.—М., Гос. изд. техн.-теор. лит., 
672 стр. 


Жизнь и деятельность А. М. Ляпунова. В кн. Вопросы истории отечественной 
науки. Доклады на общем собрании АН СССР 5—11 января 1949 г., М.—Л., 
стр: 100—113. 


1951 


Курс высшей математики, т. 3, изд. 5, М.—Л., Гос. изд. техн.-теор. лит., 340 стр. 
Курс высшей математики, т. 4, изд. 2, М.—Л., Гос. изд. техн.-теор. лит. 


1952 


100. Курс высшей математики, т. 1, изд. 13, М.—Л., Гос. изд. техн.-теор. лит., 472 стр. 
101. Геннадий Михайлович Голузин (некролог) (Усп. матем. наук, т. УП, вып. 


3 (49), стр. 97—102; совместно с А. Ф. Бермантом). 


1953 


102. Курс высшей математики, т. 1, изд. 14, М., Гос. изд. техн.-теор. лит., 472 стр. 
103. Курс высшей математики, т. 2, изд. 12, М., Гос. изд. техн.-теор. лит., 628 стр. 


`104. О сопряженных функциях, П (Вестн. ЛГУ, № 11, стр. 83—12). 
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1954 


105. Курс высшей математики, т. 2, изд. 13, М., Гостехиздат, 628 стр. 

106. Михаил Софронов — русский математик середины ХУП века, М., изд. АН 
СССР, 55 стр. (совместно с Е. С. Кулябко). 

107. О сопряженных функциях в многомерном эвклидовом пространстве, ПП (Вест- 
ник ЛГУ, №5, стр. 3—18). 


1956 


108. Курс высшей математики, т. 1, изд. 16, испр., М., Гостехиздат. 
109. Курс высшей математики, т. 2, изд. 14, испр., М., Гостехиздат, 628 стр. 


*^ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Серия математическая 
21 (1957), 457—500 


А. В. МАЛЬШШЕВ 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЦЕЛЫХ ТОЧЕК 
НА НЕКОТОРЫХ ЭЛЛИПСОИДАХ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Рассматривается вопрос о представлении больших `чисел"т положитель- 
ными тернарными квадратичными формами ](х, у,2) и о распределении 
представлений по эллипсоиду / (5, у, 2) = т. 


ВВЕДЕНИЕ 


$ 1. Постановка задачи. История вопроса. Основной результат 


1. Постановка задачи. В предлагаемой работе рассматривается 
вопрос о представлении чисел квадратичными формами. Пусть дана квад- 
ратичная форма 


т 
;. 
(2)... 2) = уз Чт 
1,1 =1 
с целыми коэффициентами а;;. Известны [см., например, (1)] алгорифмы, 
позволяющие решить, представимо ли заданное число т этой формой }, 
т. е. разрешимо ли уравнение 


Арест ат 


в целых числах 11,...,Х„, или нет; в первом случае находятся все: 
представления числа т формой ]. Известно также, что все числа т, 
удовлетворяющие простым необходимым условиям, представимы хотя бы 
одной из форм данного рода; при этом дается и формула для количества 
таких представлений [см. (1)]. 

Однако интересный вопрос о совокупности чисел, представимых дан- 
ной, отдельно взятой формой, выходит за рамки указанных классических 
исследований. Прежде всего отметим, что этот вопрос для неопределен- 
ных форм (п >. 3) почти полностью решается известными теоремами Мейера 
[см. (2), (3)], показывающими, что в весьма широких предположениях 
каждый род неопределенных квадратичных форм содержит только один 
класс. К сожалению, для положительных форм род, как правило, со- 
держит несколько классов. В. А. Тартаковский (*), применяя методы 
аналитической теории чисел, изучил совокупность чисел, представимых 
данной положительной квадратичной формой с числом переменных п > 4; 
при этом оказалось, что условия представимости достаточно больших 
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чисел отдельными формами — те же, что и условия представимости их 
родом; была найдена асимптотическая формула для количества представ- 
лений числа формой. С другой стороны, для бинарных форм (как поло- 
жительных, так и неопределенных) вряд ли возможно просто охаракте- 
ризовать совокупность чисел, представимых ими. 

Таким образом, наиболее интересным оказывается случай положи- 
тельных тернарных квадратичных форм. Задача состоит в том, чтобы: 
1) охарактеризовать совокупность чисел т, представимых такой формой 
1(т, у, 2); при этом интересно изучить свойства самих представлений, 
в частности, 2) найти распределение представлений (5, у, 2) по поверх- 
ности эллипсоида /(х, у, 2) = т. 

2. История вопроса. Полное решение задачи, формулированной 
в предыдущем абзаце (скажем, в том плане, в каком была решена Тар- 
таковским аналогичная задача для форм с четырьмя и более переменными), 
по-видимому, представляет исключительные трудности. Имеющиеся ана- 
литические методы [Клостерман (5)] к ней не приложимы. Более того, 
примеры тернарных форм с четными инвариантами, приводимые Джонсом 
и Поллом (8), показывают, что теорема, аналогичная теореме Тартаков- 
ского, для п =3 просто не верна. Однако есть надежда, что примеры 
Джонса и Полла являются в некотором смысле исключительными. 

Этому вопросу посвятил ряд работ Ю. В. Линник [см. (°), (3), (°), (19), 
(11)]. Из них главной является работа (1). В ней изучаются формы не- 
четных инвариантов [©, 1], принадлежащие роду ©: с характерами 


ый 

оны 
даются условия представимости больших чисел формой ] и выводится 
оценка для количества #(}, т) представлений числа т формой ]: 


(т) > 


т ш шт ' 


где й (— т) — количество классов целочисленных собственно примитив- 
ных положительных бинарных квадратичных форм определителя т. Для 
получения этих результатов Ю. В. Линник разработал своеобразный 
метод, существенно использующий исследования Б. А. Венкова (1?) по 
арифметике кватернионов и теорему Зигеля (13) об оценке й (— т): 


1 1 
та“ <#(—т) < х. тз №". (1) 
Метод Ю. В. Линника имеет приложение и в других вопросах теории *, 
а также допускает обобщения. 

В работах автора (1), (15) даны некоторые обобщения указанного 
результата Линника, уточнены оценки #(], т) и упрощены доказатель- 
ства. В совместном обзоре (18) изложен метод Линника с указанными 
‘Упрощениями и уточнениями. Наконец, в работе (17) найдена асимптоти- 
чески верная формула для количества представлений # (/, т). 


* См., например, его работы об области приведения положительных бинарных 
квадратичных форм: Ю. В. Линник, Вестник ЛГУ, № 2 (1955), 3—23; № 5 (1955), 
33—32; № 8 (1955), 15—27. ` 
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Другой цикл исследований открывается работой Ю. В. Линника и 
А. В. Малышева (18) *, где изучается рэспределение целых точек по 
сфере 27 - у? -{ =? =, т. е. распределение представлений (х, у, 2) числа 
т простейшей формой } = 27? -| у? - 2. Дальнейшее развитие идей этой 
работы с привлечением некоторых соображений работы (17) позволило 
Ю. В. Линнику (19) доказать асимптотическую равномерность распреде- 
ления целых точек по сфере. 

3. Содержание статьи. Основной результат. Эта статья 
является итоговой. В ней мы завершаем изучение форм рода Ф® ол], пол- 
ностью решая для них задачи, поставленные в конце п. 1. Основным 
результатом является теорема 1 (гл. П, $ 1), утверждающая, что пред- 
ставления числа т родом @®о1} асимптотически равномерно (при т -—>оо) 
распределены по его классам, причем для отдельной формы ] представ- 
ления (т, у,2) асимптотически равномерно (в смысле эллиптической мет- 
рики) распределены по поверхности эллинсоида / (х, у, 2) = т. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть ] (5, у, 2) — положительная тернарная целочислен- 
ная собственно примитивная квадратичная форма нечетных инвариантов 


[0,1], принадлежащая роду @юз] с характерами (== для всех 


простых р\О. Пусть г — целое нечетное число с условием Оз -1. На- 
конец, пусть © — коническая область с вершиной в начале координат и 
/-эллиптическим** телесным углом }.>> 0. Рассмотрим целое число т, 
взаимно простое с Оз, и целые числа ту, Уз, 20, Удовлетворяющие следую- 
зцим условиям: 

1 (50, Уо» 2) == т (под 8 Оз), о. н. 0. (2, Уз, 20, 2) =1, 


а (2) 
а —=1 для всех простых р`\8. 


Обозначим через #(}, ©, 5; т) количество целых примитивных точек 
(т, у, 2) эллипсоида 1(х, у, 2) = т, лежащих в конусе @® и сравнимых с 
(то, Ус, 20) по модулю в. Тогда при т-> оо и фиксированных }, ©, 8 


к 
(р, 6, вт) > = тв г # (т), (3) 
р\9Е ь 

где #(т) — количество примитивных представлений числа суммой трех 

квадратов, Ё — количество простых делителей О, не входящих в в; про- 

изведение в знаменателе (3) берется по всем различным простым дели- 
телям числа Ор. 

В гл. Ш даны некоторые обобщения этой теоремы. Предварительные 

результаты были приведены в работе (2). Отдельные частные случаи 

этой теоремы включают в себя основные результаты работ (°), (°)'— (1"), 


(4) — %). 
18) при- 
г Замечу, что основная идея доказательства главного результата работы ( ) р 


надлежит Ю. В. Линнику. я й 

** Мы говорим, что @ имеет }-эллиптическии телесный ‹ т 
линейного однородного преобразования, переводящего И барон 
зуется в коническую область с (обыкновенным) телесным углом Х. Легко видеть, 
х не зависит от способа преобразования } в сумму трех квадратов. 


угол ^, если в результате 
.© преобра- 
что 
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Для доказательства этих результатов нами используется метод Лин- 
ника (11) с уточнениями и обобщениями, содержащимися в работах (17) 
и (13). В частности, рассуждения базируются на основной лемме из ана- 
литической арифметики кватернионов (ей целиком посвящена гл. Г ра- 
боты), являющейся обобщением и уточнением соответствующей леммы 
Линника [см., например, (1}]. 

Следует отметить, что нами рассматриваются лишь формы специаль- 
ного вида — формы рода ®ю. Однако обобщение применяемых здесь 
рассуждений позволяет рассмотреть и формы общего вида (но нечетных 
взаимно простых инвариантов). Я предполагаю в дальнейшем посвятить 
этому вопросу специальную статью. 


$ 2. Некоторые сведения из арифметики кватернионов 


1. Предварительные замечания. В нашей работе сущест- 
венно используется арифметика кватернионов, развитая Липшицем (21), 
Гурвицем (2?) и Венковым (12). Мы изложим необходимые нам сведения 
из арифметики кватернионов, отсылая за доказательствами и подробно- 
стями к работам (??), (12), (23). Читатель, знакомый с арифметикой ква- 
тернионов, может опустить этот параграф. 

2. Алгебра кватернионов. Рассмотрим алгебру 9% = [1,1 1, #] 
ранга 4 над полем вещественных чисел с вещественной единицей 1 и 
следующей таблицей умножения мнимых единиц #,},А: 


Элементы этой алгебры, 

Х=у+ы-ы-Е, (5) 
где &, &, &, & — вещественные числа, называются кватернионами. При 
этом & =5с(Х) называется скалярной частью кватерниона Х, а + 
Г-Н = Уе(Х) —его векторной частью. Если 5°(Х)=0, то Х 
назовем вектором. 

Кватернион 
Х=5°(Х) — УХ =—фШ-Ь— 6 
называется сопряженным кватерниону 
Х =5°(Х) + Уе(Х) = + &-Ь + Е. 
Вещественное число 
№(Х)=Х.Х=хХ=в-е-ча-е 
называется нормой кватерниона Х. Легко проверяются следующие свой- 
ства. 
1) Х=х, ХТ, ЕР и 
2) если Х — вектор, то Х =-—Х; 
3) №(Х) =М(Х); 
4) № (Х) >.0; М {0) = 0; если Х -Е 0, то №(Х)>0; 
5) если / — вещественное число, то М (^Х) = ^?М (Х); 
6) М(Х-У) =М(Х) + МТ) + 25% (ХУ); 
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7) № (ХУ) = №М(Х)М (У); 

8) |5е (ХУ) |< УИМ(Х)М (У); 

9) если ХЗ 0, то Х-1 =; 


10) для того чтобы кватернион Х был вектором, необходимо и доста- 
точно, чтобы Х?® = — \, где ^Х — вещественное число; при этом / = М (Х); 

11) если Х не есть вещественное число, то для того чтобы ХУ =УХ, 
необходимо и достаточно, чтобы У = + иХ, где ) и и — вещественные 
числа. 


3. Целые кватернионы. Единицы. Ассоциированные 
кватернионы. Примарные кватернионы. Кватернион 


А = щи ай { а,} аз 
называется целым, если или ах, а1, а», аа суть целые числа (собственно 


пелый кватернион), или же 2а,, 2а1, 2а., ?а. суть целые нечетные числа 
(несобственно целый кватернион). Норма целого кватерниона есть целое 


число. Целые кватернионы образуют относительно сложения и умноже- 
ния кольцо. В дальнейшем, если не оговорено особо, мы будем рас- 
‹сматривать только целые кватернионы. 

Кватернион Ё -Е 0 называется единицей, если как Е, таки Е * суть 
целые кватернионы. Целый кватернион Ё является единицей тогда и 
только тогда, когда М (Е) =1. Всего имеется 24 единицы: 


Е Ен (6) 


\ 
Говорят, что кватернион А ассоциирован справа с кватернионом В, 
если найдется единица Ё, для которой В = АЁ. Аналогично определяется 


‚ассоциированность слева. 
Собственно целый кватернион А = а, + а:ё - а] + азк нечетной нормы 


называется примарным [см. Гурвиц (22), Венков (1?)], если 
а +1==4а: == а. ЕЕ аз (042), 
аа, а, + аз==1 (шоа4). 
Произведение двух примарных кватернионов есть примарный кватернион 
[см. Гурвиц (??)]. Основное свойство примарных кватернионов — следую- 
щее [см. Гурвиц (22); там же см. доказательство]: 

Замечание 1. Среди двадцати четырех ассоциированных справа 
кватернионов нечетной нормы всегда найдется один и только один при- 
марный. То же справедливо для ассоциированности слева. 

4. Делимость целых кватернионов. Алгорифм Эвкли- 
да. Мы говорим, что кватернион А делится справа на кватернион В, 
если АВ! — целый кватернион; аналогично, мы говорим, что кватернион 
А делится слева на кватернион В, если В-1А — целый кватернион. Про- 
стейшие свойства делимости кватернионов аналогичны соответствующим 
свойствам делимости целых чисел. Отношение делимости справа не нару- 
шится, если кватернионы заменить на ассоциированные им слева. 

В кольце целых кватернионов имеет место алгорифм Эвклида [Гур- 
виц (??)]: 

Замечание 2. Если Аи В-О — целые кватернионы, то найдутся 


такие целые кватернионы 0 и В, что 
А=оВв- В, МВ) < М(В). (8) 


(7) 
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Мы говорим, что кватернион Д есть общий наибольший делитель. 
справа кватернионов А и В, О=о. н. д. справа (А, В), если Л делит 
справа А и В и среди кватернионов, обладающих этим свойством, имеет 
наибольшую норму. Если о. н. д. справа (А, В) =Е, где Е — единица, 
то Аи В называются взаимно простыми справа. 

Из замечания 2 выводим 

Следствие. Если о. н. д. справа (А, В) = 0), то найдутся целые 
кватернионы Х и У с условием 


ХА УВ = В. (9) 


Всякий общий делитель справа кватернионов А и В делит справа и О. 
Общий наибольший делитель справа определяется однозначно, с точностью 
до ассоциированных слева. 

Аналогичные определения и предложения имеют место и для дели- 
мости слева. 

5. О кватернионных сравнениях. Пусть М = 0 — целый 
кватернион. Говорят, что А сравним с В по модулю М справа, А=В 
(под М справа), если А — В делится справа на М; аналогично, говорят, 
что А сравним с В по модулю М слева, А==В (то4 М слева), если А — В 
делится слева на М. 

Если М = т — целое число, то из А==В(шо4т справа) следует 
А=В (по4 т слева), и обратно; поэтому мы пишем просто: А == В (то4 т). 

Основные свойства кватернионных сравнений вполне аналогичны соот- 
ветствующим свойствам числовых сравнений. Отметим одно из них. 

Замечание 3. Пусть т!,..., т» — попарно взаимно простые целые: 
числа, а А:,..., А„ — произвольные целые кватернионы. Тогда найдется 
целый кватернион Х, для которого 


Х = А, (под т), 
(10) 


. . АЕ 


Х== А, (шодт„). 


Все целые кватернионы распадаются на классы вычетов (под М справа); 
пусть их количество будет с, (М). Точно так же пусть сл (М) — количе- 
ство классов вычетов (то4 М слева). Имеет место предложение (см. Вен- 
ков (1?)]: 

Замечание 4. Количество си(М) классов вычетов (тоё М справа) и 
количество сл(М) классов вычетов (то@ М слева) конечны, причем 


са (14) = са (М) = М (М). (11) 


Доказательство. Интерпретируем кватернион Х = & + &#-+ &7- 
+ точкой (&, 81, 6, 8) в четырехмерном эвклидовом пространстве. 
Тогда совокупность ® всех целых кватернионов образует решетку. Со- 
вокупность @и целых кватернионов, делящихся на М справа, также. 
образует решетку, получающуюся из © с помощью линейного преобра- 
зования У = ХМ определителя [М (М)]°; поэтому объем основного парал- 
лелепипеда решетки @м в [М (М) раз больше объема основного парал- 
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лелепипеда решетки ®. Класс вычетов А (шой М справа) есть решетка. 
Фи, сдвинутая на А = (а, а,, а,, аз). Поэтому 


сп (М) = [М (М)]?. 
Аналогично рассматривается сл (М). 

Замечание доказано. 

6. Примитивные кватернионы. Основная теорема ариф- 
метики кватернионов. Простые кватернионы. Наибольшее 
целое число а, делящее кватернион А, называется его делителем. Если 
делитель кватерниона А равен 1, то А называется примитивным *. Мы 
имеем однозначное представление: А =аА,, где А, — примитивный ква- 
тернион; при этом а — делитель А. Если делитель кватерниона А вза- 
имно прост с некоторым числом т, то А называется примитивным (1104 т). 

Имеет место следующее предложение, основное в арифметике кватер- 
нионов [Гурвиц (??)]. 

Замечание 5. Шусть целый кватернион А примитивен (то4 г), где. 
г — нечетное число. Тогда если М№М(А) делится на г, то найдется один и 
только один примарный кватернион В нормы г, делящий А справа: 
А = А.В. 

Следствие 1. Пусть А — целый примитивный кватернион и М (А) = 


= Г.7....Гь, где г1, Го,...,гГк — целые положительные числа, быть может.. 
равные между собой. Тогда найдутся целые кватернионы В\, В.,..., Ву, 
где № (В) = т, №М(В.) =тг.,..., М (Вю) =ть, такие, что 

А = Я Вт. ВЬь. (12) 


При этом если и 
А = В,В,...Вь М(В,) = т, М (В) =т»,...,М(Вь=ть, 


то 
В: = А. Е\, В — Е В.Е», ОВ Въ = ЕВ —Ек-1, В» == ЕВ, (13) 
где Е!, Е.,...,Ек— единицы. Если А — примарный кватернион, то 
‚ однозначно найдется разложение (12), где В!, В,,..., Вь — примарные 


кватернионы.** 

Следствие 2. Если АВ — примитивный кватернион, АВ делится 
справа на С, причем М№(В) делится на № (С), то В делится справа на С. 

Кватернион Р называется простым, если он не имеет справа никаких 
делителей, кроме тривиальных: Е и ЕР. 

Следствие 3. Всякий примитивный кватернион А разлагается на 


простые кватернионы: 
М (4) = рр....Рь’ А=РР,...РВь, 
М (Р;) = ра, М (Р.) = р»,...,М(Р»ь) = рь, 


где ри, р›,..., рк — простые числа. 


(14) 


* Собственно целый кватернион А = 4 -- а - а5]  азк примитивен тогда и 
только тогда, когда о. н. д. (4%, ал, 42, аз) =1 и не все ао, а1, 42, аз нечетны. Несобст- 
венно целый кватернион А — ао + а1ё - а>7 + азк примитивен тогда и только тогда, 
когда о. н. д. (2аъ, 2а1, 242, 2аз) = 1. 

** Случай четной нормы А не исключается. Но при этом должно быть М (А) == 
==2 (104 4). 
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Простой кватернион характеризуется тем свойством, что его норма 
есть простое число. 

Из замечания 5 довольно легко может быть выведено следующее 
предложение, полезное в дальнейшем. | 

Замечание 6. Лусть Аи В — примитивные кватернионы, из ко- 
торых хотя бы один — нечетной нормы. Тогда найдется такой кватер- 
нион С, что А в ВС взаимно просты справа. 

7. Три замечания из теории делимости кватернио- 
нов, имеющие приложения в дальнейшем. Следующее, просто 
доказываемое замечание играет существенную роль в доказатёльстве 
основной теоремы статьи. 

Замечание 7. Пусть целый вектор Г делится справа на Ау а 
слева — на Вь, где В, и ТВ, — целые кватернионы нормы г, причем 
произведение В.В, примитивно. Тогда вектор Г. делится на число г. 

Доказательство. В силу условий теоремы, имеем: 


Г=А,В, =—В, А, = В,А,, (15) 


тде А, и А, — целые кватернионы. Так как А.К. примитивен, то А, и 
В, просты справа, а потому (см. замечание 2, следствие) найдутся целые 
кватернионы Х и У, для которых 


ХВ, + УВ, =1. (16) 
Учитывая (15) и (16), будем иметь: 
Е =1.Ё = (ХВ, + УВ,) Г. = (ХВ, (— В, А,) + (УВ, (В,А,) = 


=г(— ХА, + УД,). 


Замечание доказано. 

Второе замечание, по существу, принадлежит Гурвицу (??). Мы. даем 
более простое доказательство. 

Замечание 8. Пусть 1 — целое число, А и В — кватернионы, при- 
митивные (то@ 1), и пусть АВ делится на #. Тогда найдется такой це- 
лый кватернион Т нормы 1, что 


А=А.Т, В=ТВ,, (17) 


где А, и В, — целые кватернионы. 
Доказательство. Пусть АВ ==0 (под #). Тогда М (В) А = (АВ) В= 
==0 (по 1) и так как А примитивен (то #), то ГМ(В). 
Обозначим Р = 0. н. д. справа (А, В). Тогда (см. замечание 2, след- 
ствие) найдутся Х и У, для которых 


р =ХА+УВ. 
Умножив это равенство на В справа и на Д слева, получаем: 


№ (2) В = ОХ (АВ) + РУМ (В) =0 (шоа 8, 
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и так как В примитивен, то {| № (2). Поэтому (замечание 5, следствие 1) 
найдется такой целый кватернион Т нормы #, который делит Ш), а сле- 
довательно, и А и В, справа: 


ВИ ВЕ ТВ 


Замечание доказано. 

Следствие 1. Пусть А и В примитивны (то4 {). Для того чтобы 
существсвал их сбщий делитель справа нормы 1, необходимо и доста- 
точно, чтобы АВ=0 (под 2). 

Следствие 2. Если целое число делится на примитивный кватер- 
нион, то оно делится и на его норму. 

Следствие 3. Пусть В — примитивный кватернион нормы г. Тогда 
если ВА делится на В справа, то 


25с (ВА) = 0 (шоа г). (18) 


Последнее замечание принадлежит Поллу (?“): 

Замечание 9. Пусть А — примитивный (то@{) кватернион, где 
{ — нечетное число, делящее № (А). Тогда для того чтобы кватернион В 
имел общие с А делители нормы 1 и справа и слева, необходимо и доста- 
точно, чтобы нашлось целое число и, для которого 


В = иА (од #). (19) 


Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходи- 
мость. По условию, 


АВ = 0 (тод {), ВА==О(штоа в. 
Полагая 
А=а + ай а] аз, В=Ь-Ы,] - В.К, 


распишем эти сравнения в координатах, откуда легко получим: 
2 (атб» — атбт) == 0 (шо) (0<т«пз3). 


Но эта система сравнений, если учесть примитивность А (11041), равно- 
сильна (19). 

Замечание доказано. 

8. Теорема лучей классов вычетов. Количество ква- 
тернионов данной нормы. Сейчас мы изложим «теорию лучей», 
принадлежащую, главным образом, Ю. В. Линнику [см. (3), (23)], и выве- 
дем формулу для количества примитивных кватернионов данной нормы. 

Замечание 10 *. Пусть В и ИВ’— целые примитивные кватер- 
нисны одинаковой нечетной нормы т. Сравнение 


В’Х ==0 (шо Ё справа) (20) 


всегда разрешимо, причем найдется решение Х ==Хо, взаимно простое 
справа с В. Общее решение сравнения (20) имеет, вид: 


Х =иХ, (под В справа), (21) 


* См. Ю. В. Линник (23); мы даем более простое доказательство. 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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где и — произвольное целое число, а Х,— любое частное решение (20), 
взаимно простое справа с В. Иначе говоря, решения сравнений (20) обра- 
зуют луч бв,в, классов вычетов (то В справа), определяемый кватер- 
нионами Ки К. 

Доказательство. 1) Непосредственно видно, что кватернион 
Х.= А’Т, где Т— произвольный целый кватернион, удовлетворяет 
сравнению (20). Но мы можем (см. замечание 6) подобрать Т так, чтобы 
о. н. д. справа (В, Хо) =1. 

2) Докажем (21). Пусть нам дано: 

В’Х.=0, В’Х ==0 (104 К справа), о. н. д. справа (К, Хо) = 1. 
Тогда 


К’. =Х.В, ХА=ЕХ, ВХЛ ХИ 


Так как ХВ примитивен, а кватернионы ХоВ и ХЕ делятся справа на 
В, а слева —на Ё’и так как М№М(В) =М(Ё’) =г, то (см. замечание 9) 


ХВ = их, В (шодг), г=ВА, Х==иХ, (шо В справа), 


где и — целое число. 

Замечание доказано. 

Замечание 11. Количество лучей классов вычетов (то4 В справа), 
простых справа с В, где В — примитивный кватернион нечетной нормы 
т, равно 


"П(+-), (22) 


Ут 


где произведение берется по всем простым делителям числа г. 
Доказательство. Наметим основные пункты доказательства, опу- 
ская подробности. 
1) Аналогично доказательству формулы для количества классов ф (п) 
приведенной системы числовых вычетов докажем, что количество клас- 
сов вычетов (шо К справа), простых справа с А, равно 


(юг П (1--). (23) 


РАМ) \ 


2) Пусть Хо прост справа с ЮВ. Для того чтобы вычет иХ. (шо В 
справа) был прост справа с К, необходимо и достаточно, чтобы о. н. д. 
(и, У (В)) = 1. Поэтому количество классов вычетов в луче (то4 А справа), 
простых справа с В, равно 


эм(в)=м(® П (1--). (24) 


р М( В) 


‘ 
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3) Классы вычетов (шо@ В справа), простые справа с В, распреде- 
ляются по лучам. Количество лучей классов вычетов равно 


(юг П (1->) 


А М ты 
м(в) | (4{—-) о р) 
хм) 


Замечание доказано. 


Замечание 12. Пусть дан примитивный примарный кватернион В 
нечетной нормы т и произвольный луч © классов вычетов Х (то4 В справа), 
простых справас В. Тогда найдется один и только один примитивный при- 
марный кватернион Е’ нормы г такой, что классы вычетов Х (тод В 
справа) луча ® удовлетворяют сравнению: 


В’Х =0 (под В справа). 


Простое доказательство этого замечания мы опускаем. Замечания 
11 и 12 позволяют вывести формулу для количества примитивных кватер- 
нионов данной нормы [см. Липшиц (21); по существу, формула принад- 
лежит Якоби]: 


Следствие 1. Количество примитивных примарных кватернионов 
данной нечетной нормы г равно 


1 
в (Л —). 
ая. (25) 
р\т 
Общее количество примитивных кватернионов нормы г или нормы 2г, 
где г — нечетное число, равно 


'(^) = 24* [ (1 и 
р\г 
Нет примитивных кватернионов, норма которых делилась бы на 4. 

Следствие 2. Если М№М(А) делится на нечетное число г, то най- 
дется примитивный примарный кватернион В нормы т, делящий А 
справа. 

9. Сопоставление парам векторов (целым поворотам) 
классов бинарных квадратичных форм. При доказательстве 
основной теоремы работы мы существенно базируемся на исследованиях 
Б. А. Венкова о связи между парами примитивных векторов (1, [.›) нормы т 
(«целыми поворотами») и классами идеалов квадратичного поля О (Ию. 
Мы изложим нужные нам разультаты Б. А. Венкова, заменяя идеалы 
классами бинарных квадратичных форм и не предполагая т бесквадрат- 
ным (при этом некоторые доказательства упрощены). 


} (26) 


1 
Р 


Замечание 13. Пусть Ги Г’ — любые примитивные векторы нормы 
т, а г— любое наперед заданное нечетное число. Тогда можно найти 
такой целый примитивный кватернион С, что 


С" =Г, (27) 
причем если т==1 или 2(то44), то о.н.д. (М№М(С), 2т) =1, а если 
т == 3 (тод 8), то о.н.д. (М (С), г) =1. 

9* 
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Это основное в теории целых поворотов предложение принадлежит 
Б. А. Венкову [см. (12), там же см. его доказательство]. 

Замечание 14. Пусть Г и Г’ — любые примитивные векторы 
нормы т. Тогда найдутся такие целые кватернионы А и С и целое число 
Ь, что 

СТС =[, в+Е= АС, БГ = СА. (28) 

Доказательство. Шо предыдущему замечанию, найдется такой 

пелый примитивный кватернион С, что : 


СС = ГУ, 


причем если т =Е 3 (шо4 8), то норма М№(С) нечетна. Рассмотрим два 
случая: 

1) Пусть норма М (С) нечетна. Тогда, так как СЁ, = Г/С, С-1 =1.С, 
о.н.д. справа (С, 1) =1, найдется (см. замечание 10) такое целое число 
(—65), что 

Г ==(—6).1 (шоёС справа) БВ-+Ё= АС, БГ = СА. 


2) Пусть норма М(С) четна. Тогда т== 3 (шо4 8). Можно положить 
С =(1-ИС,, где С, — целый кватернион нечетной нормы (см. замеча- 
ние 5, следствие 1). Имеем: 


О 
лай 


Будем считать $ нечетным, заменяя в противном случае 6 на 6 -{- № (С), 
А— на 4, + С,. Но тогда норма №(4А:) четна, А, = А (1-8. Отсюда 
следует: 


Г" = СА, БЕГ = (ЕО СА, (4 5 Ч = СА, В+ Е=А,С, =АС. 


Замечание доказано. 

Пусть Г и Г’ — примитивные векторы нормы т. По предыдущему 
замечанию, повороту (т. е. упорядоченной паре векторов) (Г, Г’) мы 
можем сопоставить такие целые кватернионы А нормы а, С нормы с 
и целое число 6, что 


СТС =Г/, Б-Ё-=АС, 6-+Г=СА. (29) 
Будем говорить в этом случае, что бинарная квадратичная форма 


(а, 6, с) = а2? + 26ху + су? = (Ах + Су) (Ах + Су) (30} 


управляет поворотом (Г, Г). 

Теперь мы можем формулировать предложение об управлении целых 
поворотов бинарными квадратичными формами, которое и используется 
в работе. 

Замечание 15 *. Пусть Г, и [/ — любые примитивные векторы 
нормы т. Тогда найдется приведенная примитивная положительная би- 


* Соответствующее предложение в терминах теории идеалов имеется у Б. А. Вен- 
кова в работе (12). 


= 
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нарная квадратичная форма (а, 6, с), 26| За < с, определителя т, управ- 
ляющая поворотом (17 Г’), т. е. 


+= АС, СГС" =Г, В-+Г=осСА, М(А)=а, М(С)=с. (34) 

Доказательство. По предыдущему замечанию, найдется форма 
(а:, 61, с1), управляющая поворотом (Г, [): 

‚Е =А,.С,, У ‚Г = С:А,, М№ (А!) =а:, М№(С,) = си. 


Легко видеть, что (а1, 6., с1) есть примитивная положительная форма 
определителя т. Пусть посредством унимодулярной целочисленной под- 


©. 
становки Е: о. 
821 &22 


26| <а<с. Определим кватернионы А и С равенствами: 


) форма (ал, 51, с1) переходит в приведенную форму (а, 6, с), 


А= Аза - С1821, 


С = А: вто + Св». 
Без труда найдем: 
с (АС) =6, Уе(АС) =Г, СС‘ =Г, АС-Ь-ТТ, САНТ, 


Замечание доказано. 


ГЛАВА 1. ОСНОВНАЯ ЛЕММА 


В этой главе мы формулируем ($ 1) и доказываем ($ 2—5) лемму, 
которая (помимо самостоятельного интереса) будет служить основой 
доказательства главного результата ‘работы — теоремы 1 (гл. П). В $6 
дана удобная для наших применений формулировка этой леммы. 


$ 1. Формулировка леммы. Предварительные замечания 


1. Формулировка. Следующая основная лемма является существен- 
ным обобщением результата работы (1"): 

ЛЕММА 1. Пусть дан целый примитивный кватернион В нечетной 
нормы г>1 и целое число т, взаимно простое с г. Пусть 1 — целое 
число, удовлетворяющее сравнению 


Р + т==0 (под г). (1) 


Пусть, наконец, ® — трехмерная квадрируемая коническая область с вер- 
шиной в начале координат (0, 0, 0) и телесным углом Х`>>0. Обозначим 
через 1(В, ©, 1; т) количество целых примитивных векторов Г. нормы т, 
которые лежат в области ® * и для которых кватернион 1-- Г, делится 


справа на В. Тогда при т-> со 


л а о 
1(В, 6, т) 152 (т), (2) 
Ари 
РГ 
где # (т)— количество целых примитивных векторов нормы т; постоян- 
ные, входящие в асимптотическое равенство (2), зависят лишь от г и ©. 


* Вектор Ё =12- у:-+-2к мы отождесгвляем с точкой (т, у, 2) пространства. 
Мы говорим, что Г Е 6, если (2, у, 2) 6 ©. 
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2. Предварительные замечания. Прежде, чем приступить к 
доказательству леммы 1, сделаем некоторые замечания, поясняющие 
и уточняющие ее формулировку. 
1°. Асимптотическое равенство (2) следует понимать так, что по лю- 
бому => 0 можно найти такое число ту, зависящее только от в, ги ©, 
что при т_> ть 


и —е) 


^ $ (т) 


Е. 
пы а 


р\ рт 


< ИВ, 6, 6 т) < 


Отметим, что мы допускаем и тот случай, когда ) =4т и © совпадает 
со всем пространством; от конической области © требуется лишь, чтобы 
она была квадрируемой по Жордану. Далее, замечаем (ср. введение, 
$ 2), что 


где произведение берется по всем простым делителям р числа г, есть 
количество примитивных примарных кватернионов нормы г. Поэтому для 
любых двух примитивных кватернионов А’и К” нормы г при т-> со 


(В, в т - ЕВ”, ©, т). 


Делимость [+ 1, справа на В означает наличие следующего равенства 
в кватернионах: 


1+Е=О0БД, (3) 


где 0 — целый кватернион. 
2. Если Аи ДВ" ассоциированы слева, а 1[==Г (шо4 г), то 


#(В’, ©, Г, т) = ЦЕ", 6, 2; т). (4) 


Поэтому мы можем считать кватервион Е примарным, а число [| выбрать 
подходящим образом по модулю г. 

3°. Асимптотическое равенство (2) нетривиально лишь в случае, когда 
действительно 'имеются примитивные векторы нормы т, т. е. [см., на- 
пример, (?5)] в случае, когда т> 0 и 


т==1 или 2(то@4) или т == 3 (шо 8); (5) 
при этом, по теореме Гаусса (см. там же), 


121 (— т), если т==1 или 2 (шод 4), 


О 81 (— т), если т==3 (вод 8), (6) 


где Ай (— т) есть количество классов целочисленных собственно прими- 
тивных положительных бинарных квадратичных форм определителя т. 
В дальнейшем мы будем предполагать условие (5) выполненным. Тогда, 
по теореме Зигеля [см. введение, формула (1)], 


1 | 1 \ 


| 
— {= 


хи” с Ито (7) 


р 
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где х. >0 их. >0— постоянные, зависящие лишь от произвольного 
=> 0. 
4?. Наконец, заметим следующее. В формулируемой лемме конус © 
предполагается фиксированным и не зависящим от т *. Однако мы 
фактически будем доказывать более сильное утверждение, допуская не- 
которую зависимость ©”) (с данным телесным углом Х > 0), но такую, 
что все ©“ равномерно относительно т квадрируемы, т. е. площадь 
покрытия границы ©“) в стандартном разбиении пространства равно- 
мерно относительно т стремится к нулю вместе с рангом разбиения. 
В частности, этому условию удовлетворяет случай, когда @”) полу- 
чается из ®® вращением около вершины. Этому же условию удовлетво- 
ряет случай, когда ©” есть выпуклый конус (или даже разбивается 
на ограниченное количество выпуклых конусов). 


$ 2. Основные кватернионные равенства 


1. Разбиение трехмерного пространства на элемен- 
тарные конические области. Основные кватернион- 
ные равенства. Зададимся малым числом е, >> 0 и рассмотрим разби- 
ение трехмерного пространства на непересекающиеся конические об- 
ласти ©,,6©.,..., ©, с вершинами в начале координат (0,0, 0) и 
угловыми диаметрами <.е.. Такое разбиение, например, легко произво- 
дится областями, проходящими через параллели и меридианы единич- 
ного шара. Мы можем считать, что число п ограничивается сверху по- 
стоянной, зависящей лишь от а1. 

Пусть $ — целое число, определяемое неравенствами: 


(16^) Ут < "° < (1672) Ут. (8) 


Подберем целое число [1 так, чтобы 


в + т 
Йй + т==0 (шо4 г*), 11 ==[(тоаг), о.н. д. ее РИ ел 
(9) 
В силу условия‘ (1), это возможно. Пусть 
Е ИЕНЛЕ (10) 


суть все целые примитивные векторы нормы т, лежащие в области ©, 
(& =1,2,... , п). Ясно, что 


пет аи (т). (11) 


Для некоторых Ё возможно, что & = 0. Так как целый кватернион 
1+ 10 примитивен (то4г) и 


М№М(1- 1) = + т=0 (шо4 г°), 


* Легко видеть, что если допускать произвольную зависимость © от т, то 
т, 
лемма будет просто не верна: по любому ^ < 4п можно построить область ©, 
вовсе не содержащую точек Г.. 
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то (замечание 5) однозначно найдется примитивный примарный кватер- 
. к 
нион В® нормы г, делящий п + Г ) справа: 


1 УВЫ, 1=1, 9 оба он 
где У® — целый кватернион, простой по норме с В®. Можно записать: 
к К Е К Е 

В = В Вы... НЫ В, (13) 


где В? — примитивные примарные кватернионы нормы г, однозначно 
не 
определяемые кватернионами В®. 
2. Четырехмерные области операторов. Каждой трехмер- 


ной области векторов ©,(Ё =1,2,...,п) нашего разбиения мы сопо- 
ставляем четырехмерную область кватернионов О, следующим образом. 
Внутри каждой из областей ©,, ©,,..., ©, фиксируем какие-либо оси, 


например, проходящие через их центры тяжести. Пусть М» — вектор 
(не обязательно целый), лежащий на оси области ©,. Совокупность кватер- 
нионов Х (не обязательно целых), для которых ХМ, Х 166, мы назовем 
областью О». Ясно, что О»; есть коническая область в четырехмерном 
пространстве. 

Пусть сх — четырехмерный телесный угол области О, (легко дока- 
зать, что она квадрируема), «»х = 2=? — телесный угол всего четырехмер- 
ного пространства, \ — трехмерный телесний угол области ©, № = 4* — 
телесный угол всего трехмерного пространства. Тогда 


< ^ п 


=, м=-Х (14) 


60 


> 
(-2 


На нетрудном доказательстве этого предложения из геометрической 
теории кватернионов мы не останавливаемся. 

3. Формулировка утверждения о кватернионных ра- 
венствах (12). Главная трудность доказательства основной леммы за- 
ключается в доказательстве следующего утверждения (А): пусть Ух, »› — 
количество индексов #(1=1,2,...,14) в равенствах (12), для которых 


к к к к С 
В За = В, а кватернион В® = В® .. - В принадлежит области Ох. Тогда 


найдется такое 5,(1<5.< $), что для каждого Ё или & <" ‚ или 


при т-—> со и фиксированных А, ©,, 0.,..., О, 
Ра | # (т) 
ео (>). (15) 


Доказав утверждение (А), мы уже без труда выведем из него в $ 5 основ- 
ную лемму. 
4. Вспомогательное предложение о целых точках на 


четырехмерной сфере. Нам потребуется следующее предложение, 
доказываемое известными средствами аналитической теории чисел 


[см. (28)]. 

Замечание 16. Пусть © — четырехмерная квадрируемая кониче- 
ская область с вершиной в начале коодинат (0, 0, 0, 0) и- телесным углом 
®>> 0; и — нечетное число. Пусть А и В— примитивные кватернионы 
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с Условием М№(А) М(В)\ и. Обозначим через (0, А, В; и) количе- 
ство примитивных примарных кватернионов нормы и, лежащих в обла- 
сти О и делящихся на А слева и на В — справа. Тогда при и-> со и 
фиксированных О, А, В * 


- и 4 
29, 4, В: — уумеу ая (+). и) 


где произведение берется по всем простым р, делящим и, но не делящим 
№ (А) № (В). 


‚ Применяя замечание 16 и учитывая (14), мы, по е,>0, найдем та- 


кое /о, зависящее только от ©1,..., ©, что для И 
1) количество примитивных примарных кватернионов ТР, че Ау, 
где К:,..., В; — примарные кватернионы нормы г, с условиями В; = В, 
В-.... А: О, „равно 
АЕ ; 1 
ЕВС Па +--)а +59), 101 <1; (171) 
рт 


количество таких кватернионов с дополнительным условием, что 
В;... В.В, примитивен, где А, — фиксированный примитивный кватер- 
нион нормы г, равно 


за ; 
ем’ тие. ПРЕН (17») 
2) количество примитивных примарных кватернионов В;В;....В: 
с условием А; + В или В; ,... В, $ О, равно 
А 1 ры 
2-я)” Па+-)а+-9, < (47,) 
р\т 


количество таких  кватернионов с дополнительным условием, что 
В;... В.В, примитивен, равно 
- 1 ь 
(2-я) ачь9, < (17.) 
5. Выбор группы равенств /[; {+ [ =УВ. Приступим к дока- 


зательству утверждения (А). Пусть оно не верно. Тогда хотя бы для 
1 (т 
п т 


одного № из 1,2,...,п с условием &, >. найдется такое 9 > 0, не 


5 
зависящее от т, что для некоторых $1 = [5] фиксированных вто- 


рых индексов 1 < д< < Л, где 
1—6 2 — ДРЛ +. и» № $ — Л 2], 


имеют место неравенства: 


м кие“ (оф, Арена) (18а) 
(для всех /1,...,/ одновременно), или имеют место неравенства: 

ук, >И“ а (186) 
(опять-таки для всех ]1,...]»,), Когда т пробегает некоторую возра- 


стающую до бесконечности последовательность (далее на протяжении 
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всего доказательства утверждения (А) мы будем считать все рассмат- 
риваемые числа т принадлежащими этой последовательности). В силу 
неравенств (8), 


Што Я 2х8 из Шт, (19) 


где постоянная х, >0 зависит лишь от г, х›>0 зависит лишь от 
@уо, би изв > 0. -зависитотоги® у соли: 

В дальнейшем мы ограничимся лишь случаем, когда имеет место ке- 
равенство (18а). Случай неравенства (186) рассматривается вполне ана- 
логично. 

Итак, пусть выполнено условие (18а). Из равенств 


ЕВ о 
выберем {’равенств 
[1 —- ИВ = У:В., В; Е Ва Вы. .. Ви (: о ‚р ва 9 Г) (20) 


(не нарушая общности, меняем индексацию), которые обладают тем свой- 
ством, что для каждого & количество вторых индексов } из фиксиро- 
ванного выше набора 7]1, /2,...,]з © Условиями 


В.; == А; ... т Е О, Ву — 8. 


будет 
7 ^ 51 
<( я те (24) 
Докажем, что тогда 
9» -: в (22) 
ея 
Действительно, в матрице индексов 
Чл 
(2*,, Л), “5” (2х., 1з1) 


имеется (1, —Г) строк &, в каждой из которых 


а 


индексов ] с условиями 


(Ко) (т 
В; 60, Е. =Р. 
С другой стороны, в каждом столбце этой матрицы количество таких 
индексов 7 оценивается сверху неравенством (18а). Поэтому 


ыы ок 


а 
2 
Итак, неравенство (22) доказано. 
6. План дальнейших рассуждений. Набор { равенств (20) 
с условием (21) будет для нас основным. В $ 3 мы оценим сверху ко- 
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личество всех примитивных кватернионов В нормы 7° с единственным 
условием (17). В $4, используя лишь (22), мы оценим снизу количе- 
ство различных кватернионов В; в равенствах (20). Окажется, что эти 
две оценки для больших т несовместимы. Это и докажет утверждение. 
Наконец, в $ 5 мы выведем из утверждения (А) основную лемму. 


$ 3. Оценка сверху для количества различных кватернионов В 


1. Формулировка результата. Пусть и; — количество прими- 
тивных кватернионов нормы г: 


В: = АА. 


где А» — примитивные примарные кватернионы нормы ох, причем для 
каждого # количество индексов ] из ранее фиксированного набора 
Л» ]›..-,]» ДлЯ Которых В; = А;,В1...Вы ВО и Ву =В, бу- 
дет меньше 
Ее > 
я. 
(1 2) ) 4 с (г) “1 
В этом параграфе мы докажем, что для достаточно малых г. `>0 (см. 
$ 2, п. 4) 


Це 
и «т? у (23) 


где р > 0 — постоянная, зависящая лишь от 11,..., 1, ГИ, ж>0— 
постоянная, зависящая лишь от р. 
2. Доказательство оценки (23). Каждый кватернион 


В;:=А,...Ви 
составляется из частей 
Вы... Вы, Веры... Вулчь.. Вы. Вуа 
а р Ва . 
Поэтому, в силу оценок (17), количество кватернионов В: = А... Ви 
у которых на $» заданных местах из числа ]1,...,]в, выполняется ус- 
ловие 


Ва =А, В: ЕО, 
а на остальных ($1 — 52) местах из числа /1,...,/з, Это условие не вы- 


полняется, равно 


и. : (4 - СВЕ Иа -)- а-+%5... +») 


с (г) 4т © (г), 
р\г 
Поэтому 
511 ^ Пл 9 
„< и РЕ С =) (1 4 9) | 
С ыы 1 


а <(1-— 2) те) $1 
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Теперь из (24) мы уже без труда получим (23). Обозначим, ради 
краткости, 


^ 4 
тя = В, 5: =" Ш, $ =. №. 
Рассмотрим 
51! 1 (> 1 у 
52! (51 — $2)! ве б т 4 с (г) т 
а. (уз ши)! 21 т ид р) Ш фт 1 т 
(бо шм)! (уа т — > шт) В (1—В) . 
и ^ й 
где, в силу $5 < (1 — =) КО. бя 


12< (1 = 2) Ва. 
Применим формулу Стирлинга в простейшем виде: 
(>) <и <2У2=ъ(--) 
тогда после легких выкладок получим: 
511 л Я 52 Х 1 $1—83 
521 (51 — 52)! (= а. (1 — т Г) -- 
— У2=и штт” То уз (И--уа) 1 (уз) — та Ма руз а В--Оа— Уз) 10 (1—8). 
Функция 
7 (12) = 11 1111 — (11 — 12) 11 (11 — 12) — в Шт + 118 (1: — 12) (1— В) 
такова, что 7 (В11) =0 и ] (12) >0, если О< т, < В\!. Поэтому 
Ив) < 1 ((1— 1) в) <. 
Обозначая 
—1((1— в) = 320, 
мы будем иметь: 
51| Х Л $2 Х 1 $1—52 а 
па (81 — 8 (===) (1 жь и, <2У2=,штт-®. (25) 
Далее, в силу (8), 
: ый 
“ (1 ъ >) <«Ут. (26) 


Наконец, для достаточно малых з, > 0 


(1 - =): = та щ (1—2) < тр, (27) 
Поэтому неравенство (24) дает: 
ВА 1 = == Е 
и, < (1—2): = д я-2 Утыат-т-.ж, Ут-те <Зжт? 


для достаточно больших т. Тем самым оценка (23) доказана. 
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$ 4. Оценка снизу для количества различных кватернионов В 


1. Формулировка результата. Пусть № — количество различ- 
ных кватернионов В; в равенствах (20). Основной целью этого парагра- 
фа является получение следующей оценки снизу: 


т 
(ме 
А Ша (28) 
где >> 0 — произвольно малое число, а х>>0- постоянная, зависящая 
только от ®. При этом мы воспользуемся лишь тем свойством равенств 
(20), что их количество {оценивается формулой (22) или даже нера- 
венством 


х 
1 «Эт? 7. 

2. Два вспомогательных предложения из теории би- 
нарных квадратичных форм. Для доказательства оценки (28) нам 
понадобятся следующие два простых замечания. 

Замечание 17. Пусть х(х, у) = (х2? -- 2Вху -- 1у?) — положитель- 
ная целочисленная бинарная квадратичная форма определителя а и де- 
лителя 5. Тогда количество представлений Ф(х, У) суммой трех цело- 


з 
численных квадратов, о (х, у) = р (ах - 6:9), будет 
9=1 


< И-. н, д. (=, 5), (29) 


где => 0 — произвольно малое число, а х > 0 — постоянная, зависящая 


только от *. 
Доказательство. Используем метод Гаусса для нахождения не 


примитивных представлений формы ф(х, у) суммой трех квадратов (см., 
например, (?5), стр. 141—142; при доказательстве этого замечания мы 


| пользуемся применяемыми там обозначениями). Обозначим 


е= о. н. д. (а56'— аз», аз61 — а16з, а165 — аб 1). 
Заметим, что 5 `\\е и что е? \ 4. 
Прежде всего мы видим, что нам достаточно оценить количество 
представлений, принадлежащих к данному делителю е и с данным 
х = 0. н. д. (а1, а», аз), хр =е, ибо количество пар (х, |), хр =е, е?\а, 


будет <х„®а:. 
Но количество последних не более, чем количество чисел [\ из ряда 


0, 1,....,—1, для которых форма 
1 Хх 
РА а аи 
т 
‹ 0 —_ 


и 


целочисленна, умноженное на количество примитивных представлении 
формы $’ суммой трех квадратов. Так как количество примитивных пред- 


* Более точный результат можно получить, пользуясь методом Зигеля [см. (?"), 
(28)]. Здесь мы даем элементарное доказательство нужной нам оценки (29). 
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ставлений $’ суммой трех квадратов < аЕ, то нам достаточно оценить 
количество таких ^. 


а 
Не нарушая общности, считаем, что & взаимно просто с -=; (в про- 


тивном случае форму $ заменим ей эквивалентной). При условии пред- 
ставимости коэффициенты формы $’: 
ба 5 3 х?а 
асы), мс ++ | 
должны быть целыми числами, т. е. ^, О <^ < в, должно удовлетворять 
сравнениям: 


5 (— «А У ==0 (04 е»х), 
8 [(— а - Вх)? -- а = | =0 (ппо4 «е?). 


Так как 6`\\е, то мы можем положить е =6е:, где е, — целое число, и 
+ — ==0 (под еах), 


(— < + Ва + == Е ==0 (од вед). 


Пусть — а + Вх =е,хё, где &, в силу первого сравкения, — целое число. 
Тогда второе сравнение' дает: 


в=— 4 (шов “+). 
#2 * 


Количество различных # (по ==) будет 


5 а 8 4 д 
<= х(®) (-=) у. в. 2. (==, г < ае Ус. н. д. (== у 5). 


Но если Г==Ё (под =), то, определяя ^’и ^” из уравнений 


— “^'- Вх =емхГ, ° — А” - Вх = ем", 
будем иметь: 


5 
— 216 = Ш. 


5 ый 5 
Е № (под в в) з 


5 
Поэтому классу + (по =) отвечает не более одного Х из промежутка 
и 
Замечание доказано. 


Замечание 18. Количество классов положительных бинарных ква- 
дратичных форм определителя 4 с данным што 


< Эа: о. н. д. (а, шао), (30) 
где <>0 — произвольно малое число, а х® >> 0— постоянная, зависящая 
только от в. 

Доказательство. Действительно, пусть (а, 6, с), 2 | 6|<а<с,— 
приведенная бинарная квадратичная форма определителя 4 = ас — 6?, 


причем ш1пф = а. Тогда количество таких форм (а следовательно, и ко- 
личество классов) не превосходит количества решений сравнения 


2 = — 4 (шо а). 


Но количество решений последнего оценивается неравенством (30). 
Замечание доказано. 
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3. Сопряженные пары. Сопоставление им классов по- 
ложительных бинарных квадратичных форм. Пару (Гл, Г.) 
двух целочисленных примитивных векторов Г, и Г, нормы т мы будем 
называть сопряженной, если 1 + Г, (где [, — фиксированное в $ 2 чис- 
ло) делится справа на некоторый (примитивный) кватернион В нормы 
г’, а1-+- Г, делится справа на сопряженный ему кватернион В. Оценим 
сверху количество таких пар. 

Каждой сопряженной паре (Гл, /.5) мы будем сопоставлять (см. введе- 
ние, $ 2) приведенную целочисленную положительную бинарную ква- 


Е. форму $ = (а, 6, с), 2|6| За с, определителя т=ас — 6?, 
управляющую поворотом (Г, Г»): 
РР ЕАС ИАА РА Ыб, (31) 


где А и С — целые кватернионы, причем М (А) =а, М№(С) = с. 
4. Оценка количества сопряженных пар. Докажем, что 
количество сопряженных пар 


Ио 
< та \", (32) 


где => 0 — произвольно малое число, а х® >> 0 — постоянная, зависящая 
только от $. 

1) Прежде всего мы докажем, что количество сопряженных пар 
(Г., Г»), управляемых заданной формой (а, 6, с), 26| <а<е, 
`4е% (а, 6, с) = т, при условиях 


1/4 4 
у. <а<И т? д 10.‘ ‘(т д) =. (39) 


‘где у удовлетворяет неравенству 


о Я 
1< т ь у т, 
оценивается сверху неравенством: 


те "уе. (84) 
а) Учитывая (31), имеем: 
Е Ра = АВ = И”, В, 
АИГ) А=Ь-ГЬ, И,ВА = АИ, В, 


| 
| 


и так как, в силу (9), о. н. д. (№(В), № (И’,)) = 1, то 
ВА=О (шо В справа). 


Отсюда (см. замечание 8, следствие 3) 
25с (ВА) = 25с (АВ) == 0 (то4 г?). (35) 


Аналогично, 
СЕЛ, ИВС СУ,В, ВС == 0 (шо В справа), 


(36) 
25с (ВС) = 25° (ВС) =0 (шод °). 
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6) Далее, учитывая (8) и (33), по неравенству Коши (см. введение, 
$ 2, п. 2), имеем: 


воделзал ужи ы 
2 | $е (АВ) | <2 УМ (В)М(А) <2 И 16 И т: <16тт?, 


(37) 
2 | 3 (ВС) | <УМ®)М@ =2Ин ВМ сбит + . 
Но (35), (37) и (8) дают: 5 (АВ) =0, и мы можем положить: 
Н. = АВЕ в ВИ, 
Н. = ВС = (а + в + в + 6), 
где а, =, 2% и |9 8, &з суть целые числа. В силу (37), 
14| < И (38) 


в) Каждой паре кватернионов Н! и Нь отвечает не более двенадца- 
ти сопряженных пар (Г1, Г»): так как Н.Н, = г*АС = гз (6 -- [1) и так. 
как г? и 6 заданы, то Г. определяется однозначно; кватернион А дан- 
ной нормы а определяется из равенства 6 -- Г, = АС однозначно с точ- 
ностью до ассоциированных справа; Г. = А\1Г. А. 

г) При данном 4 оценим количество пар кватернионов Н\, Н.. Для 
этого рассмотрим форму 


3.2 т я ” 2 ” 
М (Нид + ни) = (59) + (2+ - У) -+ (2+ у) + (2 1 у) . 
Так как, с другой стороны, 


М (Нид + Ньу) = М (Н12) + М(Нуу) + 25° (Нах. Ньу) = 


= = (аа? + 25а + су), 
то 


73 [(4а) 2* - 2 (46) ху + (4с — ат) у?] = 
= (2812 + 519) - (262 + 83), (287 - взу)?, (39) | 
и мы имеем представление бинарной формы 
ф = гз (4а, 46, 42 — 47°) 
определителя 
де’ ф = г? (167% — 4а4т®) 
суммой трех линейных целочисленных квадратов. Пусть 
о. н. д. (4а, 46, 4с — 41°) =е!. 
Тогда е, \\4т, е `\\4а, е, \\4е. Поэтому количество таких представле- 


& ’ ’ ’ ” п" в 
ний (при данном 4), т. е. количество чисел 1, 85, 83, 81, 85, вз будет 
(замечание 17) 


< «(ав уз с. п. ре а") = 
ч г 
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> ^ 
— 0) [2-2 (16т — 4ааг*)] * уе го №: Е , < 
бт 
о® = 
«тес? < дите (40) 
. Оценка 


ибо о. н. д. (16т — 4а4г®, г) = о. н. д. и УЗ) 
д) Количество различных 4 оценивается неравенством (38) 
(34) следует из (40), (38) и пункта в) * 
Для этого разобъем 


2) Теперь мы можем вывести неравенство (32) 
т на частичные промежутки точками 


` промежуток от 0 до = 
1 —- о 
Е 4 ао м 
т? И 1” = 
5 бт, и 3—7 
ры у 
с” 1 я 4 >—* 
А ибе 


ЕЯ 
Евы 


Л 
ВИ - 
Количество а с данным о. н. д. (а, т) =е в промежутке 
Л та — У +: ГЕ = 
я 4 <а< 37а (=1,2, о) 
будет 
= |: 
1 4 == 
Е рези 2 
= 5 3_т 


Поэтому, согласно замечанию 18, количество форм (а, 6, с) определите- 


Эм: 2 бас, 


1 с и й 
75 ыы а< р т я 
будет 
— Г 1 1 _ 
= : | на в ОыЕ Е 
е 5 “12 Е 1 
> 
ь В 
Значит, в силу (34), количество сопряженных пар, управляемых такими 
формами, будет 
= а = 1 Е в тЫ м 
т 2 т, РР = В В | (=) ть: . (=) и 
т в аа (90 = т < ж7 т * 
[2 


< 


1 


* Используя условие, налагаемое на 4: 4с — 4" == 0 (п1о4 е1), мы легко докажем, 
2 можио опустить 


что в неравенстве (34) множитель с 
Известия АН СССР, серия математическая, № 4 


3 
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Отсюда уже непосредственно следует неравенство (32), ибо 
о (=) = 
< х, Шт< ют", 


а количество е\\ т будет < «те. 
5. Доказательство оценки (28). Переходя к другой индекса- 
ции В; в равенствах (20), запишем их в виде 


и = И.В, (1, а. т #1), 
Да = ВЬ и (БЕ-и-ы ева 02 (41) 
1 -+ 11 =У,:Вь (На-На), 


(т 
где все В;, В,,..., Ви различны, 9, |... = т. . Построим 


о -...--%, различных сопряженных пар (Г, Г;) следующим обра- 
зом. Пусть 


Е =ИВь, ВБ =И,Вь, 


где ги 7 взяты из чисел а, |. 4 -1,..., а. Ра + (при 
этом они могут совпадать). Переходя во втором равенстве к сопряжен- 
ным, получим 


В+ Г; = У,ВЬ 


т й РАЙ Г Р а 7’ е: 
где У; =И, Г; =— В; Р,Вь. Легко доказать, что /„, есть целый прими- 
тивный вектор нормы т: действительно, 


(2/3 = (— ВЕ Ч,Во (— ВЕЧ.В) = — т, 


и Г; есть вектор нормы т; в силу Ц -- Г: =Т,В, это есть целый век- 
тор; наконец, он примитивен, ибо о. н. д. (№ (В), № (Г, =1 и Д/Д; при- 
митивен. При этом очевидно, что разным Г; соответствуют разные 1... 
Таким образом, мы получаем 21 22 -+..--- 0 различных сопряженных 
пар (Гл, /,;). р 

В силу неравенства (32), алгебраического неравенства Коши 


2 2 1 
В Ва 


. 


неравенства 


1 > ы 8 (т) 


э 
21 шт 


и оценки Зигеля (7), мы будем иметь: 


В: = м 23%: (# (т) 1 т 
13 о Ни, > а ож № —. ой 


откуда и получаем оценку (28). 


|] 
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$ 5. Завершение доказательства леммы 


1. Доказательство утверждения (А). Так как, 


очевидно, 


% < и1, то для подходяще подобранного =>>0 и достаточно больших т 
оценки (23) и (28) несовместимы. Тем самым мы привели к 
чию сделанное в $ 2 предположение о том, что утверждение (А) не верно. 


Итак, утверждение (А) доказано. 


противоре- 


2. Вывод основной леммы из утверждения (А). Так как 
область ©, ма. то по ве; >0 можно найти такое в, >> 0, что угло- 


` вая ®.-окрестность ©“ границы области © будет иметь телесный угол, 


меньший =). Рассмотрим коническую область 6’ = © / 6®), состоящую из 
точек области @, не входящих в 6. Ее телесный угол `›>(1—е;) ^. 


Построим разбиение 11,.. 


^/ 
И: 2 


коническими областями с угловым диамет- 


ром <: и применим к ©’ (вместо ©) утверждение (А). Тогда для не- 
которого ЕС 50 ШО ®. >0 можно найти такое т., что при 


# (т) 


т > пу или < ‚ или 


пт 


Ч ох 
о 


( 
Рассмотрим преобразование совокупности #(т) векторов [4 


ляемое формулой (ср. равенства (12)): 
ВО Вып че. В 


(42) 


м опреде- 


(43) 


(к) 
Как и выше ($ 4, п. 5), докажем, что [№ суть целые примитивные 


К ^ (К й 
векторы нормы т. При этом разным ГА ) отвечают разные ТА о ибо ина- 


че, по формулам (12), 


В у В: = 1) ВОуе (2) В: : 
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[3 Г: №) р, ^ ^ о. 
В ВИ, =, деыф, Ша 


10 


В (К) 3 
Заметим, что если Ви ЕО Ялте А, то 2 ”лежит в 


| х х 
`и так как В ) АРТ: Ал, В: =... В суть примитивные при- 
| марные  кватернионы (см. введение, $ 2, п. о о (см. замечание 5) 


области @ 


и1 +1, делится справа на В. Поэтому неравенства (42) дают (если 


учесть формулу (4)): 
о 
+ (В, ©, 1 т)>. > Ум. >а-ыа (т 


К=1 


Й 
что для т > т 


# (В, ©, В т) > 1-Е (т). 


(=) 
Применяя утверждение (А) к области 6” = 6] 6“ (т. е. 
`ширению области ©), точно так же докажем, что по >>0 можно найти 


такое т,, что для т > т, 


РОГ: т) а) до! (т). 


Тем самым мы, наконец, доказали основную лемму. 


пи), 
ш м 


> а й 
и, в силу произвольности ев. >> 0 из; >> 0, по з>> 0 можно найти такое т, , 


к ®-рас- 


З* 
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$ 6. Следетвие из основной леммы 


1. Формулировка. Для приложений в следующей главе основную 
лемму целесообразно формулировать иначе: 

Следствие. Пусть даны целые кватернионы В; и В. с условием, 
что В.В. есть целый примитивный кватернион нечетной нормы г>1; 
пусть т — целое число, взаимно простое с г, а [ удовлетворяет сравнению 


Р-+- т=0 (од г). (44) 


Пусть, наконец, © — трехмерная квадрируемая коническая область 
с вершиной в начале координат и телесным углом \ >> 0. Обозначим через 
1(В,, В», ©, [; т) количество целых примитивных векторов Г, нормы т, 
которые лежат в области ®, и для которых кватернион 1 - Г, делится справа 
на В., а слева — на В». Тогда при т-> > 


Ри (45) 


ет 


р\т 


| 
< | -- 
Га 


Сама лемма есть частный случай формулы (45), когда А. =1, В, = В. 

2. Доказательство. К повернутой области 6’ = А, '®В, с те- 
лесным углом ) применим основную лемму, положив В = А, В.. Если 
целый примитивный вектор Г” нормы т принадлежит области ©’, а ква- 
тернион [1 -- Г” делится справа на В, то Г. = В.//В.' есть целый при- 
митивный вектор нормы т (ср. выше, $ 4, п. 5), лежащий в области ©, 
причем [--Г, делится справа на В;:, а слева— на К,. Как и ранее 


($5, п. 2), можно доказать, что разным Г’ соответствуют разные Г, 
поэтому 


А, В бт = Вы, 


Следствие доказано. 


ГЛАВА П. ТЕОРЕМА О ЦЕЛЫХ ТОЧКАХ НА НЕКОТОРЫХ ЭЛЛИПСОИДАХ 


В этой главе формулирован ($ 1) и доказан ($ 2) основной результат 
статьи — теорема 1 о целых примитивных точках на эллипсоидах доволь- 
но общего вида. В $ 3 теорема 1 переносится на все целые (в том числе, 
непримитивные) точки (теорема 2). 


$ 1. Формулировка основной теоремы. Ее частные случаи 


1. Формулировка основной теоремы. Следующая теорема 
(ее мы уже формулировали во введении) решает задачу, поставленную 
в начале работы, для некоторого типа положительных тернарных квад- 
ратичных форм: 

ТЕОРЕМА 1. Пусть }(5, у, 2) — положительная тернарная целочи- ' 
сленная собственно примитивная квадратичная форма нечетных инвариан- 
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тов [", 1] (т. е. О=г, А=1) *, принадлежащая роду Фут, с харак- 


терами (=) —=1 для всех простых р\г. Пусть в — целое нечетное 


число с условием т +1. Наконец, пусть © — квадрируемая коническая 
область с вершиной в начале координат и }-эллиптическим телесным 


углом \>>0 **. Рассмотрим целое число т, взаимно простое с та, и це- 


лые числа 1%, Ус, 20, Удовлетворяющие следующим условиям: 


7 (%о, Уо, 20) == (104 8 г8), о. н. д. (2%, Уо, 2°, 2) =1, 
(1) 
(-") =1 для всех простых р\\ в. 
Обозначим через 1 (}, в, 8; т) количество целых примитивных точек (х, у, 2) 
эллипсоида }(х, у, <) = т, лежащих в конусе ® и сравнимых с (то, У, 20) 
по модулю $. Тогда при т-— со и фиксированных }, 6, Е 


к 
р, 6, вт) (т), (2) 

РЕ П (1 +) 

р\тЕ .. 
где # (т) — количество примитивных представлений числа т суммой трех 
квадратов, К — количество простых делителей г, не входящих в в; произ- 
ведение в знаменателе (2) берется по всем различным простым делите- 

лям числа тв. 

Поясним формулировку теоремы. Основные понятия арифметики квад- 
ратичных форм, в частности понятия порядка и рода форм, мы пред- 
полагаем известными [см. например, (')]. Числаг и г могут быть любы- 
ми положительными нечетными, в том числе единицами; исключается 
лишь случай, когда г = в =1. В случае г =1 мы имеем класс простей- 
ших форм / = 2? - у? -+ 2?. Точно так же мы допускаем случай, когда 
Х =4х, т. е. когда конус ® вырождается во все пространство. 

В силу теоремы Гаусса [см. гл. Т, формула (6)], &(}, 6, &; т) =0, 
если т < 0, или т ==0 (шо4 4), или т ==7 (шо 8), и формула (2) может 
быть записана следующим образом: 


5 2” т й (— т), если т==1 или 2 (шо4 4), 
п 
Пе 


[ 

| 
(рб, вт) — | их 

] 

| 

| 


а й (— т), если т == 3 (шо4 8). 
п 

г? П А — 

ПА+,) 


Асимптотическое равенство (2), так же как и (3), мы понимаем сле- 
дующим образом: по ®>>0 можно найти такое то, зависящее только от 


* О — общий наибольший делитель коэффициентов формы, взаимной с }; ©?Д = 4е% {. 

** Мы говорим, что @ имеет }-эллиптический телесный угол ^, если в результате 
линейного однородного преобразования, переводящего } в =? -{ у? -| 27, @© преобразуется 
в коническую область с (обыкновенным) телесным углом ^. Легко видеть, что }-эллип- 
тический телесный угол определяется лишь ] и ©. 
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1, б и <, что для т> то 


ок 
и Г (т) < 2 (7, 6, 8; т) < 
та? а 
ДИ» 
эк 
< 52%). 
ПИ +») 


Фактически мы доказываем утверждение несколько более сильное, 
чем формулировано в теореме. Именно, утверждение остается справедли- 
вым, если, фиксировав лишь г, 8 и > 0, допускать зависимость ] и 6" 
от т с тем единственным условием, что все ®“”” равномерно относитель- 
но т квадрируемы. Таким образом, при этом условии ть зависит только 
отг, си ^. Условию равномерной квадрируемости удовлетворяют, в ча- 
стности, области ©”), распадающиеся на ограниченное количество выпук- 
лых областей. 

Отметим, наконец, что первое из условий (1) можно ослабить, потре- 
бовав лишь а) выполнения родовых условий (сравнение ] (х, у, 2) ==т (то4 8г) 
разрешимо в целых х, у, 2 с о. н. д. (5, У, 2, 2) =1) и 6) выполнения 
сравнения / (5%, Уо, 20) == т (шо4 2), ибо тогда можно найти такие 


(2 о 20) == (о, Чо, 20) (под 8), 


для которых уже выполняются первоначальные условия (1). 
2. Частные случаи основной теоремы. Теорему 1 мы до- 


кажем в следующем параграфе. Здесь же формулируем ее важнейшие 


частные случаи. 

ТЕОРЕМА 1а. Пусть $ >1 — целое нечетное число, а ® — квадрируе- 
мая коническая область с вершиной в (0,0, 0) и телесным углом \ >> 0. 
Рассмотрим целое число т, взаимно простое с в, и целые числа ту, Ух, 2, 
удовлетворяющие следующим условиям: 


==20 -- У -| 20 (шод 8$), о. н. д. (2, У, 20, 2) =1, 
(4) 


(- >) —=1 для всех простых р`\\ в. 


Обозначим через 1 (©, 5; т) количество целых примитивных точек, лежа- 
щих в сферической области, вырезаемой на шаре 2? + у? + 2? = т кону- 
сом ®, и сравнимых с (то, Уз, 20) по модулю в. Тогда при т-> со 


(т) 
(+1) Г 


1(6, 2; т) — ы : 
4 =? М 


р\Е 


Следствие 1 *. Если найдется такое простое число 49, что 


— 1 
( == 1, то количество 1 (©; т) всеф целых примитивных точек, ле- 


* Набросок доказательства этого утверждения дан Ю. В. Линником в работе (1). 
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жащих в указанной сферической области, при т осо удовлетворяет 
асимптотическому равенству 


#6; т) — ее (т), (6) 


где знак эквивалентности зависит от 4.‘ 
Следствие 2. Если выполнены условия (4), то количество & (5, т) 

всех целых примитивных точек сферы 2? у-+ 2 = т, сравнимых 

с (1, Уо, 20) по модулю &, при т-—>оо удовлетворяет асимптотическому 


равенству 


О т (7) 


ТЕОРЕМА 16. Пусть квадратичная форма Г(х, у, =) принадлежит 
роду @®ь,п, где г>1 — нечетное число; @ — квадрируемая коническая 
область с вершиной в (0,0, 0) и ]-эллиптическим телесным углом \. > 0. 
Рассмотрим целое число т, взаимно простое с тг и удовлетворяющее ро- 


довым условиям формы ]: сравнение т==}(з, у, 2) (шо 8 г) разрешимо 
в целых х, у, 3 с нечетным общим наибольшим делителем. Обозначим 


через 1(7, ©, в; т) количество целых примитивных точек в эллиптической 
области, вырезаемой на эллипсоиде }(х, у, 2) = т конусом ©. Тогда при 
т— со 


бт] Е (8) 


4 
рт |1 — 
Тр 


ТЕОРЕМА 1в. Пусть квадратичная форма 1{(х, у, 2) принадлежит 
роду ©... 11, где г> 1 — нечетное число. Рассмотрим целое число т, взаим- 
но простое с ге, и целые числа ту, у, о, УЭовлетворяющие условиям (4). 
Обозначим, через # (7, в; т) количество целых примитивных решений (т, у, 2) 
уравнения }(т, у, 2) = т, сравнимых с (2%, Ус, 20) по модулю 8. Тогда при 
т—> о 

к 
Е (9) 
п еь 
р\тЕ 

Следствие *. Пусть квадратичная форма } принадлежит роду 
©, 11, где г— нечетное число. Рассмотрим целое число т, взаимно про- 
стое с г и удовлетворяющее родовым условиям формы }. Тогда количество . 
#(/, т) примитивных представлений числа т формой } при т—> со удо- 
влетворяет асимптотическому равенству: 


Г 2 | если т==1 или 2 (од 4), 
р\т 


ат 1 


вт) ге (10) 
НЫ : т .й(—т), если т==3 (пода 8). 
| °2’ в 


* Набросок доказательства этого утверждения дан в работе (1). 
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$ 2. Доказательство основной теоремы 


1. Доказательство теоремы 1а. Прежде всего докажем ча- 
стный случай теоремы 1 — теорему Ла (гл. П, $ 1). 
1°. Обозначим хё- ус] - 20 = [2 и подберем целое число { так, 
чтобы 
[2  т==0 (што4 5°). (11) 
В силу второго из условий (4), это можно сделать. Тогда первое усло- 
вие (4) дает: 


МЕ) = Р-р в=Р | т=О (шод 3), 


а потому (см. замечание 12, следствие 2) найдутся такие целые прими- 
тивные примарные кватернионы С, и С. нормы в, что кватернион ( - [о 
делится справа на С., а слева — на С»: 1+ Г. = К:С, = С.К.. 

2°. Докажем, что кватернион @.@, примитивен. В противном случае 
(см. замечание 8) найдется такой целый примитивный кватернион Т нор- 
мы Ё \ ©, что 


СОТ, = Та» [РЕ 


и, по замечанию 8 (следствие 3), 21==0 (042), что невозможно, ибо, 
в силу нечетности ©, его простоты с ти условии (4), 21 взаимно просто 
св. Итак, Са, — примитивный кватернион. 

3°. Согласно следствию из основной леммы (гл. 1, $6), для коли- 
чества 2 (С1, С», ©, [; т) целых примитивных векторов Г, нормы т, кото- 
рые лежат в конусе © и для которых кватернион /-- Г делится справа 
на С1, а слева — на (5, имеет место асимптотическое равенство: 


Х 2 (т) 
1 (Сл, Ц», ©, 1; т) а (12) 
“е 1+ 
Пи+») 


Но для каждого такого Д вектор Г, — Г. = (1+ Г) — (1+ Го) делится 
справа на С1, а слева — на С›. Поэтому, по замечанию 7 (введение), 
Г. == [о (то4 8). Обратно, если Г. ==[Г.(шо@ ©), то [-- Г делится справа 
на Ст, а слева — на С›. Поэтому количество векторов Г, == Гл, (под ©), лежа- 
щих в ©, оценивается формулой (12). 
Теорема 1а доказана. 
2. Два вспомогательных предложения. Теорему 1 мы све- 
дем к теореме 1а с помощью двух замечаний. Первое из них известно: 
Замечание 19. Пусть (т, у, 2) — форма рода @®»,\}, где г — не- 
четное число. Тогда найдутся такие целые числа с11, С1о, С1з» Сэл, Ср» Сов» 
Сз1» Сз2» Сзз, ЧТО имеет место равенство: 
З 
7(х, у, 2) = о (сих -- сву - свз2)?, 966 (с;;) = Е. (13) 
$=1 
Доказательство *. Пусть 9 = (а;;) — симметрическая матрица 
формы: 


1(х, у, 2) = а,12° + ау? + азз2? + 2аоху - 2аза2 -- 2а.зу2. 


* Доказательство, приводимое ниже, принадлежит Б. А. Венкову. 
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Так как [г, 1] — инварианты формы /, то найдутся такие пелочисленные 
унимодулярные матрицы Ц и Ц,, что 


ы 00 


ЦИ, = [Ого 
001 


Пусть И, — матрица, транспонированная с Ц;; \, = ЦИИ. Тогда 


г00 
ЩИ = [Ого |щ,, 
001 


и форма / эквивалентна форме }! с матрицей 


’ Й у. 
(Тала Таз  Г@алз 
й } й й й 
9 = ЦИИ = | га» Га» Газ |, 


у ’ / 
Газ — Газ @зз 


где а, — целые числа а, = а, Так как дер = 7?, то 
’ у / 70 — 
а.; (а а/2) = 1 (то г). (14) 


11422. 


Учитывая родовое условие формы }, из (14) выводим: 


ааа | ООО 
4-4) (5%) 6) 50- 


для всех простых р\\т. Поэтому найдутся целые взаимно простые числа 
#11 И 2.1, удовлетворяющие сравнению: 


7 22 а’ ЕЕ 
дель - бен Е @а 0 == 0 (под г). 


Подберем к ним целые числа 51, и 095. так, чтобы целочисленная под- 


611 812 0 
И = (=. 922 Й 
0 0 0 


становка 


была унимодулярной. Применяя ее к форме ], мы получим форму р», 
эквивалентную форме /. Легко видеть, что }ь (5, У, 2) =$(тх, У,2), где 
$ — целочисленная форма, деф =1, ф— 27 у 2?. Поэтому р», ас 
нею и /, суть суммы трех линейных целочисленных квадратов. 


Замечание доказано. 
3 


Замечание 20. Пусть /] (х, у, 2) = я (сих + сву + сз2)?, где си 
1=1 


суть целые числа, — форма рода ®\»„1}, где т — нечетное число, 8 — не- 
четное число, а %%, Чо, 2, — целые числа с условиями 


1 (о, Ус» 20) = т (шо4 8г#), о: н. д. (2%, Уз» 2, 2) =1. (15) 
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Обозначим через $ (г, в) количество таких решений сравнения 
1 (5, У, 2) ==т (то4 г8), (16) 
которые удовлетворяют условию 
(т, У, 2) == (%о› Ус, 50) (104 3) (17) 
и для которых системы чисел (т, у, 2): 
= С11% - с12У -| С1з2, 


= 6512 Е с52У - С5з2, (18) 
= С312 Е сз>У - 63:2 


232 


различны по модулю тг8. Тогда 
5 (г, 8) = 2^», (19) 


где Е — количество различных простых делителей г, не входящих в в. 

Доказательство. 1) Так как при замене / эквивалентной ей 
формой величина $(г, ©) не меняется, то мы можем предполагать [см., 
например, (1)], что 


7(%, у, 5) == 412? - а.гу? + азг2? (то4 7“), (20) 


где а:, а», аз — целые числа, взаимно простые с г. Пусть (сь;) =С, 
С = (с:;) — матрица, взаимная с С, 4её С =т, 4её С =г?, С =тС = (тгсь). 
Докажем, что при условии (20) 


о. Н. Д. (т, Сэл сз1) ОЙ (21) 
Действительно, 
а 0 0 Веы азазг? 0 0 
СС = |0 ал 0 (шо4 7“),  С’С=| 0 аш 0 (по 7“), 
0 Е ба 0 0 алаэг 


откуда следует: 


СааСла + Сазбот + Са1С31 ЕЕ азаз7”, 
Сааб Ня С: а Сз1Сз2 ЕЕ О, (шо 7“). 
Са1С1з + СэСаз + Сз16зз == 0. 

Решая эту систему относительно слл, Сол, Сз1, будем иметь: 


984 ЯН Е 2 
Са Е 5 азазт?с11 == азазгсл1 (по4 7?), со: == С31 Е 0 (под ?). 


Поэтому г\ о. и. д. (слл, Ср, С31) и формула (24) следует из того, что 
де (с) = 7. 


2) Как обычно, убеждаемся в том, что 


$ (г, в) = Пз(р”, р"), (22) 


ИЖ 


п п 
где р и р & — степени простого числа р, входящие соответственно в г 
ис. ` 


„> “ 
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О п т 
3) Рассмотрим 5(р",р =). Это есть количество различных (ыы) 
(по р г), для которых числа 


2 = 2 | р"Чь, 


п 
У = Ш Р 3%8,, 
удовлетворяют сравнению 


= - р" 


(т, у, 2) ==т (шоа р"""8) (23) 
и для которых системы (х, у, 2) различны (шод р""""8). Условие (23) дает: 


а; (хо -- р"ЕЫ)? -- ат (у + р")? + азг (2о + р", == т (од р" 1"), 
(алло + аьту + азгло — т) + (2а,тор"е, + аар"8 и) + 
+ гр" (2а-уой» - Зазлой, -- ар", + азр"е,) == 0 (од р”" +"), 
Зато ря, + а, р" 1 == 0 (шод р" ="), 


22 -- р"ЕИ ==0 (од р""). 


Рассмотрим два случая: 


(24) 


а) п > 0. Тогда & ==0 (то р”"), № и &, произвольны (под р""). Систе- 
мы чисел (х, у, 2): 
2 = (со + слу + С1з2о) Е сор" + сзр"ь, 
У = (215% -Ё созУо + 2350) + сор"е в, + Созр" а, 
5 == (Сз17о + Сз2Уо - Сзз50) + сор" 81 я РЖ 
будут различны (то р) тогда и только тогда, когда системы 
Суэь + сазв, 
Со + Сэзёз, 
Сзов -Е 3313 


различны (шо4 р""). Но, в силу (21), количество различных систем (25) 
равно [см., например, (?)] 


27, 


= 
2т, п 
онл р’ он д (62° 


7 
9 6зз), О. Н. Д. (сал, Сэ, Сз1)) 
Поэтому 


ртр = р И: 0). 


(26) 
6) п, =0. Тогда сравнение (24) имеет два решения: 
1 ==0 (по4 во и = — 252 (104 М 
т.е 
== (шоё р") или 2 == — % (шо4 р""); 


1 и & произвольны (по4 р”"), $ (р"", 1) есть удвоенное количество раз- 
личных (под р"") систем чисел (25), ибо если 
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—^ 


й / т Ро 
с112о + сизУо + Сз2о Е (сло + с1зВ) р = 
Е С. п 
== — С1120 + С1зУо -| С1з20 + (сз - с1з3 8) р Е, 
/ "( п 2 
соло + соо - Сэз250 + (Сь>й» + сов) р 8 = | пой мт) 
т а ( р . 
== — соо + соо -Н Соз2о Е (С525 - сз) р $, | 
/ / т, 
сало + сззУо + Сззбо Е (Сзэй» Е Сзз) р 8 == 
== — Сз1Хо Е Сз2Уо + Сзз2о + (сз25 - сззйз) р’ ] 


то 
т! (О 
Са ЕЕ С125 - С13й3 
т т! т 
СЕ Су -- с.3йз | (оЧр '), 
ии т 
Сзл ЕЕ Сз>ё> - Сззйз 


и, учитывая (21), получаем гр" ае С, что невозможно. Поэтому 


5(р"”, 1). = 2р". (27) 
4) В силу (22), (26) и (27), мы и получаем формулу (19). 
Замечание доказано. 


3. Доказательство общего случая теоремы 1. Возвра- 
щаемся к доказательству основной теоремы. 


4°. Так как /@ ©ул|, то (замечание 19) найдутся такие целые числа. 
сз; (1, ] =1,2, 3), 9е% (сё;) =г, что 
3 


1 (а, у, 2) = У (сие -Беву ева. (28) 


1=1 


Линейное преобразование 


ся + С1У - с132, = — (сах -- су = о. | 

г Ч = : 

У = саж - су Е сзу, У = ы (свт -Е с» + Сз2), (29) 
8 = Сз1% Е сз2У -- 6332, 2 = с м сз с Сзз2) 


устанавливает взаимно однозначное соответствие мМоку тозкани (1 у, # 


эллипсоида ] (5, у, 2) = т и точками (м, у, 2 2) сферы 2+ р + =т. При 
этом конической области @ пространства {х, у, 2} с [-эллиптическим 
телесным углом ) будет соответствовать коническая же область @& 
пространства {х, у 2} с обычным телесным углом }. 

5°. Каждой целой примитивной точке (х, у, 2) эллинсоида а =. 
лежащей в области. © и сравнимой с (2%, уз, 2) по модулю 8, мы сопо- 
ставим точку (2,9, 2), определяемую преобразованием (29). (, у, 2) 
есть целая точка сферы 2 ив. + =т, лежащая в конической обла- 
сти ©; так как о. н. д. (т, г) =1 и 4е (с) =т, то точка (, 9, 2) при- 
митивна. Разобъем преобразованные точки (5, у, 2) на 5 (г, $) классов 
(под гс): 


^ 


(2, у, 2) == (20, У, 20) (под тв) (@=1,2,.. ,з(м, 8), (30) 


у 9” 
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где (29, у®, 2) таковы, что (2%, у®, 20), определяемые преобразова- 
нием (29), суть целые точки, сравнимые с (ху, у, 20) по модулю в. 

Обратно, рассмотрим целые примитивные точки Ц у. 2) ‚сферы 
22 | 74 2 = т, лежащие в области @ и сравнимые с (<, У, 20) по 
модулю 78. Тогда точки (х, у, 2), соответствующие (2, у, =) в преобразо- 
вании (29), будут целыми, сравнимыми с (2%, у, &) по модулю в и 
лежащими в области ©. 

Легко убедиться, что условия теоремы 1а выполнены. Поэтому, учи- 
тывая замечание 20, получаем: 


1 (7, ©, &; т) = 3 (г, 5) + (6, га; т) =^ 


Теорема доказана. 


$ 3. Перенесение основной теоремы на все целые точки 


1. Формулировка. В теореме 1 рассматривались целые примитивные 
точки эллипсоида }(т, у, 2) = т. Нетрудно перенести полученные там 
оценки на все целые точки этого эллипсоида. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть }(х, у, 2) — квадратичная форма рода ®.л], где 
т — нечетное число. Пусть в — целое нечетное число с условием тв -=Е 1. 
Наконец, пусть © — квадрируемая коническая область с вершиной в нача- 
ле координат и }-эллиптическим телесным углом \ > 0. Рассмотрим целое 
число т, взаимно простое с г, и целые числа %%, У, ®, удовлетворяющие 
следующим условиям: 


1 (%0, Уо» 20) == 7 (шо4 гг), т = 4°та, 


т: ==1 или 2 (104 4) или т, == 3 (шоа 8), 


| 


(31) 


= я . 
( ы ) = 1 для всех простых р\\ г. | 


Обозначим через Т (1, ©, 3; т) количество всех целых (в том числе и 
непримитивных) точек (т, у, 2) эллипсоида } (5, у, 2) = т, лежащих в ко- 
нусе © и сравнимых с (т, У, 50) по модулю в. Тогда при т- с и 
фиксированных }, 6,5 


О ни (з), | (32) 


и 


где Т (т) — количество всех представлений числа т суммой трех квадра- 
тов, а К — количество простых делителей г, не входящих в в. 

Заметим, что Т (т) можно выразить через количество Н (— т) всех 
классов целочисленных положительных бинарных квадратичных форм 
определителя т [см. (?5)]. На этом мы не останавливаемся. 

Доказательство. Имеем: 


и ® т 
1 (т, 6, 5, о, Ус, 20) т). == > 1 (7, 6 .5, %, ЯВ. о #2), 


Ах 
0 пы 
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где целые числа %,, у, > подобраны так, что 
’ 1 аз Й $; 7’ / р 
(2°6ж, 289, 2°820) == (о, Уз, 20) (то4 2), о. н. д. (520, Ус, 2в, 2) =1. 


Мы можем применить теорему 1 (следует учесть замечание в конце п. 1 
$ 1 этой главы). Тогда 


| 
Твин) +0 = 
ви Пе ]] (+=) 
р\\тЕ 
У РЗ 


С —Т (т) +0(1). 


"= +) 


р тЕ 


Теорема доказана. 


ГЛАВА Ш. ОБОБЩЕНИЕ ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 


В этой главе мы обобщим лемму 1 гл. Г, что позволит нам несколь- 
ко уточнить и расширить формулировки теорем главы П. 


$ 1. Обобщение основной леммы 


1. Формулировка. Лемма 1 гл. [ может быть обобщена следую- 
щим образом: 

ЛЕММА 2. Пусть дан целый примитивный кватернион В нечетной 
нормы г>1 и целое число т, взаимно простое с г. Пусть 1 — иелое 
число, удовлетворяющее сравнению 


Р + т ==0 (шо »). (1) 


Пусть 8 — нечетное число, взаимно простое с гт, а [у — вектор с усло- 
вием М (4) = т (то 3). Пусть, наконец, © — трехмерная квадрируемая 
коническая область с вершиной в начале координат и телесным углом 
^`>0. Обозначим через Е (В, &, 1, Гу, 8; т) количество целых примитив- 
ных векторов Г, нормы т, сравнимых с [% по модулю 8, которые лежат 
в области © и для которых кватернион 1-- Г делится справа на В. 


Тогда при т-—> >< и фиксированных ® гие 


Л 


# Ц (1+ 


р\8 


(В, 6, Гы вт) —^ о 
ГО. 


Е: р\!г 
Р 


В случае, когда в =1, лемма 2 сводится к лемме 1. 

2. Набросок доказательства леммы 2. Доказательство лем- 
мы 2 аналогично доказательству леммы 1 (гл. [, $ 2—5). Поэтому мы 
наметим лишь его основные пункты. 

1°. Как ив $2 гл. 1, разобъем пространство на конические 
области @©,, 6©.,..., ©, и рассмотрим разбиение целых векторов Г, 
нормы т (той $) на классы вычетов (той &): 


ЦЕЛЫЕ ТОЧКИ НА ЭЛЛИПСОИДАХ 495 


Е и. (3) 


где 


2 (8, т) = =? ( > } 
р\а 


— количество классов таких вычетов. 
Пусть $ — целое число, определяемое неравенствами: 


(167) Ут < гз < (162?) Ут. (4) 


Подберем целое число [, так, чтобы 


[22 
И т = 0 (то г), 1 ==1(то@ г), о. н. д. я ‚ ==, | 41 |< 78а. (5) 
Г 


В силу условия (1), это возможно. 


Пусть 
(®, №) (к, В) (к, п) 
р › Е 9+) в (6) 
суть все целые примитивные векторы нормы т, лежащие в области 
[ 
©: (А =1,2,..., п) и сравнимые с 1," по модулю 2 (й =1,2,..., о (©, т)). 
Ясно, что 
т р(в, т) 
я 
У > вь= м. 
К=1 №=1 
Для некоторых (Ё, 1) возможно, что 1, =0. В силу (5), мы можем 
написать: 


я т Де п) > у в В, п) 


(7) 
ро юм) 
(к, п) ли > (К, В) 
где Г; — целый кватернион, простой по норме с В; ’”, 
кВ К, В) р(к, В К, 1) р, В 

о. (8) 

где В ^) — примитивные примарные кватернионы нормы г. 
2°. Как и в гл. Т, каждой трехмерной области ©; (Ё =1,2,...,п) 


нашего разбиения сопоставим четырехмерную область кватернионов 
следующим образом: пусть М — фиксированный вектор, лежащий внутри 
©,; областью О, назовем совокупность кватернионов Х, для которых 


= п 
ХМ, Х 166. О, есть коническая область с телесным углом ®% = - ^. 


Каждому классу вычетов {1} по модулю в сопоставим совокупность 
Г, целых примитивных (то4 $) кватернионов С, для которых ‚, 


С =, Своа в). (9) 


(= т 
Совокупность Гь состоит из 8 П (1 = == классов вычетов С (1104 3). 


р\8 ` 
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3°. Главная трудность доказательства леммы 2 заключается в дока- 
зательстве следующего утверждения (А): Пусть к, в,  — количество 


я (к, В) 

индексов #(1=1,2,..., &,в) в равенствах (7), для которых А+’: = А, 
а кватернион В, = В*....В%’® принадлежит одновременно О; и 
Г». Тогда найдется такое 55(1 <5, < $), что для каждой пары (А, №) 

или о ‚ или при т -—> со и фиксированных В, О;,...,Овиз 

ы пт 

фиьз 1 < #(т) Л 

Ува БО роб (и). (10) 


4°. Нам потребуется следующее обобщение замечания 16, доказывае- 
мое аналогично [см. (*5)]. 

Замечание 241. Пусть О — четырехмерная квадрируемая кониче- 
ская область с вершиной в начале координат и телесным углом ® > 0; 
и и в — взаимно простые нечетные числа. Пусть Аи В — примитивные 
кватернионы с условием № (А) М (В) и. Обозначим через с (©, А, В, 8; и) 
количество примитивных примарных кватернионов нормы и, лежащих 
в области О, сравнимых с определенным вычетом (то 2) и делящихся 
на А слева и на В — справа. Тогда при и —> со и фиксированных О, в, А, В 


и < ф = й 
М (А) М(В) 2 Пе И (1 - = = (14) 
5 р? 


рхМ(А)М(В) 


5 (О, А, В, в; и) — 


р\8 


Поэтому по з› >0 можно найти такое 7, зависящее только от ©,, 


С.,..., ©», в, что для ] > /, количество примитивных примарных ква- 
тернионов К,Н;_....А., где В,, В,,..., В; — примарные кватернионы 
нормы т, с условиями В, = И, А... В, ВО, П Гь, равно: 
а 1 С 4 
ы ? 1+ — 5 101 < 1: о) 
4п с (г) (==) а П( не 5) + и Ь (12) 
Е р\" 
02 1 Р/ 
= ]] Е 
р\8 
количество таких кватернионов с дополнительным условием, что 
ВА;...В.Во примитивен, где А, — фиксированный примитивный кватер- 
нион нормы г, равно: 
ма . РА =,0), |0 <1 13 
4т с (г) / / ". и} НА (18) 
22 а \ Р 
ре: ^ \ 


-о 
о. Предположим, что утверждение (А) п. 3 не верно. Тогда хотя бы 


г р (т > 
для однои пары О. 0) с условием и, т ее наидется такое >0, 
к 


не зависящее от т, что для некоторых $1 == | __ < < 
т И д хотор ы [5 Е т фиксированных 
вторых индексов 1 <], <...< 7], таких, что 
Ли ВП 7, > №0, 


имеют место неравенства: 


` 
ох Вы Ты ЗО САН 


4 в (г) р(в, т) 


п, о (р = ь, 2, а ОА (14а) 


> “ 
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или же имеют место неравенства: 


с ва 1 
Ук пы др 2 (1) ще, (1 =1,2,..., 81), (146) 


когда т пробегает некоторую возрастающую до бесконечности последо- 
вательность. 

Пусть, например, выполнено условие (14а) (случай неравенств (146) 
рассматривается аналогично). Тогда, как и раньше (гл. Г, $ 2, п. 5), 
среди равенств 


1, ны ГА п.) = у №.) В» Во) (: = И я. м, .., в.) 
найдется 
И В ь (15) 
[т . 
я 
равенств 
У. ВЕ ПВА ЕН, а. Не (16) 


которые обладают тем свойством, что для каждого Е количество 
вторых индексов 7 @{]1,..., 7} с условиями 


В. ГЕЯ, Ву = Ну. лы П И, 
будет 


<(1—3). ши (17) 


4т р (=, т) с (г) 


6°. Пусть и: — количество примитивных кватернионов А; = В.,...Выа, 
где В;; — примарные кватернионы нормы г, причем для каждого & коли- 


чество вторых индексов] Е {]1,..., /‚} с условиями В;; +, = В, В; 6 Ох, П Гь 
будет 
\л 1 1 
ний. А 
ЕЕ 
Тогда, как ив &$ 3 гл. Г, докажем, что для достаточно малых 5 > 0 
т 
ег. 
< ят” о, (18) 
где р>>0 — постоянная, зависящая лишь от ©;, ©,,..., $, 8, г и 1; 


х, >00 — постоянная, зависящая лить от р. 
7°. С другой стороны, количество % различны хкватернионов В; в 
равенствах (16) оценивается снизу (гл. Г, $ 4): 


1 
—= 


ют? 5 (19) 


где з>0 — произвольно малое число, а х. > 0 — постоянная, зависящая 
лишь от :. 

8°. Так как д < ил, то для подходяще подобранного => 0 и доста- 
точно большого т оценки (18) и (19) несовместны. Итак, утверждение (А) 
доказано. Отсюда уже легко получается лемма 2 (ср. рассуждения $ 5, 
ил А) 
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Лемма 2 доказана. 
Так же, как и из леммы 1, мы можем вывести из леммы 2 следствие 


(см. гл. 1, $ 6), несколько обобщающее формулировку леммы. 


$ 2. Обобщение основной теоремы 


1. Теорема о представлении чисел суммой трех квад- 
ратов. Лемма 2 позволяет нам усилить теорему 1а (гл. П, $ 1): 

ТЕОРЕМА 3. Пусть & — целое нечетное число, 4 — нечетное простое 
число, входящее в 8 или нет, @ — квадрируемая коническая область 
с вершиной в начале и телесным углом Х`>0. Рассмотрим целое число т, 
взаимно простое с 84, и целые числа ту, У, 2, Удовлетворяющие следую- 
щим условиям: 


==48 -- 0-20 (мюо@ 82), о. нд. (4, уз, 0, 2) == 1, 
—т 
(=) =+. 
4 
Обозначим через 1 (©, в; т) количество целых примитивных точек сферы 


17 | у? - 2? =т, лежащих в конусе © и сравнимых с (1%, У, 25) по мо- 
дулю =. Тогда при т-— со и фиксированных ©, 8,4 


(20) 


1 


1(, в; т) — 4 —# (т). 09 


& (+2) 


"ЖЕ 


— 


Иными словами, теорема 1а остается справедливой, если второе усло- 
вие (4) гл. П заменить на более слабое условие (=>) —=1. Теорема 3. 
непосредственно следует из леммы 2 и теоремы Ла. 

2. Теорема о формах, представимых суммой трех 
квадратов. Из теоремы 3, как и ранее (см. гл. П, $2, п. 3), мы 
можем вывести следующее обобщение основной теоремы. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть }(т, у, =) — положительная тернарная целочис- 


ленная квадратичная форма нечетного определителя 4, представимая 
в виде: 


7(т, у, 2) = — {(с112 Е слу -{ с1з2)2 - (са + су + 6232) 
- (31  сзэу | сзз2)}, (22) 


где с — некоторое целое число, простые делители которого входят в а 
(тогда а = 41, где 4, — целое число). Пусть 8 — нечетное число, а — не- 
четное простое число (входящее или не входящее в аз). Пусть ® — квад- 
рируемая коническая область с вершиной в начале координат и }-эллип- 
тическим телесным углом Х`>0. Рассмотрим целое число т, взаимно 


простое с 454, и целые числа ту, у, 2, Удовлетворяющие следующим 
условиям: 


1 (2о» Ус, 20) = т (под 84,2), о.н.д. (2 Чораа 21 
(-")- т 


Обозначим через #(}, ©, в; т) количество целых примитивных точек (29, 5) 
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эллипсоида } (т, у, 2) = т, лежащих в конусе ® и сравнимых с (20, о, 20) 
по модулю 8. Тогда при т-— о и фиксированных }, ®, 2,4 


$ (Л, т, 8, :; 


48? |] (+2) 


р\аЕ 


Е (У, ©, 8; т) — т Е (ст), (24) 


где $(], т, в, с1;) есть количество таких решений сравнения (1, у, 2) == 
== (то4 4:8), которые сравнимы с (ту, Уз, 20) по модулю 8 и для которых 
системы чисел 


== 115 -- с12У -,саз2, 
ны: - с>2у -+ сэз2, (25) 
2 = С315 -- сз2У -{ С3з32 


различны по модулю 4158. 
Так как формы ] рода ©, представимы суммой трех квадратов 

(см. замечание 19), 

з 

1 (2, у, 2) = У! (сыз -- сву + сна), 

1 
то (следует учесть замечание 20) теорема 1 есть частный случай теоремы 4. 
Далее, так как формы ЁР рода @;, п, взаимного к роду ®»,, п, предста- 
вимы в виде 


3 
ры 
ЕР (т, у, 2) =—]=- | У(сия-Ееву + се), 
+1 
то теорема 4 справедлива и для них, и мы получаем уточнение резуль- 


татов гл. П обзора (18) (формулированная там теорема 2 принадлежит 


Ю. В. Линнику). 
Как и раньше (гл. И, $ 3), теорема 4 о примитивных точках эллип- 
соида может быть перенесена на все целые точки. 


Поступило 
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НОРМАЛЬНЫЕ ПО. БЕРНУЛЛИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
ЗНАКОВ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе показано, как теория равномерного распределения дробных 
долей функции {а2“} переносится на распределения, соответствующие 
произвольной схеме Бернулли. 


$1 

Этот параграф имеет вспомогательное значение; в нем содержатся 
нужные нам сведения из теории динамических систем. 

Пусть имеется метрическое пространство А и семейство преобразова- 
НИЙ К К =1,2,..., В, на себя такое, что при любых натуральных 
м К. 

рр 


Мы, вообще говоря, не предполагаем порождающее преобразование 
взаимно однозначным. Полный прообраз множества Ё будем обозначать 
через 7 "Е. 

Пространство вместе с таким семейством преобразований назовем 
динамической системой. 

Пусть в В введена некоторая мера №, причем „А =1 (нормированная 
мера). Мера № называется инвариантной, если для любого измеримого 
множества ЕЁ Т "Е измеримо и справедливо равенство: 


АА 


В работе (') доказывается следующая теорема, являющаяся распро- 
странением на случай не взаимно однозначных преобразований первой 
части эргодической теоремы Биркгофа: 

Пусть р — инвариантная мера и пусть (р) — абсолютно суммируемая 
по мере в функция (". е. интеграл (1е (2) | 4 существует). Почти для 


р: 
всех рЕВ по мере № существует предел 


Пт 


п — © 


$ (р) + (Тр) +... 3(Т" 1) —$ (р), * 


п 


причем функция %(р) абсолютно суммируема по мере |. 
Для дальнейшего нам понадобится более развернутая теория, которую 
мы без труда переносим со случая взаимно однозначных преобразований. 
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ТЕОРЕМА. Справедлива формула: 
\9(2) ар = \е(р) а». 
В Ё 


Для доказательства нам потребуется следующая 
ЛЕММА. Каково бы ни было =>0, найдется такое 8, что, какое бы 
‘множество А сьА« мы ни взяли, при любом п» 1 


Ц У е(*Р) 4 <:. 
А Е=0 


мня Мы имеем: 
М У* Ге (Ге) 4 < < У ат 
к-=0 А 


Пусть ТА — полный прообраз А-го порядка множества А. 
Производя замену переменного, получаем: 


ре У е(Р*) ав < не } 15 (2) 14. 
к=0 =0Т—КА 


В силу инвариантности меры, рГ`^А = А. Далее, поскольку функ- 
ция Ф(р) абсолютно суммируема, для любого = > 0 найдется 5 > 0 та- 


кое, что коль скоро рВ < 5,то \ | (р) |4. <=. Используя этот факт, по- 


лучаем: 


1 1 
= У Ф(Т*Р) | т =. 


А 
Лемма доказана. 
Следствие. По теореме Фату (для последовательности неотрица- 
тельных функций интеграл от предела меньше или равен пределу после- 
довательности интегралов) справедливо неравенство: 


19 (Р) |9 < 
А 
Докажем теперь теорему. Мы имеем: 


Пт 


п + © 


+... и 
Ф(Р) — Р) =ф(р). 


Зададим =>0 и для числа е и функции Ф(р) подберем 8 по лемме. 
= 
На основании теоремы Лебега, для чисел = и 8 существует такое 


3 
по (5 ; 5}, что при п> т 


Е, ([(р) у Уз атв]> 3) <&. 
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Оценим при п> п, разность 


и 


|ооу4— | ев) < |и- + Ува < 
=0 В К=0 
= У 9(1*) |4 < 


в В 
< } [р Уи + бела {1 


—Ер 0 Е Ер К=о 


= 


вые 


(оценка первого интеграла в этом неравенстве произведена по построе 
нию Ер, второго — по следствию из леммы, третьего — по лемме). 
Таким образом, 


ФР) ав = ша 4. (М е(7*р)) 4». 
В а &—о 
Но 
1. (Тр) ав = 1 \е (Т*р) ав. 
п - п . 
В Ко = В 


Поскольку полный прообраз любого порядка В есть само А, то 


\е(Т”руаы = \ (р) 4». 
Е в 


Отсюда следует: 


(рав = (р) 4». 


В _В 


Теорема доказана. 

Назовем множество Е инвариантным, если Т —Е=Е. Мы будем 
товорить, что система не разложима по мере , если В нельзя разло- 
жить на сумму двух инвариантных множеств положительной меры 
без общих точек. 

Справелливо следующее расширение второй части теоремы Биркгофа 

ТЕОРЕМА. Если динамическая система не разложима относительно 
‚меры р, то почти для всех (по мере р) точек рЕЕ 

Но Е ыы ОЖ — (е(р) 4». 
п - © В 

Доказательство. Нам достаточно показать, что функция о (р) 
почти всюду постоянна. Действительно, пусть ® (р) = с; тогда, по преды- 
дущей теореме, 


с(4в = (р) ав 


Е Е 
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или 


сы = (р) ав. 
7: 
Но ьВ =1, следовательно, 
(р) = (рав, 
Ё 


что и требуется доказать 

Покажем теперь, что Ф(р) почти всюду постоянна. Обозначим через М 
верхнюю грань функции (р), вычисленную с точностью до множества 
меры нуль. Нам надо установить, что М =т. Допустим, что М+т, 
т. е. пусть имеется такое «, что т<«< М. Тогда (по определению М) 


в» ($(р)>)>0 строго. 
Мы имеем: 


в(В— Е, ($ (р) >.) = вЕ»($(р) <) (по определению). 


)> 
Но множества Е» (%(р)>«) и Е, ($(р) <) инвариантны. Это следует 
из того, что суммы (р принадлежат множеству, где Ф(р) определено ) 


Ф(р)-+ Ф(Т'р) +... +(Т" р) 


п 


п 


различаются на выражение порядка 0(-,) Таким образом, А разложено 
на сумму двух инвариантных множеств положительной меры, что про- 
тиворечит предположению. 

Теорема доказана. 


$2 


Производится неограниченная последовательность независимых испы- 
таний, в каждом из которых некоторое событие может наступить с ве- 
роятностью р и не наступить с вероятностью 4 =1 — р. Мы выписываем 
результаты этой последовательности в строчку при помощи чисел 0 и 1: 
0 пишем, когда событие не наступает, 1 пишем, когда событие насту- 
пает. Полученную последовательность называем последовательностью 
исходов. 

Каждой последовательности знаков О и1 &« — (х1, м5, из,...)сопоставим 


вещественное число (мы его будем обозначать той же буквой «) из 
отрезка [0, 1) 


[22 
о (1) 

Введем на отрезке [0,1] меру № следующим образом: разделим отре- 
зок [0,1] на две части: [о, = и [-- ь т первой части припишем меру а; 
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второй — меру р; далее, разделим каждую часть на две, отрезку о, т] 
1 Н 
припишем меру 4:4, отрезку [=, > |— меру Чр, отрезку [> т 
3 
припишем меру ра, отрезку [2,1] — меру р’ ит. д. Иными словами, 


если т — натуральное, А — целое, < АХ? —1, и 


ЕЯ! 7—2 
да ‘ща Р.Р 


— его представление в двоичной системе счисления, то отрезку | 


4 =" 
РОЛ 

мы приписываем меру р! 4" 7, где / — количество единиц среди в;, $.,..., эх. 
Эту меру можно продолжить (по непрерывности) на интервалы произволь- 
ного вида и далее построить теорию измерения и интеграла, обобщающую 


1 
лебеговскую (которая получается в частном случае р = = |. 


р 
М кА 
мы видим, что Ш эго а равно вероятности осуществления при 


первых г испытаниях исходов, записанных в виде (31, $›...з,). С помощью 
этого мероопределения вводится вероятность во множества бесконечных 
последовательностей исходов. 

Пусть имеется какая-либо 5-членная комбинация знаков 0 и 1: 


ДЕ (3 То е,) 


и пусть ] =7(А) — число единиц в ней; будем называть вероятностью 
этой комбинации и обозначать через рА число р'4%—9. 

Рассмотрим некоторую последовательность знаков 0 и 1 (или число) 
© = (91, “....) и распишем первые Р-|$— 1 знаков в такую строчку: 


(10. ...9,) (9.9... 1)... (рр 1. Яр). 


Назовем такую строчку гусеницей длиной Р и ранга $ последователь- 
ности знаков & и обозначим через № (х, ДА) или просто через Мр (А) число, 
указывающее, сколько раз встретится в гусенице длиной Р и ранга $ 
фиксированная 5-членная комбинация Д. 

Будем называть последовательность знаков & нормальной по Бернулли, 


Е но ‚_ Мр(А) 

если для любого $>1 и любой 5-членной комбинации А Пт —— 
Р-с< 

существует и равен рА. Очевидно, что УМр(А) равно количеству дробных 


долей {а2”}, х=0,1,..., Р—1, попавших на интервал вида 


д=[=, = ], РЗС Е «ОбЛВО 


Нормальность последовательности знаков на языке теории чисел озна- 
А А-1 

чает, что для любого интервала вида ДА = [= 5 === количество дроб- 

ных долей {2”}, 0%; <Р— 1, попавших на А, удовлетворяет асимито- 


тическому закону: 
Мр (А) 


Иш —_— = А, 
Р-+® Р р 


а поскольку интервалами А можно приблизить любой интервал, это 
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означает, что соотношение 


МР) _ 


пм и — ьА 


Р-< 
верно для любого интервала. Таким образом, дробные доли {«2*} рас- 
пределены по закону, соответствующему мере | (и обратно). 

Естественно перенести на общую схему Бернулли факты, доказанные 
для равномерного распределения дробных долей {«2”}. 
Этому и посвящена настоящая статья. 


$3 


ТЕОРЕМА 1. С вероятностью, равной единице, последовательность 
исходов является нормальной по Бернулли последовательностью знаков. 

Другая формулировка этой теоремы: почти для всех « по мере в {«2”} 
распределены по закону, соответствующему мере |. 

Теорема 1 является обобщением теоремы Бореля (усиленного закона 
больших чисел для схемы Бернулли), в которой рассматриваются лишь 
гусеницы ранга 1. 

Следует заметить, что эта теорема, хотя, по-видимому, и нигде явно 
не сформулирована, по сути дела известна. Рассмотрение гусеницы 
в схеме Бернулли эквивалентно рассмотрению так называемой цепи 
Маркова — Брунса [см. (2), гл. УП, изучение которой сводится к теории 
цепей Маркова в обычном смысле слова. Теорема 1 является, таким 
сбразом, следствием усиленного закона больших чисел для цепей Мар- 
кова. Мы даем здесь другое доказательство теоремы 1, базирующееся 
на эргодической теореме Биркгофа — Хинчина. Такой способ был дан 
Д. А. Райковым [см. (3)] для случая равномерного распределения, и он 
допускает широкое обобщение. 

Введем на отрезке [0,1], который будем обозначать буквой А, пре- 
образование « — {2}, Тх = {2о}. Через Т*%х обозначим преобразование 7, 
повторенное # раз. 

Справедливо очевидное равенство: 


Е: (2) 


ЛЕММА 1. Мера в есть инвариантная мера для преобразования Т, 


т. е. мера полного прообраза измеримого множества равна мере образа. 
Достаточно доказать это свойство для интервалов вида Л =(=- ` <", 
где А — целое, 0% А<2'—1. Пусть 


А = а — 20"? —- < -- 8; 


и пусть ] — число единиц среди 1, з.,...,е;,. Обозначим А = р/9!-—. 
Прообраз (^^, 4-1 : 
рообр эт’ эт) Состоит из двух интервалов: 
А А+ 
— +1 1 
( Ао тд [ м | ТР 
ОЕЕ =”) в. я 
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Очевидно, что 
ВТА = р ра" = р94”-1 (р + 9) = р’а”-7= вА. 


Назовем множество И инвариантным, если его полный прообраз 
ТП совпадает с 0. 

ЛЕММА 2. Отрезок [0,1] нельзя разложить на сумму двух инва- 
риантных множеств И\ ЦИ. без общих точек, каждое положительной 
меры. 

Доказательство. Допустим, что отрезок [0,1) удалось разложить 
на сумму двух инвариантных множеств положительной меры в без общих 
точек. Обозначим 9 = О:, 0<л<1 (оба неравенства строгие!). Пусть 
х (2) — характеристическая функция множества 0, и пусть О<АхХ 
есть один из прообразов 


А 
<2” —1 — целое число. Поскольку == 


п-го порядка точки х и множество (0, — инвариантное, то при любом 


2610,1) пед 
х( я ее. 


ео А А-1 
Подсчитаем меру в части И;, лежащей на отрезке в = | Она 


равна 


Пусть в двоичном разложении А есть % единиц и, следовательно, п — 


нулей, т. е. 


и ==) = хип-х 
р 2% а 


А р 
Рассмотрим переменные у и и . Пусть у пробегает некоторый отрезок 


с мерой р!4°—!) тогда я пробегает отрезок 


АВ АВА 
23-т ы 8+1 


с мерой 


В-+1 
ий 


\ : В 
те п вх —= р“ пе ы, т 
Поэтому 
А+1 
2% 


\ х (2) ав ре 


Е 
п 


1 


У“) 4 = р х (у) а 


ы 0 
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(о, о, 4) пеня 

Зададим => 0, 1 —м>>: (оба неравенства строгие!). По теореме, ана- 

логичной теореме Лебега, множество И\1, как множество положительной 

меры р, должно иметь точку плотности 9%, т.е. для любого => 0 можно 

найти такое 8,, что, какой бы интервал Аз с „А; <, около точки 3% 
мы ни взяли, 


(0. ПД.) 
ид; >! 


©) 


Возьмем п таким большим, чтобы при любом 0 < хи р*9"— 35%, 


А А 
а за ДА; примем интервал - к 


от ? от 


у на котором лежит %,. Мы имеем: 


в (ОП 4) = р* 4" \. 


С другой стороны, 


ры (0, П Дз) т (1 — =) р* 4". 


Это дает: }>>1 —е, что противоречит заданному неравенству 1 —* >> :. 
Лемма доказана. 

Таким образом, мы имеем дело с дискретной динамической системой 
(правда, преобразование Т не взаимно однозначно), причем мера № яв- 
ляется инвариантной мерой. Кроме того, система является не разложи- 
мой по отношению к мере м. Применяя теорему Биркгофа (для не взаимно 
однозначных преобразований), мы получаем следующую лемму. 

ЛЕММА 3. Какова бы ни была интегрируемая по мере ц на [0, 1] 
функция ох (т), почти для всех х 


| 


п- со 


1 
УЕ о (а)... + (ва) ( 
о (“ Ф ({24}) - о ( = (2) 4». (3) 


Беря, в частности, за (5%) характеристическую функцию интервала 


Г 


А 4 1 
А -| , — | мы получаем, что 


М. А 
Иа = ВА.. 
п 


71 со 


Теорема 1 вытекает теперь из соображения, что интервалов А счет- 
ное множество. 


$4 


Дадим обобщение критерия Пятецкого [см. (*), теорема Ш] равномер- 
ного распределения дробных долей функции &2“ *. 


* При доказательстве применяется аналог метода И. М. Виноградова оценок три- 
гонометрических сумм. 


=” 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть последовательность знаков х такова, что, каково 
бы ни было $>1 и какова бы ни была 5-членная комбинация А, выпол- 
няется неравенство: 


. 


(С — константа, не зависящая от 5 и А). Тогда х — нормальная по Бер- 
нулли последовательность знаков *. 

Для доказательства нам потребуется несколько лемм. 

ЛЕММА 4. Пусть г — целое число > 1. Мера в множества тех о, у. 
которых среди первых [ двоичных знаков количество единиц, удовлетворяет 


неравенству |405 — | ВЕ не превосходит Е С 

Доказательство тождественно с тем, которое используется при дока- 
зательстве усиленного закона больших чисел и является ослабленным 
вариантом рассуждения, используемого в работе (5). Сосчитаем меру в 
тех х, у которых количество единиц среди первых [ знаков равно К. 
Ё единиц мы можем С! способами распределить на /мест. Каждой из по- 


А А-1 
лученных скобок будет соответствовать интервал вида В ВУ 
мера № которого равна р*4“*. Поэтому искомая в лемме 4 мера равна 


1 


й аа 1 
ВЕ | АР — р} = РЯ". 
[4 К=о0 

и—> — 


Так как при [8—2 >— 


(+) &—\>ь 


то 
р (, 
ВЕ 14 — >] < У Сре“ < 
[3 К=0 
№—1р|> — 
1 
< Са "1 
К=0 

Вычислим 

1 

= У Са" (& —1р)* = 5, — Ч рб: 4 6Ёр? 5, — 41 рб, + Ир, 
КЕ=0 

где 


1 
бо МГ Ср и ье ив: 
71=0 


*Теорему. можно доказать в более сильной форме, однако это не является сейчас 
нашей задачей. Уже в такой форме она годна для применении. 
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Определяя 5. обычным приемом (дифференцированием формул бинома 
Ньютона), мы получаем (выкладка опускается): 


Г =1ра (1 + 3(1— 2) р4). 
Л 


Так как р9< т, то 


1 ое 2) 
ее 
Таким образом, 
(1) 1] 1 та 
Е |4 — 21 >| ат, 
[#2 
что и требуется доказать. 
Следующая лемма является простым обобщением леммы 4. 
ЛЕММА 5. Пусть $>1 — натуральное и А — некоторая $-членная 
комбинация знаков 0 и 1 (ьА — ее вероятность). Пусть [>14 — натураль- 
ное число. Рассмотрим первые [5 двоичных знаков & 


(а о По) 
и сгруппируем их по $ штук, так что эту же запись мы можем пред- 
ставить в виде 
(ба, билзе 6), 
где 
ба = (жиз...) 
(для $ =1 обе записи совпадают). Обозначим через АО количество появ- 
лений А <ре9о (6:,65...6)). Тогда мера в множества тех а, для которых 
14%) 
а пе ПЕОВЬ Искомая мера равна 


1 
ее натуральное число), не превосходит 


ти 
4 


1 


х САИ вА)“*. 
К=0 
1% ьлр> 


Действительно, мы можем }считать серию испытаний с номерами от 
1$ + 1-го до 7 (5 - 1)-го за одно испытание. Таким образом произведено / 
независимых испытаний. В каждом испытании вероятность события А 
равна „А. Вероятность того, что событие А появится Ё раз, равна 
К ЛЕ 1 
СтьА (1 —ьвА) 


Отсюда и следует наше утверждение. Повторяя рассуждения леммы 4 
(беря вА вместо р и 1— вА вместо 4), получаем требуемый результат. 

Докажем теперь теорему 2. Пусть , для которого выполнены усло- 
вия теоремы 2, записано в виде 


© = (%1, бэ, бз,...). 
Соберем знаки « в группы по $ штук: 
бэ (бб 


72 
Эти 6 назовем 2°-ичными знаками о. Из Р знаков «; мы получаем |— 
$ 


#” 
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Г 
полных знаков 6. Выберем произвольное />1 и соберем 2°-ичные знаки 
в группы по { штук: 


& = (6... . в: а об . ). 
—— — 


—— 


Возьмем любое натуральное г>.1 и будем называть /-членную группу 
хорошей, если А имеется в ней в количестве КА + 0 >), 1911, и 


= р 
плохой, — если это не так. Обозначим через М ([- ]) число, указываю- 


| 


щее сколько раз встретится плохая группа среди первых [| —-- | групп 
$ 
2`-ичных знаков числа ©. Тогда хорошая группа встретится в количестве 


мм )+ов 


р. ь 1 
с абсолютной константой в «0». Хорошая группа привнесет 1 (А +9 -) 
знаков Д, плохая группа даст не более {. Поэтому всего знаков Д встре- 
тится до [-; го места в количестве 


д[] (&) = (р^ +) («-м((; +04) + м ([-= 2 +00) 


где 0< 8, <1 (0(1) происходит оттого, что, возможно, есть неполная 
группа и поэтому константа в «О» — абсолютная). Отсюда следует: 


дом 


(константы в «О» — абсолютные). 

Обозначим через 5% множество тех /5-членных комбинаций двоичных 
знаков или /-членных комбинаций 2“-ичных знаков, для которых коли- 
чество А? появлений А удовлетворяет неравенству 


140 — №4 |>-. 


г 


Каждая плохая комбинация принадлежит системе 5%, поэтому 
Р 
м (||) < М, [2] (@®. 
5 


Но при Р>.Р., согласно условию, 


ты (3%) < 2Сь3%.Р. 
Далее, по лемме 5, 5% <; а Следовательно,”при Р >> Ру 


О 2 (А+) +0(Р7)+00, 
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[, 
Та И. <++0(#). 


Р- со 


5 


Устремляя / к бесконечности, получаем: 


[2] 
Пи | А 


Р-+ < 


А 
$ 


Устремляя г к бесконечности, получаем: 


ях 
7% 
м Р — ГА 
Р- < в 
$ 
Рассуждая аналогично для чисел Га, Т?“,...,Т а получим, при вы- 


полнении условия теоремы ях что 


ее 
5 _— =РвА, О 


5 


Пш 
Р-с< 


Но очевидно, что 


Мь (а, А) = У АЕ 


1=0 


(Т’) + О (3). 


Отсюда следует: 


‚_ Мр(а, А) цА 
РЕ нь 


что и требовалось доказать. 


$5 


Построим нормальную по Бернулли последовательность знаков. Мы! 
используем идею Чемпернуона ($). Пусть р (как и прежде) — вероятность 
наступления события в каждом испытании. Возьмем любую]последователь- 


“, 
ность рациональных чисел —— таких, что 


В, 


ы т 5 
р = Ит — О< а, < В, В < <. с 1 0(.,). 


т-+ © 
(Такая последовательность для любого 0«р<1 существует; если 
р — рациональное число, р = ы ‚ то мы берем просто „=, В„ = В при 

любом г.) 
Обозначим через 5, последовательность всех г-значных чисел в двоич- 


ной шкале, причем число, в котором единица встречается у раз, а нуль, 1 
следовательно, 5 —7 раз, будем повторять (В, —*)”-° раз. Будем от- 


4 
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дельные числа отделять запятыми. Например, пусть а; =2, В =3. 
"Тогда 5: = 000’ 001’ 001’ 010’ 010’ 041” 011” 014’ 044’ 400’ 100’ 104’ 101* 
101’ 101’ 110’ 110’ 110’ 110’ 144’ 444’ 441” 444’ 444’ 444” 4447 444°. Дока- 
жем, что последовательность знаков &, символически записанная в виде 


0—5. 555 $3 ть 


— нормальная по Бернулли. Для этого надо показать, что любая 5-член- 
ная комбинация, в которой имеется у единиц, встречается с асимптоти- 
ческой частотой р’ 4. А для этого, по доказанному критерию (теорема 2), 
достаточно показать, что существует абсолютная постоянная С (не зави- 
сящая от Д,) такая, что 

5 


пер < Ср 


Е А 
ТЯ ты 


Р-+ с 


Обозначим через л, число знаков в 5,, через 5, — последовательность 
$157...5, Через Х, — число знаков в 5, (Хи = а... + 2.) 
через 5,— число появлений Д, в $, и через С,— число появлений 
А, в 9,. Подсчитаем х,. Количество г-значных чисел, в которых единица 
встречается № раз, будет равно с причем каждое повторяется 
 (В.-—«,)”—^ раз. Таким образом, в $5, г-значных чисел содержится 


В. аа ый 
Е =0 


а знаков х, = тв. 

Д, может входить в $, разделенным запятой и не разделенным за- 
рятой. Если г« $, то А, не может входить в $, неразделенным. Если 
г> $, то А, входит в $, не разделенным ровно 


о а 


раз. Действительно, существует г—$-1 способов, посредством кото- 
рых ДА, может занимать неразделенное положение в г-значном числе (пер- 
вый знак А; может совпадать с первым знаком, вторым знаком, ..., 
("т —$-- 1)-м знаком г-значного числа). А, занимает $ мест в этом числе, 
а на оставшиеся г — 5 мест мы можем разместить } единиц (0 <] <и— 5) 
С!/_. способами, а что останется — заполнить нулями. Такое г-значное 
число нужно повторить + (В, —«,)”_^-/ раз (в нем у единиц от ДА, и } 
мы добавили). Таким образом, Д. входит в $, не разделенным точно 


т"—5 


Ко о) В 
1=0 


1—8 


<) д д 9 
= —5+1 (В, — а, > Сна (В, "= 
1=0 
== = 
а Ув 
раз. 5, содержит 8" запятых. Данная запятая не может делить более $ 


> т 
различных Д,. Поэтому Д. входит разделенной не более О(В,) раз (5 можно 
уводить в константы, ибо растет г). 


б Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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в. =(г— 841) 98, — «+В, "+ 0,) = 


= 7в, (=) (1 о =) О (В) == =. (1 =) о (2,). 


Ч, \* [о 9 
р АИ — м а8— 1), 
(ве) ^рбене-ко@ 
то 
8, = 4. р’ 4*°—* + 0(1,). 
‚Далее, 


С, = УЕ 0(т), и 
Ка 


= 


> 


Мы получаем: 


. С, 
р -==” 9. 


т- © г 


Пусть ХР < А тогда 
№» (А.) < (Ц, и Е Е 


т—1 т—1° 
Далее, Х, =Х, .--7В’. Отсюда следует: | 
ЕЕ ы | 1 г .. 
т а 1 
Ра, ТЗ + ее г) Х, 


В 
и так как —" =1+0(-), то 


В. -1 :1 
4 1 
72% < й м , 
ЕЕ а 
Па МР (А) < С Ив = 00а \ ) 
Р-+ [© > р т ) 
Критерий выполнен и наше утверждение доказано. ) 
Поступило \ 
4.Х 1956 
| 
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А. И. КОСТРИКИН 


КОЛЬЦА ЛИ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИЕ УСЛОВИЮ ЭНГЕЛЯ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В изучаемом классе колец вводится понятие радикала, при помощи 
которого доказывается локальная нильпотентность колец Ли характеристики 
Р-—0, удовлетворяющих ”-му условию Энгеля, в следующих случаях: 
1) п=4А, р>5, 2) п=5, р5, 3) п=6, р=7. Из результатов 1) и 3) 
следует, в частности, положительное решение ослабленной проблемы 
Бернсайда для показателей 5 и 7. 


Введение 


Часть результатов данной работы опубликована без подробного дока- 


’зательства в работе автора (!). Следуя введенным там определениям, 
’ будем для краткости называть кольпом с условием Е„,р всякое кольцо 


Ли ® характеристики р>0, удовлетворяющее п-му условию Энгеля, 
причем п<р (п — любое в случае р = 0): 


[оо] ==. [2] 0]... =0 


' для произвольных элементов и, 2 Е®. 


Нашей целью является изучение колец Ли с условием Е», р с точки 


зрения их локальной нильпотентности. Представляя самостоятельный 


интерес для теории колец, эта задача самым тесным образом связана 
с так называемой ослабленной гипотезой Бернсайда, содержание которой 
составляет утверждение, что среди конечных групи с данным числом 
4 образующих и тождественным соотношением 1” = 1 существует группа 
Ва, т наибольшего порядка т (9). Как известно, в случае т = р, р — про- 
стое, группа Ва,» заведомо существует, если произвольное кольцо Ли с 
условием Ё»_,р, порожденное 4 образующими, нильпотентно. Подробное 
освещение связи между группами и кольцами Ли содержится в обширной 
литературе, ссылки на которую указаны, например, в работе (*), где 
получены также некоторые результаты, относящиеся к поставленному 
И. Н. Сановым вопросу об эквивалентности упомянутых задач. 

Из наиболее существенных результатов, полученных до настоящего 
времени о кольцах Ли, удовлетворяющих условию Энгеля, отметим сле- 
дующие. Грюнберг (3) доказал, что любое такое кольцо Ли будет ниль- 
потентным, если оно разрешимо и порождено конечным числом образую- 


щих. В том же направлении Хиггинсом (“) доказана теорема, которую 


в наших терминах можно формулировать так: из разрешимости кольца 
Ли с условием Е», р следует его нильпотентность. Кроме того, им дока- 
5* 
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зана нильпотентность колец Ли в следующих случаях: а) п=2, р>2, 
в) п=3, р> 3, р-5, ©) п=4, р И. 

С другой стороны, Кон (5) построил пример разрешимого кольца Ли 
характеристики р, удовлетворяющего (р - 1)-му условию Энгеля, но не 
являющегося нильпотентным. 

Использовать для наших целей доказанную эквивалентность требова-. 
ний разрешимости и нильпотентности затруднительно, так как имею- 
щееся доказательство разрешимости кольца даже в указанном частном 
случае с) Хиггинса оказывается довольно сложным. Более естественным 
кажется путь, следуя по которому Левицкий ($) доказал локальную 
нильпотентность ассоциативного нилькольца ограниченного индекса (т. е. 
кольца 5, в котором 5” =0 для всех $65). 

В $2 настоящей статьи показывается, что в кольце Ли с условием 
Еп,ь можно ввести понятие радикала, обладающего всеми свойствами 
радикала Левицкого в общих ассоциативных кольцах [см. (7)]. Метод 
доказательства теорем 3 и 4 о радикале и построения $ 3—4, использую- 
щие весьма специальные соображения, позволили нам доказать локальную 
нильпотентность колец Ли, удовлетворяющих условию Энгеля, в следую- 
щих случаях: 1) п=4, р>5, 2) п =5, р>5, 5) п=6, рт ИЗ 
3) следует, в частности, решение ослабленной проблемы м. для 
показателей р=о и 7 (при любом 49). 

Конечность групп Ва "т, Т=2,3,4, следует из результатов Берн- 
сайда (8) и Санова (°). 

Ф. Холл и Г. Хигман (15) показали, что в классе разрешимых групи 
конечность Ву, ш вытекает из конечности групп В, ре р, — простые, 


4, 4; — произвольные натуральные числа, т = рр... Р»". Так как по 
извостной теореме Бернсайда группа, порядок которой содержит не 
более двух простых множителей, всегда разрешима, то отсюда следует, 
в частности, положительное решение ослабленной проблемы Бернсайда 
для любого 4 и т= р"р", если уже доказана конечность групи 
В, ру ‚: Вор 

Таким образом, имеет место следующий основной результат. 

ТЕОРЕМА 1. Группа В {— любое, конечна, если т=2, 3,4, 5,6, 
7, 10, 12, 14, 15, 20, 21, 28, 35. В классе разрешимых групп добавится 
еще ряд значений, максимальным из которых является т = 420. 

Интересно посмотреть, как растет порядок групи В. „ при увеличе- 
нии т. Значения й„ = й„ (2) для т=2, 3, 4 даны в работе Фу дла 


т =6— в работе (19). Вместе с оценками из работы (?) получаем: 


йо к р Йз 28 ых ИИ т. ря, 5" > о у’ ‚ь. рая й. — ХЕ 


Результаты $ 1—3 настоящей работы и большая часть результатов 
работы (2) составляют основяое содержание кандидатской диссертации, 
выполненной под руководством И. Р. Шафаревича, которому автор выра- 
жает глубокую благодарность за многие ценные советы и замечания. 
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$ 1. Вспомогательные результаты 


Сформулируем сначала основные определения и введем обозначения, 
которыми будем пользоваться на протяжении всей статьи. 

Произведение двух элементов и и © из кольца Ли ® обозначим через 
[и]. Правонормированное произведение [... [41и›]...и.] $ множителей 
будем коротко записывать в виде [и1и....и.], допуская также сокращения 
типа 

[иизизизиизизиа] = [изизизиа]. 


$ -- нильпотентное кольцо класса т, если ®" = [...[%%]...%] =0, но су- 


` ществует хотя бы один элемент [... [#145]... иж] = 0. 


$ — локально нильпотентное кольцо, если любое конечное множество 
элементов из 3 порождает нильпотентное кольцо Ли. В противном случае 
будем называть ® локально регулярным кольцом. 

Радикалом №(%) кольца Ли ® назовем сумму всех его локально 
нильпотентных идеалов. Содержательность этого последнего понятия для 
колец с условием Е»„,р будет установлена в $ 2. 

Для дальнейшего удобно ввести в рассмотрение гомоморфный образ 
кольца Ли ® — кольцо Фз его внутренних дифференцирований: 


а—>р., ае%, р. Е3%, ир, = [иа], 


и \{» — ассоциативное ‘кольцо, порожденное элементами из Эн. Элементы 
кольца %ю, являющиеся конечными суммами произведений элементов из 
Фу, будем обозначать строчными готическими буквами а, В, с... Если 
й = РР, Ри’ То т будем называть степенью элемента я (в ‘данной 
записи). Если а = У а, то 

ст. а = шах ст. 4%. 


При доказательстве теорем о радикале используется теорема 2 работы 


’ Джекобсона (11), утверждение которой сводится к следующему. Пусть 


` а — элемент кольца %% степени # < р, если р Е 0, и произвольной степени, 


если р =0; тогда та при некотором целом рациональном г = 0 (г =1 
для р >0) выражается в виде линейной комбинации [-х степеней (1< ^) 
элементов из 3$. 

Нам потребуются также тождества, которыми пользовался Джекобсон 
при доказательстве этой теоремы. Обозначим: 


Ро,Раз `` Ра | (1.1) 
К В А 2 ь ь 
р-р р-р) — х 11] 2--- т 


ЯНЬ: ЕтеЁ 


в фигурных скобках стоят однородные выражения степени ]; относительно 


Раз $ = 1,...,г. Пусть, далее, 
$ 


м В < 


1115... 15 


и р р означает сумму &-х степеней | таких выражений, получае- 
) 1:88 
[в 


5 
мых при пробегании й,...,ё по всем комбинациям оо в И О 


индексов, 1 35 < Ё, причем все 1; различны. Тогда 


ан 1“ Хм = ть | и мы 


1 
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Очевидно, 


| Ра 
К! Ра... - Ра, = о 


где © есть сумма выражений 


| а =Р., ---Р 


[р 7+2 


я 


4—1 Ра 
дение Джекобсона. 

Легко видеть, что в случае кольца ® с условием Е», р подобное пред- 
ставление возможно для всех элементов из %,. В самом деле, полагая в 
(1.2).К =ип, получим 


и 
= 0, 
А 


так что п! р, ... Р.,› а вслед за тем и любое произведение ГРа,- * Ра 
1 


р } Доме 

1 И “к 
степени & —1 относительно элементов из 3. Отсюда и следует утверж- 
запишется в виде суммы произведений степени И: 


Риз Рарава > №. Бил РьРь, РГ -5 0; (1.3) 


И вы + о Вр? А ы р "Ро, (1.4) 
м % + 


где Р,,›-..,Ры, Е Зи, Е — произвольное. 
Важно отметить, что каждое из р, входит во все произведения в 
% 
правой стороне (1.3), так что степень р, ... Рь относительно р,. равна 4. 
1 п—1 т 


Отсюда, между прочим, непосредственно вытекает следующее утверж- 
дение. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Х — множество образующих ассоциативного кольца. 
А характеристики р>0, [Х] — кольцо Ли, порожденное множеством Х 


относительно операции [5:5] = 115. — т... Тогда если А удовлетворяет 
условию 


а^=0, ав[Х|], п«р (п- любое, если р=0), 


оц 
что, в свою очередь, приводит к записи: 
то из нильпотентности [Х] следует нильпотентность (в ассоциативном 
смысле) кольца А. Обратное утверждение тривиально. 

Далее, 


2п—2 


а О ен и 


$=0 а 


Но из тождественного соотношения а” = 0, «6 [Х], следует, ввиду (1.5), | 
соотношение 


п—1 


У бат 50: 


$=0 


умножая которое на $” "‘слева, получим, что 6" 6" =0, т. е. 


в 
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[45"—*] =0. Таким образом, [Х] удовлетворяет #-му условию Энгеля, 


& <2п—2, из чего, на основании теорем 5, 7 и 8, мы делаем следующее 
’ заключение. | 
| Следствие. Ассоциативное кольцо А, определенное в теореме 2, 
локально нильпотентно, если 1) п=2, р>.2, 2) п=3, р>5, 3) п=4, 
р>1. 

В случаях 1) и 2) (при дополнительном ограничении на характерис- 
тику), принимая во внимание отмеченные во введении результаты Хиг- 
гинса, можно говорить о нильпотентности кольца А. 

Теорема 2 указывает, в частности, на эквивалентность вопросов ло- 
кальной нильпотентности кольца ® с условием ЁЕ„,р и кольца №. 

Перейдем к выводу ряда тождеств, которыми будем пользоваться в 
последних двух разделах статьи. 

р" =0 для всех и из кольца ®, удовлетворяющего и-му условию 
Энгеля. Если в тождестве (1.2) положить # = п, считая, кроме того, не- 
которые из а: 6 ® одинаковыми, то получится соотношение: 


р -..Р 
1! - 5 | и = : + ие . + 1 =п, 


которое в случае кольца ® характеристики рп можно записать без 
множителя ]:!...]!. В частности, 


®—1 


Ри Рь № о п—1—1 
= ДИР." =0, 
1 п-—1 ее 
т. е. 
п—1 
> [(шбиат—1—] = 0 
#=0 


для любых элементов и, о, 26%. Используя формулу 
1 . 


[2 [22]] = У (— 1) ( ) [ии — |, 


1-0 
получим: 
п—1 НИ 
У шишьт-- = — Уи [и о" 4] = 
те р 
п г й п—1, ва, 
1=0 1=0 ] к. =: 7 
| я оо 
— —1 2 ( ; | ии" = 0, 
ИИ 


откуда, в силу произвола и, # и и, следует: 


ТЕ 


(рр. 


$=0 
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Если ввести обозначение 


о. 


Чи п 1 4=0 


и сделать подстановку р, = ар. ...- р, О. 


4 п—1 АВ... А 


К.А, =т—1 


Нетрудно показать [см., например, (*), лемма 1], что при сделанных 
предположениях о характеристике кольца все определяемые последним 
тождеством символы 


Гы . ты 
И 


равны нулю. 
Таким образом, в 9%, где ® — кольцо Ли характеристики р, удовлет- 
воряющее п-му условию Энгеля, п < р, имеют место тождества: 


Р.Р, - Ри, Е : . 
[. . , =, А+: +1 =м, (1.5) 
По 28-278 
[РиРь,` `` Род $ 
а 750 ВЕ Е в (1.6) 
1 т 


:/р—1 
Так как (—1) я у 1 (под р), то для колец с условием Е, р, пред- 
й 


ставляющих наибольший интерес с точки зрения теории р-групп, тож- 
дества (1.5) и (1.6) совпадают. В’ этом заключается одна из дополни- 
тельных трудностей исследования данного класса колец Ли. 


Пусть / (и, 5,...) — элемент из %% степени < р относительно и. Будем 
иногда пользоваться обозначением: 


(и жш, и,...)=Р (и, а. Р(и,о,...) +0 Ци, о...) .-- 


Ясно, что если ] = 0 тождественно относительно и, то и Д } (и, ъ,...)=0. 
Ки- 
Нам понадобятся еще тождества, получающиеся при наложении на 


элементы из кольца Фу некоторых ограничений. 


ЛЕММА 1. Пусть % — произвольное кольцо Ли характеристики р>3 
(или р=0); и, о, ш,...— любые элементы из ®. Если ра =0, 8 =0, 
р =0, а, 6, се%, то в \, имеют место следующие соотношения: 


Зрар,ра — Зрар.р? + 2р8р,р. == 0, (1.7) 
РырьРь = РьР,Рь› РьриРё = 0, (1.8) 


[Р.Р = рерар?. (1.9) 


„> “ 
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’ Если [иб?иб] =0 при всех и ®, то 


РьРиРь = РьР„Рь = 0, ( 

Р.Р. —.0, ( 

РеР.Р,Р. == Р.Р.РыБе, ( 

Рер.РьР.Б. = ®(р.р,р?р. + Р.Р?р.р.), 2%==1(то4 р),  ( 

РеРьРир. = Р.РЗр,р. — Зр.Рр,Р.Р. + ЗР.рР,Р? р. ( 

РороРь р-р Ор.р.р.р.р.Р. — РР. рр. = 0; ( 
Р.Р Р.РРьР, + РеР.Р,РеРр, = 0, (1.16) 

Реререр2р. = 0, ( 

РеРьР.РЕР. + Р.Р2Р.Р2 р. + Ар.р.Р,Р.Р.р,Р. = 0, ( 

Зр.рар.реР,Р, — Зр.р,Р2 Р.Р, + 2Р.Р,р,р.РЗ р. — 2р.рЗр.р.р,Р. = 0, ( 

Р.Р р.Рзр. = Р.РЗр.Р?р.› если р >5, ( 

Зр.рзр.рар, — 4Р. ар, Зр, + Зр.рар.рар, = 0, ( 

( 


Риге] —=0 при любом и Е®. 


Если [си3зс] =0 при всех и ®, то 


Р.рер. =0, «3. (1.23) 
Если р.р?р, = 0, то | 
РРЪД, р: РРР Ро РРР: (1.24) 
Если р.р?р, = 0 и р.р?р,р, = 0 при всех о 6®, то 
о пе 
— Р.Р.Р.Р.Р,Р. = Р.РР.Р.РьР.. (1.25) 
Из приводимого ниже доказательства тождеств (1.24) и (1.25) ясно, 
что условия 
РРзр. = 0, р.рорыр. = 0 
можно заменить на 
ар. рер.В = 0 и ар,рьр,рев = 0, 
где а и 6 — любые элементы из №, не содержащие р,. 
Доказательство. Соотношения (1.7), (1.8) и (1.11) являются след- 
ствиями тождеств: 
Руша = [Р.Р] =0, [р,р =0 и [р,р:] = 0. 
Соотношение (1.9) получается с помощью (1.8): 


[рр]? = (рр? — 2рьр.рь + РР.) = — 2рырРьриР? + 
- рр? р? + Арр,Рар,рь — 2РЁРр,Рьр.Рь = РРьРь- 
Далее, 
О [иб?иб] = [26?и6] и - [22626] — [12 [#6?] 6] =2 [ифиб?] =0, 


и-ш 


т. е. рр.р? = 0, что вместе с (1.8) и дает (1.10). 
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Соотношения (1.12) — (1.16), (1.18), (1.19), (1.24) являются следет- 
виями тождества (1.11), если в нем заменить и соответственно на [1%], [2и?], 
[из], [ио?и], [сизь], [си?5?], [сиб®], [си]. 

Если в (1.16) и (1.19) заменить © на и, то получим (1.17) и (1.20). 

Тождество (1.22) следует из (1.11) и (1.17). 

Далее, из [си3с] =0 получаем: 


р [си3с] = — 3 [иси?с], | 


т. е. р.рар, =0. Но 
Рави = [РеРьре] = 2РеРиР. — ЗРиреРьРе — ЗР.Рир.ры = 0, 
откуда следует, что тождество (1.23) верно. Если р.р?р, = 0, то 


Р  р.р?р, = — р.рар,р. + Р.Рир?р. = 0, 


Ф — [445] 


а это вместе с (1.13) и приводит к (1.24). Учитывая, наконец, (1.24), 
получаем: 


р БО  р.рр, = 2р.ррар,р, — 2р.р,Рарьр. = 0, 


о -ио- [119 ?] 


р ‚РеРъРир. — РеРРьРРь — Р.рёрар. = 0, 


0 [мо 


2 „РеРыРьРь — РеРиръРе — РеРиРьРирь — 0, 


Ф - [м 


В р.рр. = р.ререр, + РераРаР. + 2Р.Р,РаРрьР. — 


о - [2] 
— 2р.Р.Р.Р.Р,Р. — 2РеРьР.РьРр.р. = 0. 


Отсюда и из (1.15) следует (1.25). 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. Кольцо Ли ® характеристики р>3, удовлетворяющее 
3-му условию Энгеля, локально нильпотентно. 
’ Доказательство. Как уже упоминалось ранее, Хиггинс доказал 
нильпотентность % для всех р>Т и р=3. Поскольку, однако, локаль- 


ную нильпотентность легко получить при любом р >3, то мы не будем 
ограничиваться случаем р =5. 
Из тождеств 


И р° | — рр + Рур,р, + рр. = 0 
И 

| ый = — Зр,р? + Зр,р,р, — рр, =0 
имеем: 


х) рар, = — Зер,ра и 
В) р,р.р, ==р.р?, 2е==1 (шо4 р). 
Заменяя в В) р, на р, +р,, получим: 


РьР.Р -- Р„РиР, = =Р.рьР., + еР.р.,Рь- 


=> “ 
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` Таким образом, 
Рьр, = — Зер,р», 


: Р.Р.Рь т ер,рР”, 
ВыРыРь = РР. ВР Р.Р, ВАР. Р.Рь: 


В любом произведении Ри, Ры, Ри, „Ри, Пользуясь полученными тож- 
1 2 8— $ 


дествами, можно перевести р, на 1-е место, 1=$—1. $. Совершенно 
1 


очевидно поэтому, что для кольца %, порожденного й элементами из ®, 
имеет место соотношение 921 — (. 


Лемма доказана. 


$ 2. Свойства радикала 


ТЕОРЕМА 3. Радикал кольца Ли ® с условием Е, р является локально 
нильпотентным идеалом. 

Доказательство. Очевидно достаточно доказать, что. сумма 0 
двух локально нильпотентных идеалов И: и И, есть локально нильшо- 
тентный идеал. Предположим, что И. — локально регулярный идеал. 
Тогда существует некоторое конечное множество элементов 


Из; = и; + и.; О}, и:; ©0,, =, 1=1,2,...,К, 


й 
порождающих регулярное кольцо Из (т. е. кольцо, не являющееся ниль- 
потентным): 


ба бе 1—4, ПЕД, 


где О. — регулярное кольцо. Выберем среди и;; некоторое минимальное 
множество элементов 


и: =: $=1,....т ТЗ, 


' порождающее регулярное кольцо (. Очевидно, т>.2. По выбору эле- 
ментов и., кольцо Ли У с образующими и›,..., И» будет нильпотентным 
конечного класса с. Любой элемент кольца Ли И может быть записан 
в виде суммы правонормированных произведений образующих ил, ... › Ит. 
Ввиду предполагаемой регулярности О, существует правонормированное 
произведение 


и = [И щ,... 45] ЖИ 
при любом 8; & =1,...,т. Если 8 достаточно большое, то среди и, не- 


обходимо встретится и‚. Больше того, число из, = и, между двумя сосед- 
ними и, не может превышать (п — 1) (с —1). Действительно, пусть 


И ИИ... .] = [; ... №1] Риз. -- Рин Ри. * 2 


где #> (п— 1) (3—1) +1, ив,  ш. Тогда, согласно (1.3), 


Рих, зе Рид, == > ЛЬ... Бит Рь, Ня: АЕ 
ЕЕ | 
причем степень хотя бы одного элемента В; относительно Ик, 5 9 ик; 


будет >> с (для простоты множитель г = 0 перед произведением Ра Ри, 


ве будем указывать). 
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2. 
( . 


Так как И нильпотентно класса °, то соответствующий элемент 6; = 0 
инь == 0, т.е. и =0, в противоречие с предположением. 

Элемент и можно записать в виде суммы правонормированных произ- 
ведений элементов типа 


[или ..-И:,], ил, Е 
В самом деле, 
и = [лини ...] = [в [и] и,...] Е 
- Ринили, = [и [ани]... [9 ь, [или]... + 
и, [или]... 1 ии... 
начиная подобные преобразования с и,, занимающего в и крайнее справа 
положение, переведем все и;, -= и, влево от выбранного и!. После конеч- 


ного числа шагов получим требуемое представление элемента и. Итак, 
существует элемент 


о = [И , [и -.. 8]... [лик -.- к, ]] = 0- 
ъ 2 2 [°) 


По доказанному, 0 < $; < (п— 1) (3—1). Таким образом, среди [или.... 
в, имеется лишь конечное число различных элементов. Чтобы про- 


изведение © относительно них имело любую наперед заданную степень о, | 
достаточно, очевидно, взять 
6>2{т—1) (3—0. 

Далее, и, принадлежит либо идеалу И.:, либо идеалу И.. Пусть 
и ЕП, тогда все [или,...и:,] @0О\:. Получаем, что конечное число эле- 
ментов порождает в И, регулярное кольцо, чего не может быть. 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Если ® — кольцо Ли с условием Е», то радикал коль-. 
ца Т=%/М(%) равен нулю. 

Доказательство. Допустим, что имеется локально регулярный 
идеал % кольца ®, гомоморфный образ которого является локально ниль- 
потентным идеалом в Г. Пусть и.,..., ит — конечное множество элемен- 


тов из %, порождающее регулярное кольцо 0. По предположению, 
И =П- М / М — нильпотентное кольцо Ли, т. е. 


0 = [,. Об, ел 


для некоторого конечного числа $. Пусть М — конечное множество эле- 
ментов вида 


[#,... 4], <А<(п— 1) (3—1) +1, и. 


У — порожденное ими кольцо Ли. 


Правонормированное произведение и = [и;.. .и,] при любом сколь 
угодно большом 0 всегда можно записать в виде суммы произведений 


[2105 -:9щ,...и], 1, и ел, 


где элементы из кольца ГУ занимают крайние слева места. В самом деле, 
пусть 


и = [И.Р с... м К: 
от т (п—1) (в—1) 1 
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Тогда 
= ь ь = 
аа ^ Рио вл) (6—1) +1 —. пая Ры ``" Рр 
Е 1 би 
вследствие чего 
и = м А ва [бабье бала] ба, и И. 
а 

В каждом слагаемом степень некоторого 6; относительно из,...,им будет 


не меньше, чем с. Пусть, например, 

[абы объе ето 5. 
Тогда 

/ 
ий = [21 [6:65] У Ш .. $] -- [216561 ... р 55 ы[ 
[6165] запишем в виде суммы правонормированных произведений относи- 
тельно их, 
5 «ет. [616,] < (п— 1) («—1) +1, 

аи’ — в виде суммы правонормированных произведений относительно ал, 
$», [6:6.], из, после чего получим: 


/ у. й Й 59 ря 
и’ = У“ [и и, ...], И. 
у 
3 
Проделав подобные преобразования с каждым из слагаемых и, найдем 
что 
%) о ь и 
и = Ув [16 к; м :], 62 Е ра 
221 
Выделяя следующие (п— 1) (3—1) {+1 множителей, стоящих правее 2, 
и повторяя все рассуждения, получим сумму произведений вида 


[абзли,...], 236 У. 
Процесс образования элементов ФЕТ можно, очевидно, продолжить на- 
столько далеко, насколько это позволяет число 6 множителей и; в и. 
Пусть о -+ (р — 1) {(п — 1) (3—1) +1}, где р — наперед заданное 
число. Тогда, пользуясь только что описанным методом, будем иметь: 
ё ель 
сни, 


«>0 


где 
а. ПИ. 

Так как И — регулярное кольцо, то | -=0 при любом 6. Поэтому 
У? 0, какое бы р мы ни взяли. А это есть противоречие, так как 
УСМ (%). 

Теорема доказана. 


$ 3. Кольца Ли © условием Е», п=4А, Зи 6 (р>7) 


ЛЕММА 3. Пусть ® — кольцо Ли с условием Ез,р. Тогда в % имеют 
место тождества: 

1) Ри =0 для любых и, о Е®, 

2) ры = 0, если рз = 0. 
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Доказательство. Так как нас особенно интересует кольцо с усло- 
вием Ё.5, то мы имеем возможность пользоваться лишь одним тождеством: 
РР: ЗЕ Р.Р РР, ВРР, —0 

в %, следствиями которого являются соотношения: 
а) РРР, ВоВ 
Ь) рер,рь = ВР Р.Р, 
0) ре ррь = 0: 
В =; = —1, но для удобства пользования указанными соотношениями 
мы обозначаем коэффициенты буквами с различными индексами. Введем 
также обозначение р 
рер,р®.. рее Я 
Получаем: 
Риш» = [р,рз] = (0, 3) —3(1, 2) + 3(2, 1) — (3, 0) = 
= а: (1,2) + а, (2,1) + аз (3,0) —3(1,2) +3(2,1) — (3,0) = 
= 11 (1, 2) + 12 (2, 1) + 1з (3, 0); 
Ри» = 18 (1, 3, 2) - тат» (2, 2, 2) + таз (3, 1, 2) + 12 (2, 3,1) + 
+ 721 (3, 2, 1) = а (2, 2, 2) + 12, (3,1, 2) + тат (2, 2,2) | 
- 1з (3, 1, 2) + 138 (3, 2, 1) + 1»\з (3, 2, 1) = 
=8, (2,2, 2) + 8, (3,1, 2) + 8, (3, 2, 1); 
Ри» — Ри») Руиз) = 8111 (2, 2, 3, 2) + 851, (3,1, 3,2) + 
+ эт, (3, 2, 2, 2) + 851. (3, 2, 3,1) = 
= {511182 - 85110. - 8311} (3, 2,2, 2) - 8эт»В (3, 3, 2,1) =8 (3, 2, 2, 2). 
Согласно с), 
Ру Рин Ръ РиРь = 0, 
откуда 
РЗ РРР. Р.Р = ва (3, 2,2, 2) = 0, 
и тождество 1) доказано, так как в, = 0. 
Пусть теперь рз =0. Тогда из (1.5): 


и ый = Рьр,рё + рар.рь = 0 
и (1.8) получаем: 


Рьр,Рз = рзриБь = 0. 
В частности, 
РыРрьычР = Ррирь = 0, 
что вместе с тождеством (1.9) и дает нужное нам соотношение. 
Лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 5. Кольцо Ли с условием Ел,» локально нильпотентно. 
Доказательство. Если предположить, что утверждение теоремы 
неверно, то вместе с % локально регулярным будет и кольцо Т = /М (®). 
[1%] -= 0 для некоторых пар элементов и,, ЕТ, так как в противном 
случае Т было бы локально регулярным кольцом Ли с условием Ез, в, 
что, по лемме 2, невозможно. Докажем, что в Т найдется элемент 
с-=0 такой, что р?=0. Действительно, если 6 = [и 03] + 0, то либо 


баксы Фе СНЫ 


=> “ 
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р: =0, и тогда все доказано, либо р?-2 0, что означает существование 
такого элемента их, что с = [1362] = 0. 
Из леммы 3 следует, что р =0, а элемент с является искомым. 
[си*с] = 0 при любом ЕТ ис < 3. Для =1,2 это следует из опреде- 
ления элемента с, а для « =3 — из тождества 


С | й = [сис] + [си?си] + [сиси?] = 0. 


Рассмотрим идеал % кольца Т, порожденный элементом с. 

Любое правонормированное произведение и = [сих. с... из 92 мож- 
но записать с помощью тождества (1.4) в виде суммы элементов вида 
[си*с...], которые, по доказанному, равны нулю. 

Итак, % — ненулевой (с Е 0) нильпотентный (9 — 0) идеал кольца Т, 
что противоречит условию М (Т) = 0. 

Теорема доказана. 

При доказательстве теоремы 5, кроме общих, использованы и весьма 
специальные соображения, техника обобщения которых на случай кольца 
Ли ®, удовлетворяющего п-му условию Энгеля, где п — любое, кажется 
пока неясной. Основное затруднение, естественно, возникает при нахожде- 
нии удовлетворяющих некоторым дополнительным условиям элементов, при 
помощи которых в кольце Ли можно было бы строить локально нильпо- 
тентные идеалы. Несколько более простую ситуацию следует ожидать, 
по-видимому, в кольцах Ли с условием Е», р, если на характеристику их 
наложить ограничения, заведомо исключающие случай п =р— 1. 

ЛЕММА 4. Пусть ® — кольцо Ли с условием Ешь, п= 5,6 (в послед- 
нем случае р +7). Тогда Ра = 0 для всех и, 9 6®. 

Доказательство. 1)п=5, р>5. Из основных тождеств (1.5) 
и (1.6) находим: 


(0,4) = В: (2, 2) -- В» (3, 1) - В: (4, 0), 


(1, 3) = 11 (2, 2) + 1» (3, 1) + 1з (4,0), 31, ==1 (шо4 р) а) 
(здесь снова рер,ре... р,р," = (е1, в»,..., 6), п2%2), откуда: 
девиз (42) За) 0, ь) 


Используя полученные тождества, будем иметь: 
Руиь = [Р.Р] = 81 (2, 2) + 8» (3,1) + 83 (4, 0), 
! Рыь- = 62 (2, 4, 2) -{ 516. (3, 3, 2) - 5153 (4,2, 2) — 
= {51 + 1651 - 6163} (4,2, 2). 
Но из (1.5), а) и Ь) следует: 


р ый я р, = (4,0, 4) + (4,1,3)- (4,2,2) = (4,0, 4) + (и-1 (4,2,2)=0, 


р Ро = (4, 0, 4) —2(4, 1, 3) = (4, 0, 4) — 21 (4, 2,2).=0 
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(42,2) =0ир. =0, 


2) п=6, р>7Т. Из линейной системы: 


в и = (2,5) + (3,4) + (4,3) + (5,2) =0, 


р с _ = а, (2, 5) + «, (3, 4) - аз (4, 3) + ча (5,2) = 0, 


р, р ы р, = ве (2,5) + а» (3,4) + (4, 3) + а, (5,2) =0, 


т и р? = (2,5) + о (3, 4) + ч (4, 3) + ч (5,2) = 0, 


‚ {© 
«=(-—1)'(), 
определитель которой А = — 2°.339. -= 0, следует, что 
(2, 5) = (3,4) = (4, 3) = (5,2) = 0, 
а это вместе с выражением 
Ри» а № (2, 3) = са се Бе 24 (5, 0) 


и приводит к тождеству 


Лемма доказана. 
Кроме уже рассмотренных в лемме 4 случаев, тождество 


доказано также для п =7,8 и, по-видимому, оно верно для и, © из про- 
извольного кольца Ли с условием Е„,,, рлп--1. Не останавливаясь 
на возможных подходах к решению этой задачи, дадим короткое доказа- 
тельство следующей общей теоремы, значение которой тесно связано 
с указанным тождеством. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть ® — произвольное кольцо Ли с условием Еп,.р 
такое, что Рат-1] = 0. для всех и, 56%, и пусть доказано, что любое 
кольцо Ли 3 с условием Е„,р, порожденное образующими т:,...2, 
4 — любое, Ра. = 0, нильпотентно. Тогда из локальной нильпотентности 


произвольного кольца Ли с условием Ел, р следует локальная нильпотент-. 


ность %. 

Доказательство. Если предположить, что ® — локально регу- 
лярное кольцо, то идеал % кольца Т=%/М(%), порожденный всеми 
элементами вида [а6”-—1], а. ЕТ, будет отличен от нуля, так как в про- 
тивном случае Т было бы локально регулярным кольцом с условием 
Е,—1,ъ, Что невозможно. Так как, далее, М (Т) =0, то % — локально 
регулярный идеал. Следовательно, найдется конечное число элементов 
и,..., и 6%, порождающих регулярное кольцо 0. Но любой элемент 
, 


и; из Х имеет вид: 


ь п—1 
о У; шуй Ч, 
р 


ны Сфольй фадабанвйыя 
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поскольку 


[итд] = [ит [2] ] Е [из"-® [вш] 2] +... 


Е [2 [9%] о" —2] Ч [и] = [ит] и | = >) — 


а выражение в фигурных скобках, ввиду тождества (1.2), представимо 


`в виде суммы (п — 1)-х степеней элементов р,, 2 ЕТ. Таким образом, 


и. 


Е у яя 5 д = [ит Ц, Ир = 


т. е. %Х — регулярное кольцо, что противоречит условию теоремы. 

Теорема доказана. 

Доказанная теорема и тождества, аналогичные тем, которые были 
получены в лемме 4, позволяют нам при решении вопроса о локальной 
нильпотентности произвольного кольца Ли с условием Е»„,р (и некото- 
рыми дополнительными ограничениями на характеристику) сделать ре- 
дукцию к более простому кольцу Ли 5%, обладающему рядом особенно- 
стей. Согласно тождеству (1.11), р,р,р, = 0 при любом р, и р =0. 
Отсюда следует, что 


2 — 2 и 
О, 0: 
о = Ра 2 Оо 
Если также и р? = 0, то Р?„ь] = 0. Поскольку р. —= 0, а элементы из % 
записываются в виде суммы правонормированных произведений относи- 
тельно 121,...,2а, ясно, что любой элемент а % может быть представ- 


лен в виде линейной комбинации а = Уча элементов а; таких, что 
1 
22, =0. 

ТЕОРЕМА 7. Кольца Ли с условием Е; ри В, р(р -Е 7) локально ниль- 
потентны. 

Доказательство. В силу леммы 4 и теоремы 6, достаточно дока- 
зать нильпотентность любого кольца Ли 5 = {х2.,..., Та} с тождествен- 
ным соотношением р” =0 (п=5,6) и равенствами В. О1=. 9 
С самого начала можно предполагать, что М (9%) =0. Доказывать будем 
индукцией но 9. Элементы из % 5), как и раньше, обозначим буквами а, 
Бит. д., причем если 


Ра РР 
то 
РазРау—, ``" Ра-Ра, — 


Допустим, что 9% — регулярное кольцо, в то время как % = {21,... 

›2._1} — нильпотентное кольцо класса с. Выберем в % некоторый 
центральный элемент с, например, одно из правонормированных произ- 
ведений [2,...2,_,]-Е= 0 степени с —1. Тогда, согласно сделанному 
выше замечанию, р? =0 и рр.р, =0 при любом а 3%. Изчен]=0, 
и У следует, что Реш = 0 или р.р, = Р.Р. Рассмотрим идеал © кольца 
9%, порожденный элементом с, и покажем, что $ — нильпотентный идеал. 
Из получающегося противоречия (М (5%) = 0) и будет вытекать утвержде- 
ние теоремы. Используя тождество (1.4) и равенство рр, = Р.Р. ие, 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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любой элемент из 6? можно записать в виде суммы произведении 


пер РР Риз Я Ра РР Ре 
где а6 5%, и 6%. Индукцией по числу ’ элементов р» между двумя со- 


седними р, докажем, что произведение 
= а “т—1 
РРР ааа Ре 
всегда равно нулю. Для г=1 это очевидно: Р.Р, = 0. Установим 
справедливость нашего утверждения при г = т-- 1, предполагая его до- 


казанным для всех меньших г. При фиксированном т снова будем про- 
водить индукцию, теперь уже относительно суммы 


=... - бт 
степеней, с которыми входят элементы р, и, Е, в рассматриваемое 
1 


произведение. Ясно, что при «= 0 
= ПЕР роь 


так как р? = 0. Из двух индуктивных предположений (по ги 9) выте- 
а 
кает следующее равенство: 


а= Р.Р, РР Ры" ар, Ритр» р. = 


и Хх 


— [РеРь,Р > -- РеРит 1] Ра Ритм 
или 
@ = рьр» м Ре» 


где 


& т 
Ь = [схаш`.. Хайт 69. 


Для проверки его достаточно воспользоваться замечанием, что при 
разложении [р.р,.. т. в сумму ассоциативных произведений (на- 
а т— 
помним, что [р.Рь| = Р.Р, — Р,р.), достаточно одному из Ри; или же р,, 
оказаться левее того р,, которое входит в р», как соответствующий 
член будет равен нулю. Из проведенных рассуждений следует, что 

6? =0, если будет установлено равенство: 
в — Рьр, Рир», Ре = 0. 
Рассмотрим отдельно два случая: 
пе ро. 
о. ола РьР ВыР. Ре 0, так как р. РыРх, = 0. 
2) «=2. Из тождества (1.5) находим: 


В Вы О 
[| я рр. 0 


что вместе с 1) и всем ранее сказанным дает: 


а = РьР» Вир Ре — ©. 


Р. г Ре 


3) «=3. Снова из р,р. [3 И 
а || 


—= 0 следует «а=0. 


=> “ 
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Р. Рх 
4-9. ыРы, | пер. =0 или 


- “= рр, Рур, ре =0. 


Нильпотентность % (и ®) при п=5 ир>> 5 доказана. 

Ь) п=6, р>7. Доказательство равенства а=0 при о =1,4и5 
проводится совершенно так же, как и вслучае а). Отдельного рассмотрения 
заслуживают лишь значения « =2 и 3. Здесь нам понадобятся тождества 
(1.5) и (1.6). 


1) При «=2 из соотношений 


и Ра р Ре а Руа Ра Ра 0 
Я | 


следует: а а=Ои — бар а=0, т. е. а=0, так как р>7. 
2) к. 3, «= р, ПОР Ра. 
Ввиду второго индуктивного предположения, 
в = РьРРх риРх_ Ре =. РьшРхоРиРх Ре" 


Используя тождество (1.4), [би] можно записать в виде суммы эле- 
ментов | 


Е; 
В; = [стит... 28,1], 


где А, <а„_.-1. Если В; — сумма степеней элементов из % в 
Рь.Р, Р?р, Р.› то В, <. Поэтому с помощью уже рассмотренного случая 
а 21° 


1) получаем, что В =0. Но тогда и «=0, так как 


в. в, 
а г = А 
в : т и 


Теорема доказана. 


$ 4. Кольцо Ли с условием Ев, 7 


Доказательство локальной нильпотентности произвольного кольца Ли 
с условием Е‹,:, проводимое в этом параграфе, содержит в своей основе 
ту же идею, которая использовалась ранее, но в рассуждениях есть и 
различного рода усовершенствования, реализация которых достигается, 
правда, за счет преодоления значительных технических трудностей. 

ЛЕММА 5. Пусть Я — кольцо Ли с условием Ев. Тогда в У имеют 
место следующие тождества: 

1) Я — 0 для любых элементов и, в Е®, 

2) р?„„) = 0, если р, = 0, 

3) ры = 0, если р, = 0. 

Доказательство. Все преобразования будем производить лишь 
при помощи тождества (1.5). Напомним, что областью операторов кольца 
является поле вычетов по то4 7. 

6* 


532 А. И. КОСТРИКИН 


1) Введем обозначение: 
рр. В. : ы Варе" в (ео бо, г, в 
Если 
е К [Р.Р.Ры] АР 2 (0, 1, 0) — (0, 0, И 0, 0), 
= [р,Р3р,] = 2 (0, 3, 0) —3(1, 2, 0) —3 (0, 2, 1) + 
И ЕО 0 
то из тождеств: 


р, 11°} = 6,1, +6, 4, 0+6, 2, 3) + ©, 3,2) + 6,0, 5) =0, 


—3 т р*=(5,1,4)+(5, 4, 1)—(4,2,4)—(4, 4,2) —(4, 3, 3)—(5, 0, 5) =0, 


| 2 =36, Ва. 
о, и За 
^_3(3, 4. 3)—(0.44—200%) 50 
находим: Е 
(ду, а, 8 а ва 
—@ 4-26, 5) 
(5, 3.2) =— (6,2. 34223 Зоо аа 
(5.4) =-165, 4.28 Ва 
— (25 — 605) 


(4.1) 


——=— ——— 


Очевидно, 
Риз] = (0, 5) +2(1, 4) + 3(2, 3) —3 (3, 2) —2 (4, 1) — (5, 0) = 

= (1, 4) +2 (2, 3) +3(3, 2) —3(4, 1) —2 65, 0). 

Используем далее (4.1): 

Рин = (1, 5, 4) + 2 (2, 4, 4) + 3(3, 3, 4) —3(4,2 
— 3 (2, 5, 3) — (3, 4, 3) + (4, 3, 3) +3 (5, 2, 3) 
—2(4, 4, 2) + (5, 3, 2) +2(4, 5, 1) — (5, 
= — (3, 3, 4) — (3, 4, 3) — (4, 3, 3) —3 (5, 0, 5 


Наконец, получаем: 


ее 


-- 
г 


Ри] т Рулоны 50. 
2) Обозначим 
ри ры ры ние о 
Умножая тождество (1.7) на р, сначала слева, а затем справа, получим 
2 (2, 3) —3 (3, 2) = 0, 
Е 


ИЛИ 


(2, 3) = (3. 2) 0. 


Таким образом, 
Руиаз) = (0, 3) — 3(1, 2) +3(2, 1) — (3, 0), 
Раз] = 3 (2, 1, 3) — (3, 0, 3) —2(2, 2, 2) + 3(3, 1, 2), 
р; [има] — Р [ма РЕ [аз] 0 


„> “ 
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3) Пусть 
(ель ел ---›е,) = рырирь. .. рирг", по. 
Из тождеств (1.8) п те к = 0 имеем: 
(1,1, 2) =2(2, 0, 2). (4.2) 


Обозначим 
а1 = (2, 0, 2, 0, 2). 
Умножая (4.2) слева и справа на различные степени Р, и р,, получим: 
аз = (1,1, 2, 0, 2) = 2, = а, = (2, 0,2, 1,1), 
бе — 14.1610 Е Зара. = (1, 1:1, 1,2), 
(2 9—2, 
Обратим внимание на то обстоятельство, что произведения 


(1, 5, 3, 4, 0), (0, 1, 05, 3, 621); Ум = 6, 


(1, 5, 3, 0, 1), (1 0, 1, 05, 3), Ум == 5. 


равны нулю. 
Рассмотрим тождество 


“оз таа-0 43 


где 
По (2, 0; 1) — (1, 0,2) —2 (0, 1, 2,) — 2(2, 1, 0) —3 (1,1, УВ 
= р, РьР,Рьр,Рь + Р,РЬРа РЕ + 2, РРР. Вь + РьРьРиРьРРь + 
Е РРР р = РыР.Р,РьР НЕ РьР,Р,РьВ и Бь» 


а = РР, РьР, РР, +. - --- РЫР.РьР,РьРь- 


Элемент а является линейной комбинацией элементов а; и а:, и несложные 
вычисления показывают, что а = —2а:. С другой стороны, в =а, по- 


скольку р,=р, И 9,=4,, 1 =1,2, 3,4. Отсюда и из (4.3) следует, 
что а, =0. Используя тождество (1.9), получаем нужное соотношение: 


2 — 79 — 7272 а = 
ЕР ыы Е" РЫРыьтРь = Ч 0. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 6. При любых элементах и, и из кольца Ли ® с условием 
Евл выполняется соотношение 

2 — # = 
РЕсизсл Въ Русизс1 =0 (7 ЗЕ 0). 

Доказательство. Ввиду значительных вычислений будем для 
сокращения писать с, и,... вместо р, р,,.... Возможные недоразумения 
при этом исключаются, так как все встречающиеся ниже элементы 


принадлежат кольцу Фо. 

Пусть М», ‚есть множество всех произведений вида 4, = с... С... 
где на местах, обозначенных точками, стоят $ элементов ий и + элементов 9. 
Если все такие произведения равны нулю, то будем писать М.,: = 0 


Фото ор 


‘ 
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Утверждение леммы является простым следствием равенств 
а Маз = Мьз = Ме» = 0, 

для обоснования которых удобно рассматривать М.,г и при & < 2. 

Доказывать будем последовательно, начиная с наименьших значений $ 
и $. Из (1.11) видно, что М, =0, если $ +2 < 6. : 

1. М. в =0, в валу (М) и (10. 

2. си?сиоси?с = — сиоси?си?с =0, в силу (1.16) и (1.17). Очевидно, 
Мьл = 0. ь 

В дальнейшем тождества (1.11), (1.12), (1.16) и (1.17) будут исполь- 
зоваться без ссылок. | 


о си - 
3. си си? си ос = с% с = 0, 
24 
а „ = си?сиосиос = — сифси?си с = 0, 
а, = си?е?си?е = —- си?си?ст?е — 41 „=0 


см. (1.18)]. Следовательно, Ма, = 0. 
а ( и 
и 
Вместе с (1.20) это дает: 


$ = си?сиЗс -- сиЗси?с = 0. 


си?сиЗета=. сиси? с = 0. (4.4) 
В частности, си?сизси?с = 0 и Ми = 0. { 
5. а! ‚ = си?сиусийс = — сифси?сизс = 0. Аналогично, 


сиЗсиоси?с = — сиЗзси?сиос = 0, 


си 
а, = си?си?оси?с = | | силе = 0. 


24 


` Также и си?сфи?си?с == 0, а из (1.13) следует, что 


си?ситиси?с = — За 1 — Зав == 0, 
т.е. Ме: =0. 
6. Так как а? , = си? (с5*с) ис = 0, то, согласно (1.24), 
ат, = си?сиси?с = сийсиз?си?с = си?соиоси?с. 


Далее, 
си = 2 —— 
5 {5 и] [и] с = сидси?си [и] с = 0, 


что вместе с (1.13) дает: 


а? „= си?сиоси?ос = си?сирсои?е = си?сиосизис. 


Принимая во внимание последние соотношения и равенство а, =0, 
находим: 


р а „ = сиси?осиус — си?сизисихс = 0, 
2-> [40] ^” 


а отсюда, снова с помощью (1.13), получаем: 


аз „= си?си?осиос:= си?сидисиос = си?сои?сисиос. 
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Обозначим еще 

а = СС СИЗС, 

Непосредственно проверяется (см. (4.4) и (1 .19)) тождество: 
Б = 2 си? сиси — 2 сиси? ус — си?сти?с + иси?сиус — 


си си ы 
= — 26 й ы. ре [ ,] ФС о + 2с [сид] с = 0, (4.5) 
которое понадобится нам здесь и ниже, в пункте 7. 
Далее, 
Биос = 28 — 343, 0, 
си 
си?су [ 3 | =2 зе За, +2 в +, = 0, 
202 
си?си [Е о ы =, За, — а =). 
Наконец, 


а За?, + 44, + 2 сизсиоси3с = 0, 
и 5 : 
а так как 2 сиусиуси3с = За4, [см. (1.18)], то 
’ 
2 аа — 
а — 0. 
Из последних четырех тождеств находим: 
%,=0, 1=1, 2, 3, 4. 
Иначе говоря, любое произведение вида сис...с из М,» равно нулю. 
Аналогично доказывается равенство нулю и произведений вида с... си?с. 
Отсюда непосредственно следует, что Мь» = 0. 
7. Для завершения доказательства леммы нужно установить еще 
равенство М. = 0. 
Из тождеств 
— з „2 уе т ее 2 „2 т — 
9 > = СИ? (с52с) ис = 0 и в! „= си? (съ ис) ис = 0 


мы, согласно (1.25), получим: 
си?си??си?с = си?су?и?си?с = си?си?иси?с = 


= си?сфи?осиЗс = си?сизиоси?е = си?соииси*с. (4.6) 
Точно так же из соотношений а4 „= си? (сс) ие = О и (1.24) находим: 
си?су?исиЗс = си?суихси3с = си?сиз?сиЗс. (4.7) 


Введем следующие обозначения: 
а1 = сИ2сои?сри?с, а, = си?ери?си?ос, аз = сиси? сои с, 
а, = си?си?0си?0с, аз = си?сизосие, вв = си?си?висихс, 
си?сити?сиос, аз = си?сиссиЗ с, ау = си?сиси?оис, 


а [—- 
г = си?сиосити? с, ‘в: = сиси сис, — во == СИ?СО?СИАС, 
@1з = Си?со?ИСИЗС, — ад = СИРСИАСОЗС. 
Выражения 
си?сизисти?с = — За. —3З43, ] 
си?сизиси?с = — За — 394, | 
си?сиисигис = 2а + 2а +24: + 244, 
си?си?осигис = — 3 аз —3З9а, (4.8) 
си?сги?сигис = — За! — За», 
си?соиЗсиис = ва; — Зав + За, | 
си?сиосуиЗс = аз — За - 3 810 } 
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являются следствиями соотношений (1.13) и (1.14). 
Теперь при помощи тождеств (1.5), (4.5) — (4.8) и установленных уже 
равенств Маз =0 и М5, =0 получаем следующую линейную систему: 


Бои?с = — в — аз | 2аю =0, 
Бис = — а, —2а. Е 2а, =0, 


—3 Ш) сиси = а — а — а: + аа = 0, 
20- [0] 


р си?сиосиос == ав -— 26 + а) + аз — 2а, ау = 0, 
о +[0и?] з 


Р  си’сиоси? с = За, — За. {аз — в, =0, 


2-— [90] 

Ро сисиосиие = — 2. — 2а, 2 аз | 2 а. Ра, — в = 0, 
2-> [%5] 

р  си?сиоисие = — а + 2а — аз + 2а. ав — а. = 0, 
5-> [442] 

си 
сало {2 авар: 

си 

воле? В] ола, — пабе вареное, 


сиу 
сиси? рено ния 
си 
си?сио { 3 Н, = — 4: — а)—@з — в. 22а, +2 а,—2%— За -- 2 а11 + аз =0, 


сво 
си?сои |2 3 р —= —24.—2а.-- Ра; ав — а -Р2 аз— 2 а9— Зао--2 а: 1 аз = 0, 


2 
ое о а ось 2а4= 0, 
м сх — 0, — Заз — а -+ 22а; — 22а; —За. -- 
1 32/ 1 2 3 4 5 6 7 


+ 24: + За» + ао — ал: - а» + Заз = 0. 
Определитель системы Д = 0 (шо 7), поэтому все а; = 0. Ввиду симметрии 
всех соотношений, и а =0,=1,..., 14. 
Таким образом, любое произведение вида си?с...с или с... си?с 
из Ме,» равно нулю. 
Далее, без труда получаем: 


си и 
си?су?си3с = сиз( О си?сизс) — 215 4] 96 |2 41° = 0. 
2и-+о 58 
Оставшуюся часть рассуждений, необходимых для доказательства равен- 
ства Ме,» = 0, можно опустить, поскольку интересующий нас элемент 


[сизс] 9? [сизс] записывается в виде комбинации произведений рассмотрен- 
ных типов. 


Лемма доказана. 
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ТЕОРЕМА 8. Любое кольцо Ли ® с условием Ез»- локально нильпо- 
тентно. 

Доказательство. Предполагая утверждение неверным, мы заме- 
чаем, что из локальной нильпотентности всякого кольца Лис условием Ел 
(теорема 7) и из тождеств 1) и 2) леммы 5 следует существование 
в локально регулярном кольце Т = /М(%) такого элемента В- О, 
что рз == 0. 

Если с = [иб?иб] -Е 0 для некоторого элемента иЕТ, что р? =0, как 
это показывает тождество 3) той же леммы 5. Еели же [иб?иб] = 0 
тождественно при всех и ЕТ, то 


Рьр,рз = Рр.рь=0 


[см. тождество (1.10)]. Полагая тогда с = [и 65?] Е 0, с помощью тождест- 
ва (1.9) находим, что 


Ре — РЬРь,РЬ — РьР|„„з] Р = 0- 


Итак, в кольце Т всегда существует такой элемент с = 0, что р? =0. 
Пусть с’ = [си3с] 0 при некотором и ЕТ. Тогда, во-первых, р?, = 0: 
[см. тождество [1.22)], а во-вторых, 


[68] =: — [25’2с'] — = РРР, о ЯР сие] Ро Р|еияе] я 0 


тождественно относительно #2, как это следует из леммы 6. Можно считать 
поэтому, что уже первоначальный элемент с нормирован таким образом, 
т. е. что 


с-0, 12=0, [си3с] =0 для всех и ЕТ. (4.9) 


Пусть % — идеал кольца Т, порожденный элементом с. Из условий (4.9): 
вытекает, что также 
[сийс] = 2 [сиЗси] — [сисиЗ] = 0. 
Далее, 


Р. И = 


[сиёс] = ср р, =с й Й 


Таким образом, [си*с] =0 при любом натуральном « и иЕТ. Отсюда 
и из тождества (1.4) следует, вопреки условию М (Т) = 0, коммутативность. 
идеала % с Г. 

Теорема доказана. 


$ 5. Заключение 


Частные результаты предыдущих двух параграфов служат доводом 
в пользу целесообразности рассмотрения следующей общей схемы возмож- 
ного доказательства локальной нильпотентности кольца Ли ® с усло- 
вием Е», р, п — любое. Пусть в кольце Т,=®/М (%), которое мы предпо- 
лагаем локально регулярным, доказано существование элемента сх = 0, 


41 о 
А [ 5 | такого, что в Ут выполняются тождественные относи 


тельно ? соотношения: 
Рег Рерс = 0, «= 0, 1,..., 2—2, 2—1. (5.1), 
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Покажем, что те же тождества имеют место, если с, заменить на про- 


изведение 
а = [сис ] 


с произвольным элементом и из Т. 
В самом деле, из (5.1) следует прежде всего, что 


Рори, Ри - - РизуаРсь = РекРи, ба, -- Ри, Ре “2—1, (5.2) 


тде п, &,..., ыы — любая перестановка индексов 1,2,..., я +1. Чтобы 
убедиться в этом, достаточно заметить, что второе слагаемое в правой 
части равенства: 


РекРи,- < Рирщаа. ›. Ри, Рек = 
— РекРи- >. Ри: Ри- -. Ри Рек - РекРи.- - < Рицини. * - РиацаРек 


может быть записано с помощью тождества (1.4) в виде суммы 
р 
Уркр—ры» <, 
+ 


‚равной, по условию, нулю. Далее, согласно (5.1), 


Ра = [рева ро] = [рекре Ч Ре — Ре, [рые Ч == 


тт 2ре, ры Рек — (2% + 1) Рик Вы Ре — (2-11) Резре Рскри. 
Поэтому р,р"р, =0 при «< 2—2. Учитывая же (5.2), получим: 


2—2 2—2 
РаРь Ра — — Ре’Реики Ре  РуезииирРе, = 


и 2 2—2 к 13 К— 
= Рок Речные “Ре, = (2% + 1) ре, Ри Рек Ри Рог Рырь  ° Ред" 
`Но 
2к 2 
Ре Ри Ре Ри Ре = 0, 
что является следствием тождеств: 


(8% 2 2К 
Рек Ре иак сх — \2 4] Ре, Ри Ре’ Ви Ре, = 0, 4К р: 


Х —(ип—1) /Рек Р 
ре рь р рр ИИ [ й п ыы Г ре, =0, 4 >р>п. 
Таким образом, р, рер, =0 для «< 2 —2. В частности, 

[47—14] = — ор, р-р, =0, 


а соответствующее тождество в Ут: 


Раь>®—1а] = РЯ = рр ар те 0 


завершает доказательство утверждения. Далее, легко видеть, что системы 
тождеств: 


[+] =0, р,рёр,=0, и=0,1,...,28—2, 2—1, 
‚с одной стороны, и 
Р.Рхра = 0, м ©, В: 2+1, 
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< другой стороны, эквивалентны. Это следует из соотношений: 


[РР р] =Ои ДР [ао На] = — (26+ 1) [шага] = 0. 


2-ш 


Поэтому если бы было установлено, что ни при каком выборе 


91, и»,..., И... Из Т последовательность не равных нулю элементов 
ре хе 2к-1 2-1 
в = ск, а = [001 @%],..., ав == [а 15 г ЕС (5.3) 


(каждый из которых, по доказанному, сохраняет свойства с») не может 
‘иметь длины >> $, {1 (т. е. а; =0 при любом и. ЕТ), то тем самым 
был бы найден элемент ск: =а,, + 0: 


Река РоРе а = 0 дл = От... 24, 2. 


А определение элемента с» с возможно большим номером Ё решает в ко- 
‚нечном счете основную задачу: идеал % = И с] будет, очевидно, 


2 
‘коммутативным, в противоречие с предположением о локальной регуляр- 


ности Т и условием М№(Т) = 0. 

Указанный процесс ничего не говорит о способе нахождения элемента су. 
‘Существование с, в кольцах Ли с условием ЕЁ, п=А, 5,6, было 
доказано в леммах 3,4 и 5. 

Рассмотрим в качестве примера еще кольцо Ли ® с условием ЕВуь, 
хотя для ослабленной проблемы Бернсайда этот случай ничего нового’ и 
не дает. Так же, как в лемме 4, показывается, что р’ „ =0 при любых 
и, 06%, откуда следует существование с, в Т. Путем непосредственных 
выкладок, столь же длинных, как в доказательстве леммы 6, находится 
элемент с›. Существование сз доказывается уже гораздо легче. Обозначив 
для простоты с› через с, из тождеств: 


р = р. Ра Р, + Р. Ра Р.Р, + Р.Р. Ри Ре = 0, 


2 


Г 
5 


ре — 8р. рр. + 20р, р. рар,=0 


находим: 
Р.Р. Р.Р. =“, РеРьР Ре РьР.Рь = 4, Ре Ри Ре 
[Р. Рё, Ре] = & РеРи Ре. 
"Третьим членом последовательности (5.3) является 
аз = — 5 [р, 65. р] Р%[Р. 5. Р.] = — №, 9, ор, Р.Р Ро Рь РеРь РеРы’ 

где ‘о; ; =1 (то4 р). 

Докажем, что 

в — р. Ри Ро Ру РоРь В. = 0: 
„Действительно, воспользовавшись тождеством (5.2), получим: 


ом рр рр, Ар рр к = 0; 
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точками обозначены произведения, крайним слева множителем в которых 
является р,. Поэтому 


а р, р р, 23 (р, р. РА. р.) = — 4р.р р, РЗ р, Ре Ра РР, = 
= — 4р, ра р.р, РР, р р,р. = — 4% р, 5 р.рз р.рз р, Р. = 0- 
Отсюда следует, что а, =0, и мы можем положить 
сз = а, = [5 из сз] 


при некотором фиксированном и, ‘из Т. Локальная нильпотентность 
кольца Ли с условием В’, › доказана. 


Поступило 
14. УП. 1956, 
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© ЧИСЛЕ ПОДПОЛЕЙ ПОЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
ОТ ОДНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе доказывается, что поле алгебраических функций от одного 
переменного рода больше 1 может иметь лишь конечное число подполей 
рода больше 1, над которыми оно сепарабельно (в случае алгебраической 
замкнутости основного поля). 


Введение 


Вопрос о числе подполей в известной степени аналогичен вопросу о 
числе автоморфизмов поля алгебраических функций. Вопрос об автомор- 
физмах был давно разрешен в классическом случае (основное поле — поле 
комплексных чисел). Конечность числа автоморфизмов поля рода боль- 
ше 1 была доказана, а затем много раз передоказывалась в конце 
19 века Шварцем, Вейерштрассом, Пуанкаре, Гурвицем ('). Доказатель- 
<тво конечности числа автоморфизмов в случае алгебраически замкнутого 
основного поля было дано Шмидом (?). До конца задача была решена 
Розенлихтом (3), который, в частности, указал все случаи, когда поле 
алгебраических функций может иметь бесконечное число автоморфизмов, 
‘и привел соответствующие примеры. 

’Конечность числа подполей рода больше 1 в классическом случае 
была доказана Дефранчисом (4) и передоказана Севери (5). Докагательство 
Севери состоит из двух утверждений. Сначала доказывается, что под- 
поля рода больше 1 образуют алгебраическое многообразие; затем дока- 
зывается, что это многообразие имеет размерность 0. 

Вопрос о подполях поля алгебраических функций от одного перемен- 
ного в случае произвольного основного поля ранее не рассматривался. 
В настоящей работе дается доказательство конечности числа подполей 
рода больше 1, над которыми исходное поле является сепарабельным, 
в случае алгебраической замкнутости основного поля. Доказательство 
строится по плану доказательства Севери. При этом доказательство пер- 
вого утверждения, геометрическое по существу, переносится на рассмат- 
риваемый случай лишь с небольшими изменениями. Доказательство же 
второго утверждения, в котором существенно используется теория абеле- 
вых интегралов, непригодно и требует привлечения теории абелевых 
многообразий над произвольным полем. 
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`В конце работы приводятся примеры полей алгебраических функций, 
имеющих бесконечное число подполей, в случае невыполнения тех или. 
иных предпосылок основной теоремы. Для построения примеров исполь- 
зуются примеры Розенлихта (3). 


$ 1. Построение алгебраического многообразия подполей 


Обозначения. Пусть А — основное поле (поле констант) характе- 
ристики р, Х— поле алгебраических функций от одного переменного, 
>’ — поле алгебраических функций, подполе поля Х, & — род поля Х, 
2’— род поля У’, в — степень поля » над У, в =[»:»У'], Хг — поле 
рациональных функций на алгебраической кривой Г, И’ — канонический 
класс (класс дифференциалов) в поле Х, И”— в поле У’, О — целый: 
дивизор поля Х, дифферента » / У. 

Всюду в этом параграфе будут предполагаться выполненными условия: 

А. Род поля Х и подполя Х’ больше 1, т. е. в, &’>1. 

В. У» — сепарабельное расширение У. 


Для дальнейших построений используется трижды  каноническая- 
модель поля ». 


Рассмотрим класс И’? в поле Х. По теореме Римана — Роха, размер-- 
ность этого класса, ввиду условия А, окажется следующей: 


г (И) = 68 —6 — (#@—1) =58—5. 


Если {]1,...,/ и} — базис класса И”, то кривая С с общей точкой: 
(11,...,]эв-в) в пространстве 95«— будет обладать свойствами: 

1. С — неособая кривая. 

2. После рациональных функций на С изоморфно исходному полю ». 


3. Дивизоры класса И’? высекаются на С гиперплоскостями пространства. 
бъе_ь [ем. (3)]. 

Через № мы будем обозначать нормальное надполе поля » (поле У. 
будет обозначаться также через А (Р), где Р — фиксированная общая точка 
кривой С). 

Инволюцией на кривой С будем называть дивизор, состоящий из 
общей точки Р и всех ей сопряженных над некоторым полем »/. Все эти 
точки, очевидно, лежат в №. 

Подполе У’ можно рассматривать как поле рациональных функций на. 
неособой кривой С’; вложение У в » будет тогда задаваться рациональ- 
ным отображением 9: С —> С’, (в, 1)-значным. Это рациональное отобра— 
жение, являясь алгебраическим соответствием между кривыми С и С’, 
может быть задано дивизором с на прямом произведении СХ С’. 
Дивизор на кривой С’, соответствующий дивизору 5% на С, обозначается 
через с (3%); дивизор на кривой С, соответствующий % на С’, обозначается 
через э` 1 (5%). Общей точке Р кривой С соответствует общая точка ( 
кривой С” (ввиду характера соответствия 5). Дивизор с! (0) = < \1з(Р), 
в силу условия В, будет состоять из в различных точек на кривой С и. 


будет называться инволюцией на С, связанной с ‘кривой С’ (или с: 
подполем »’). | 
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С помощью дивизора эс (Р) определяется (и, р)-значное соответст- 
вие т., между С и С, получаемое заданием т, (Р) = `1с (Р). 

Дивизор Г на СХС, осуществляющий это соответствие, мы также будем 
называть инволюцией. . 

Замечание. Задание инволюции на (С, связанной с кривой С”, 
равносильно заданию подполя У”. 

Обозначим через И неособую кривую, поле рациональных функций 
на которой есть У. Тогда существует рациональное отображение у: И->С, 
у, 1)-значное, где у = [№ :3], и рациональное отображение ® = эх: (->С’,. 
‘ру, 1)-значное. Обозначим 


ШУ 
(0) =Уь 
1=1 
где А;(1=1,..., ру) —- независимые общие точки на И над №(0).. 
Очевидно, что 


ХР) =$" (0). 


Если 2 — произвольная рациональная функция на кривой И, то отобра-- 
жение %(А;) —>®(В;) будет автоморфизмом поля М. Подполе, инвариант- 
ное относительно этой группы автоморфизмов, будет, как легко видеть,. 
полем У’, так как точки А:,...,В,, являются полной системой сопря-- 
кенных в поле М над полем У’, ввиду условия В. 

Мы скажем, что кривая С получается проектированием кривой С из 
некоторого подпространства Н размерности А (обозначаемого через Нь), 
НС», если (Ё - 1)-мерное пространство, содержащее подпространство 
Н,; и точку Р кривой С, высекает на кривой С дивизор %, инволюцию, 
`вязанную с кривой С. В случае, если дивизор 9 состоит из в точек, 
мы будем называть проектирование в-кратным. 

Все построения проводятся в пространстве 55;.ь, введенном в начале 
этого параграфа. 

° ТЕОРЕМА 1. Подполе ХУ’ является полем рациональных функций на 
чекоторой алгебраической кривой Г, получаемой из кривой С в-кратным 
проектированием из некоторого подпространства Н с 55; ат Н < 
5—7. | 

’— Доказательство. Будем рассматривать поле У’ и как подполе 
толя У и как поле функций на кривой С’ с общей точкой ©, получаемой 
рациональным преобразованием кривой С: 


9 2. (Р), 
‘де Р— общая точка С. Обозначим через С.,...,С, дивизоры базиса 
елых дивизоров класса И’?. Тогда за базис класса И’'З можно принять 
Бункции /1 (0),...,/»„ (0), где дивизор функции }: в поле У” будет С: ОН 
—1 
(1), = С: Со. 
Но функции }, {=1....,т, можно, вследствие равенств 


= ($ (Р)), =... т, 
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рассматривать как функции поля УХ; поэтому в поле Х можно рассматри- 
вать класс А с базисом ]1,...,. При этом, очевидно, 


(14); = (91 (С4)) (3* (Со) *, Е=1, 


Обозначим 6; =о1(С:), =1,...,г, и рассмотрим связанный с классом 
К линейный ряд И, т.е. совокупность целых дивизоров 


бо (+... + % о), 


где ж,..., а, — произвольные элементы поля #. "Так как размерность 
класса И”? равна 55’— 5, то получаемый линейный ряд имеет размер- 
ность Г = 58’ — 5. 

Трижды канонический класс И’? поля > связан с классом К соотно- 
‘шением [см. (5)]: 


9% — 6.03, (1) 


> З 
где 9 — произвольный дивизор класса И/”, 6 — дивизор класса К. Отсюда, 
сравнением степеней левой и правой частей, получаем: 


28—2=в (2—2) +8, 8>0, в а, 


Из (Г) следует, что, каков бы ни был целый дивизор % ряда ПО, найдется 
дивизор 16/3 такой, что 9% = %0°. 

Таким образом, ряд 0 высекается линейной системой гиперплоскостей, 
каждая из которых высекает на кривой С дивизор 0*. Размерность 
системы (будем обозначать ее системой #) равна 55’'—5, т. е. базис- 
пространство Н системы Я имеет размерность 


5(8—85')—1<58—7 


‘и высекает на кривой С дивизор 1». 

Пусть Р — общая точка С; рассмотрим 5 (2 — 2’)-мерное подпростран- 
ство РН. Так как каждая гиперплоскость из #, содержащая точку Р, 
‘содержит и остальные и» —1 точку инволюции 1 (Р), ибо ряд 0 составлен, 
очевидно, из таких инволюций, то РН высекает на С т(Р). Других 
инволюций РН на С высекать не может, так как это означало бы, что 
любая гиперплоскость из Я, содержащая инволюцию 1(Р), ‘содержит и 
некоторые другие инволюции 1(Р!),...,1(Р»к). Переходя к кривой С’, 
мы получили бы, что любой целый дивизор класса И””3, содержащий 
точку 9 =с(Р) — общую точку С’, содержал ‘бы и некоторые точки 
О1,..., Ок, т. е. ряд И’ целых дивизоров класса И’З оказался бы состав- 
ным, что невозможно [см (5)]. 

Если рассмотреть кривую, получаемую из кривой С проектированием 
из подпространства Н (базис-пространства системы #\ то, в силу замеча- 


ния, поле функций на этой кривой и будет исходным подполем >" поля » 
Теорема доказана. 


ПОДПОЛЯ ПОЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 545 


Рассмотрим линейные подпространства, из которых осуществляется 
в-кратное проектирование кривой С, при фиксированных р и А-размерности 
подпространств. Все такие линейные подпространства образуют алгебраи- 
ческую систему Ск, ибо условие, что из А-мерного подпространства 
осуществляется и-кратное проектирование заданной кривой, есть совокуп- 
ность алгебраических условий, наложенных на грассмановы координаты 
этого подпространства. 

Каждому подпространству Н* сопоставляется общая инволюция 1% 
(это есть просто дивизор С.РИ*), а следовательно, и дивизор а 
Г» на прямом произведении СХС. В силу теоремы 1, в числе этих ин- 
волюций будут все инволюции, связанные с подполями У’ с фиксиро- 
ванными и А (ибо А =5(в— 5’) — 1). 

`Пусть общий элемент алгебраической системы С есть й , а соответст- 
вующий ему дивизор инволюции будет Ги. По указанному выше, алге- 
браическая система дивизоров А* с общим элементом Г* будет включать 
в себя дивизоры всех инволюций, связанных с подполями »’, с фикси- 
рованными р и №, причем различным подполям соответствуют, вследствие 
замечания, разные дивизоры Г на СХС. Так как каждой общей инволюции 
соответствует некоторое подполе, то построенное многообразие В может 
быть также названо многообразием подполей поля » с фиксированными 
ри (а также многообразием инволюций). 

Итак, если доказать, что размерность всех неприводимых компонент 
всех многообразий В для 1% в <, ОЗ 58 — 1, т. е. для конечного 
числа многообразий реа будет равна нулю, то будет доказана конечность 
числа подполей поля У’. 


$ 2. Доказательство основной теоремы. Примеры 


ТЕОРЕМА 2. Пусть В — неприводимая компонента одного из много- 
образий Вь. Тогда, если поле констант алгебраически замкнуто, размер- 


ность В равна нулю. 
Доказательство. С каждым дивизором ГЕА свяжем функцию 


на кривой С со значениями в якобиевом многообразии этой кривой / (С): 
1(Р) = Ээт(Р), (1) 


где т(Р) — общая инволюция, соответствующая дивизору Г на СХС, 
т. е. дивизор пре Г. (РХС) на кривой С (под С: понимается, как 
обычно, второй из одинаковых сомножителей). В формуле (Ш)ф обозна- 
чает каноническое отображение кривой С в свое якобиево многообразие 
Г(С), а 5 — оператор суммирования на ТС): 

Так определенную функцию ]/ можно рассматривать как отображение 
прямого произведения Е Х С в многообразие 1 (Г), определяемое равенством: 


Ф(тх Р) =59т(Р). 
По теореме 7 работы (), 


ф(ух Р) = $: (1) + 4 (Р), 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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где ф, и $, — функции со значениями в [(С), заданные соответственно 
на А и С и определенные с точностью до констант. Вводя нормирующую 
точку Ро, $. (Ро) =0, получаем: 


:5Ф7 (Ро) = %: (1), 


или 
51 (Р) — 5$1 (Ро) = $» (Р), 
откуда 


59 [1 (Р) — т(Ро)] = $» (Р). (И) 


Рассмотрим соответствие между прямым произведением В ХС и кри- 
вой С, в котором элементу Гх Рх АХ С сопоставляется дивизор 1{(Р) 
кривой С, где {— инволюция, соответствующая Г. Это соответствие 
осуществляется подмногообразием Х на многообразии КхС ХС таким, что 


о... 


прет [2 ГхХ РЖ = 12 


где 1 — инволюция, соответствующая общему элементу Г многообразия К. 
В рассматриваемом соответствии многообразию К отвечает либо конечное 
множество точек на С, либо сама кривая С, взятая несколько раз. 
В случае конечного множества точек, как легко видеть, мы получаем 
конечное множество инволюций, а значит и конечное множество подполей, 
соответствующих дивизорам системы К. Поэтому предположим, что 
образом многообразия К ХР в данном соответствии будет кривая С, 
взятая несколько раз, и придем к противоречию. 

Как следует из теоремы 6, $ 34 работы (8), в этом случае для любой 
точки МЕС многообразию АХМ отвечает АС, что означает, что для 
любых двух точек М, и М, кривой С найдется инволюция 1 такая, что 
1(М,) =т1(М.) (для этого достаточно существования такой 1, что 
М. Ет(М!)) 

Если в качестве точки М» взять Ру, то из условия 1(М\) =1(Рь) 
(где т зависит, вообще говоря, от точки М,) и из формулы (ПТ) следует 
5 (4) =0, т. е. для любого 1 и любой точки М 


59 [1 (М4) —т(Рь)] = 0. (1\) 


Из основного свойства якобиевого многообразия кривой Г(С) и из 
формулы (1У) следует, что для любых двух точек Р; и Р. кривой С 


` 


1(Р,) —т(Р.) —0. 


> ^ 
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С помощью инволюции 1(Р) построим подполе У’ и кривую С’, поле 
рациональных функций на которой будет полем У’. Тогда, как следует 
из изложенного в начале, $ 1 и по теореме 4 гл. П.работы ($), 


з (1 (Р1) —т(Р:)) = „0, — в0› — 0, 


т.е. в поле У’ 
в (0, —0,) —0 


для любых © и (©, что возможно лишь в случае 5’=0. Теорема 
доказана. 

Примеры. 1. Поле » может иметь бесконечное число подполей, 
над которыми оно несепарабельно. Рассмотрим кривую ](х, у) =0 рода 
больше 1 над полем констант характеристики р-Е20. Обозначим поле 
функций на этой кривой через #(2, 7). Тогда поле функций # (ЕР, чР) 
будет содержаться в Ё (5, 7). В то же время ‘поле А (ЕР, чР) будет собст- 
венным подполем поля # (5, 1). Действительно, образующие ё и 7 можно 
выбрать таким образом, что А (&Р, 4Р) будет сепарабельным расширением 
К (=), в то время как А — чисто а ве [см. (8)]. 
Таким образом, К (5Р, 4Р) 3$ А (2) и, тем более, # (ЕР, чР) 3 Ё (Е, 1). 

Повторяя это ое можно построить о много раз- 
личных подполей, над которыми № (&, 1) будет несепарабельно. 

2. Теорема неверна, если А — несовершенное поле характеристики 
р-=0. Пусть кривая ](х, у) =0 задана над № уравнением: 


ут —у= а4Р, аЕАР. 


Тогда род кривой ] будет равен ЕЕ ОР Пур 5. 
т.е. <>1. Преобразование (&, 9) —> (& + «, ч-+ В) дает, как легко видеть, 


автоморфизмы поля  (&, 7) тогда и только тогда, когда точка (а, В) лежит 


на кривой ]. Очевидно, что если взять поле констант таким, что имеется 
бесконечное множество точек на }] над Ё (например, А — поле рациональ- 
ных функций над полем вычетов по р), то мы будем иметь бесконечное 


множество автоморфизмов конечного порядкав М > # (5, 1). Таким образом, 


мы получаем бесконечно много подполей поля М, каждое из которых 
соответствует автоморфизму, относительно которого оно инвариантно. 


Как известно, поле М над ними сепарабельно. 


3. Поле рода 1 (поле эллиптических функций) содержит бесконечное 
число подполей [см. (5)]. 

Остается открытым вопрос о конечности числа подполей, когда 
основное поле А — совершенное. Задача перечисления всех случаев, когда 
имеется бесконечное число подполей, также остается неразрешенной. 


Поступило 
17. ХГ. 1956 


п * 
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Б. Я. ЛЕВИН 


ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ КАРТРАЙТ О ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ 
КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ, ОГРАНИЧЕННОЙ 
НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ТОЧЕК 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе исследуется связь между ростом целой функции конечной 
степени на последовательности точек вещественной оси и ее ростом на 
всей оси. 1 


1. Настоящая работа посвящена обобщению следующей теоремы‘ 
М. Картрайт (!): 
Если целая функция }(2) конечной степени удовлетворяет условию 


й; (>) А (- >) = 2 <_2т, 2де й, (6) — индикатор функции, т. е. 


рее 10 
у (6) = Па 1, 


т- со 

то из неравенств |}(—п)|<1 (п=0,1,2, ...) следует неравенство 
[7 (2) | < с (®), где с (<) — постоянная. 

Известны различные обобщения этой теоремы [см. (2), (3), (“), {5)] *. 
В работах С. Агмона (8) и Н. И. Ахиезера (9) даются обобщения тео- 
ремы М. Картрайт на случай целой функции конечной степени, растущей 
на вещественной оси и имеющей мажоранту на последовательности точек. 

Настоящая работа примыкает по постановке вопроса к упомянутой 
работе Н. И. Ахиезера, и основной результат настоящей работы пред- 
ставляет собою существенное обобщение результатов Н. И. Ахиезера. 
Кроме того, предлагаемая работа дает новый подход ко всему кругу 
вопросов, связанному с теоремой М. Картрайт. 

2. Напомним некоторые понятия и теоремы, относящиеся к классу Р 


целых функций **. 


* Асимптотическая при т -> п оценка постоянной с (т) дается в работах Шеффера (8) 


и С. Н. Бернштейна (7). В работе (7) показано, что Су_/ < с (т) < Ву, где № |= нары | 


1 1 1 4 
ит | м | 


и эм $11 № т — М — 


Асимптотическая оценка имеет вид: 


2 
с (т) > Ш 


рт. 
: 2 
** Этот класс был введен и исследован автором в работах (10), (11), (12). Подробное 
изложение см. в книге (1°). 
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Определение. Целая функция ‹э (2) называется функцией класса-Р, 
если она конечной степени, все ее корни лежат в полуплоскости Ши 2>.0 


(<) 
Пусть 
© (2) =Р (2) 10 (2), 


причем коэффициенты разложений 
=] со 
Р (=) = Урал", О (&) = У 6" 
0 9 


все вещественные *. 

Имеется следующий критерий принадлежности целой 'функции о (2) 
классу Р. Для того чтобы целая функция ®(2) конечной степени при- 
надлежала классу Р, необходимо и достаточно, чтобы все корни функций 
Р (2) и О(2) были вещественные, чтобы все они, кроме, быть может, их 
общих корней, были простыми и перемежались **, чтобы индикаторные 
диаграммы функций Р(2) и О0(2) совпадали и хотя бы в одной [точке 
вещественной оси имело место неравенство 


0’ (т) Р (=) —Р’ (2) 0 (2) >0. 

Этот критерий является обобщением: на целые функции конечной 
степени известной теоремы Эрмита — Билера ***. 

Заметим, что если корни вещественных целых функций Р (2) и 0 (2) 
конечной степени все вещественны и все, кроме ‘общих их корней, 
простые и перемежаются, то их индикаторные диаграммы получаются 
одна из другой параллельным переносом. 

Если индикаторные диаграммы не совпадают, то функция 6(2) = 
=Р(2) +20 (2) имеет корни в обеих полуплоскостях (№5 > 0 и ш2< 0). 
Очевидно, что в этом случае достаточно умножить одну из функций 
Р (2) или О(2) на показательный множитель е для того, чтобы их 
индикаторные диаграммы совпали. | 

Принадлежность целой функции © (2) =Р (2) +10 (2) классу Р экви- 
валентно тому, что Р(2) и 0 (2) — целые функции конечной степени и 
их отношение 


_ 98) 
Р(2) 


отображает верхнюю полуплоскость плоскости 5 на верхнюю полуплос- 
кость плоскости №. 


Такая мероморфная функция представляется в форме 


98) А х 1 1 
а | + ] (1) 


а—а, Га, 


* Такие функции называются вещественными. 

** Т. е. между двумя последовательными корнями одной функции должен нахо- 
диться один корень другой. 

*** Обобщениям теоремы Эрмита — Билера посвящено много исследований. Ббль- 
шая часть их изложена в книге Н. Г. Чеботарева и Н. Н. Меймана (14) [см. также (13), 
гл. УП]. 


= р 
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‘где а“, — корни Р(2), а>.0, Ь — вещественное число и — А 0'*, 
Из разложения (1) легко следует, что 
Е ЛЕ 
и |) 
Поэтому если а +0, то в разложении (1) функции 
| 2) 
и = О (=) ’ (3) 


также отображающей верхнюю полуплоскость на верхнюю, будем иметь 
@ = 0. 

Р. Неванлинна установил следующий общий факт: 

Всякая функция 0 (2), голоморфная в верхней полуплоскости 12 `>0 
и отображающая верхнюю полуплоскость на верхнюю, представляется 
в форме: 


Г 1 
(ааа +6 + \ | — та] 43 (0), (4) 
где 3 (1) — неубывающая функция и } пи Ш < с, а>0. Легко ви- 
деть, что и в этом более общем случае 
| риа {(09)20 (63 = а. (5) 


Целью настоящей работы является доказательство следующей тео- 
 ремы. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть (2) =Р (2) {10 (2) — целая функция класса Р. 
и в разложении (1) а=0 **. Если целая функция конечной степени } (2) 
| удовлетворяет, условию 


| 

| 

| ое 

© (— у) =О(е |) (6) 


| ш 60 всех корнях {эк} функции Р (=) выполняется неравенство 
| (еж) | < 1 (а) |, (7) 
то при всех й > 0 справедливо неравенство 


|7 (2) | < Сь|®(2—1)| (2-®<<#< о), 


где С» — постоянная (С, —>0 при йо) ***. 
Теорема Картрайт получается из этой теоремы, если положить 


=(++) 


© (2) = © — — $10 п2 + 160$ п2. 


* Это разложение впервые было получено Н. Г. Чеботаревым (15) [см. (13) или (14)]. 
** Если © (2) не удовлетворяет этому условию, то ему удовлетворяет функция 
еб (2) при любом вещественном @, не кратном числу п. 
|  жж% В статье Н. И. Ахиезера (°) утверждение теоремы — то же, но функция © (2) 
` имеет специальный вид: < (2) = е%, (2), где «о (2) — целая функция нулевого рода 
' с корнями в верхней полуплоскости, удовлетворяющая некоторым весьма жестким 
` дополнительным требованиям. З 
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Для доказательства теоремы 1 установим предварительно две леммы. 
ЛЕММА 1. Пусть функция 8 (2) голоморфна в полуплоскости Ша >> 0 
и №6 (2) > 0 в этой полуплоскости. Если при этом 


19 (27) — #1 =0 (е—=*) (8) 
для некоторого положительного в и у-> + со, то все значения, прини- 


маемые функцией 0(2) в полуплоскоста Паз>й>0, попадают в вкруг 


9-1 | дети *. ©) 


Доказательство. Составим функцию 


Она голоморфна в верхней полуплоскости и отображает эту полуплос- 
кость на единичный круг |# |< 1. Кроме того, 


= 0 (е—) (10) 


при у-—> + ео. Функция 

$ (2) =ш (век, 
голоморфная и конечной степени в верхней полуплоскости, ограничена 
на полуоси Оу. Кроме того, при любом ч>>0 и достаточно малом 


у>0 
| (2 8) |< 1-1. (11) 
Применяя теорему Фрагмена и Линделефа к функции $(2) в каждом 
из углов 0О«<авё<-- и > а < т, мы получим, что $(2) ограни- 
чена в верхней полуплоскости. Применяя снова теорему Фрагмена и. 
Линделефа, найдем: 


[Ф (2)| <1 при шз>0 


и, следовательно, 


О 
а. * 


Лемма доказана. 

‚ ЛЕММА 2. Если вещественная целая функция }(2) конечиой степени 
Удовлетворяет условиям (6) и (7) теоремы 1, то корни целой функции 
1 (2) <О (2) (*>1) все вещественные, простые и перемежаются с корнями 
функции Р (2). 

Доказательство. Выберем для определенности в выражении 
7 (2) Е *0 (2) знак +. Неравенство (7) может быть записано в форме 


|7 (0%) |< |9 (+) |, 


где хх — корни функции Р(2). Таким образом, в этих точках знак 
функции ] (2) -- *0 (2) совпадает со знаком 0 (2). Так как корни 0 (4) и 
Р(т) — простые и перемежаются **, то величины О (к) и О (%к41) имеют 


* Эта формулировка леммы 1 была дана студентом И. В. Островским. 


** Не нарушая общности, можно считать, что фувкции Р (2) и О (2) не имеют 
общих корней. 
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противоположные знаки, откуда заключаем, что между точками вх и 
%х-1 находится нечетное число корней функции }/ (1) { “0 (2). 

Выберем по одному корню В» в каждом из интервалов (ар, ак 1) и 
построим целую функцию 


со 


$ (2) = се" [(4-=)е*, 


—© 


где с и с — вещественные постоянные, которые мы выберем виоследствии. 
Покажем, что эта целая функция — конечной степени. Для этого. 
обозначим через пз({!) число точек В, в круге |2| < и через п. (1) — 
число точек ах в этом же круге. 
По известному критерию Линделефа [см. (13), гл. 1], для того чтобы 
функция ф(2) была конечной степени, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись два условия: 


< о, Пт 
{-со {- © 


Е 


1В1<Е "А 


«оо. (12) 


Так как функция Р(2) — конечной степени, то 
у 


ны 


Кроме того, пв (1) <п. (И +2 и, следовательно, выполняется первое из 
условий (12). Второе из условий (12) следует из того, что 


< © 


НЕЕ 1 
Пи — 
1-= со | „> “к 


и ряд 


С ходится. Таким образом, функция ф (2) — конечной степени. Итак, це- 
лые функции Р(2) и (2) — обе конечной степени и их корни переме- 
жаются. Поэтому их индикаторные диаграммы получаются одна из 
другой параллельным сдвигом. 

Выберем вещественную постоянную з так, ‘чтобы эти индикаторные 
циаграммы совпадали. Выберем с =1 или —1 так, чтобы в какой-нибудь 
точке 2 вещественной оси выполнялось неравенство 


Р’ (20) $ (20) — Р (25) $' (20) > 0. 


Тогда $ (2) + {Р (2) есть целая функция класса Р, а следовательно, ме- 


роморфная функция 
Р (=) 


$2) 


отображает верхнюю полуплоскость на верхнюю. 
Составим теперь функцию 


Ф (2) = 


$ (8) = поте, (3) 
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Так как корни функции ф(2) простые и находятся среди корней 
1 (2) + *0 (2), то $ (2) — целая функция и так как числитель и знаме- 
натель суть целые функции конечной степени, то их частное ф (2) есть 
целая функция конечной степени *. 

Оденим рост функции $(2) вдоль мнимой оси. Для этого запишем 
эту функцию в форме 

; (1) О (19) ] Р (у) 
(8 = [Ру "26-50 ее 

Для оценки первого слагаемого в квадратной скобке заметим, что 


И а. 


Р(—1/) #) ^ 
Из равенства (2) получаем, . что т у—- со 


Р(— 1) 
и, следовательно, 


р а 


О (у) 
Мы имеем: 
К) | |1 (У) 
Р() | с |2, 
и, в силу неравенства (6), 
—-- у 
БИ <0(е * ) у>+%). (15) 


Для оценки второго слагаемого в квадратной скобке формулы (14) 
мы воспользуемся равенством (2). 
Так как, по предположению леммы, а = 0, то 


$ | =о (у. (16) 
Наконец, то же равенство (2) дает: 
Р() 
р | =0(). (17) 
Подставляя (15), (16) и (17) в (14), мы получаем: | 
[$ (19) | =0(у°) (у—>-Е о). (18) 


Из этой оценки следует, что функция $(2) вполне регулярного роста. 
и ее индикаторная диаграмма есть отрезок вещественной оси **. 


* См. (3), гл. 1. 
** Целая функция К (2) порядка о >0 называется функцией вполне регулярного 
роста, если существует и равен индикатору функции предел 
1 |  (те®) | 


р (0) = Им о 


т- ® 2 


при условии, что г стремится к бесконечности, не принимая значений из некоторого 
исключительного множества Ё, имеющего нулевую плотность. 


ш. | Ё (2) | 
т. 


статочным условием того, чтобы целая функция конечной степени была функцией 
вполне регулярного роста [см. (13), гл. Ш и У]. 


По теореме М. Картрайт, существование интеграла \ 4+ является до- 


=> ^ 
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Запишем равенство (13) в форме 


12) + 0 (2) =$(а) $ (2). (19) 


Так как функция о(2) вполне регулярного роста, то индикатор функции 
$ (2) 9 (2) равен сумме индикаторов сомножителей [см. (ль И: 
В левой части равенства (19) стоит сумма целых функций конечной 
степени. Индикаторная диаграмма суммы должна содержаться в наимень- 


шей выпуклой области, охватывающей индикаторные диаграммы обоих 
слагаемых. Так как индикаторная диаграмма функции /(2) в направле- 
нии мнимой оси уже, чем индикаторная диаграмма 0(2) *, то парал- 
лельный вещественной оси отрезок /, границы индикаторной диаграммы 
функции } (2) + -0 (2) имеет не большую длину, чем длина { соответ- 
ствующего отрезка в индикаторной диаграмме функции 0(2) **. Длина 


` такого отрезка /› у индикаторной диаграммы функции $(2)о(2) равна 


{( - 4, где 4— длина индикаторной диаграммы функции Ф (2). Из равен- 
ства (19) получается, что 4 =0 и, следовательно, индикаторная диаграм- 
ма функции Ф(2) сводится к одной вещественной точке. Эта точка сов- 
падает с нулем, ибо в противоположном случае отрезок Г, был бы смещен 
по сравнению с отрезком Г, что противоречит равенству (19). 

Итак, мы показали, что ф (2) — целая функция нулевой степени. Кроме 
того, заметим для дальнейшего, что совпадают индикаторные диаграммы 
функций ] (2) -- “О (2) и функции $(2) или, что то же, функции Р (2). 

Покажем, что ф (2) есть полином не выше первой степени. В самом 
деле, в противном случае функция $(2) имела бы два корня 11 и 1 
и функция 


хе $ (2) 
72 (2) = те) 


была бы ограничена на мнимой оси [см. (18)], а так как эта функция 


нулевой степени, то она — константа. Но из (18) следует, что Иш $»(й/)=0 


у-> + 

и, следовательно, $›(2)==0. Это приводит нас к противоречию. Итак, 
Ф (2) = а2- 6, гдеаи р — вещественные числа. 

Покажем еще, что а = 0. В самом деле, в противном случае функция 

7 (=) + <0 (2) имела бы кроме корней Вк еще точно один вещественный 


корень — и один из интервалов (%», ®к+:) содержал бы точно два 
а 


корня функции / (2) “О (2), что невозможно. Итак, функция ] (2) т ®Р(2) 
не имеет корней кроме точек В». Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. Заметим, прежде всего, что доста- 
точно доказать теорему 1 для вещественных функций, ибо если усло- 


* Это следует из (15), так как индикаторные диаграммы Р(=) и 0(2) совпадают. 
** Длина этого отрезка может, в частности, равняться нулю. Тогда вместо отрезка 
рассматривается точка ивдикаторной диаграммы, наиболее удаленная от вещественной 


оси. 


556 Б. Я. ЛЕВИН 


виям (6) и (7) теоремы удовлетворяет функция ]/(2), то этим условиям 
удовлетворяют также функции 


ря = + Те и (а = в И® ЛК". 


Итак, можно считать, что } (2) — вещественная целая функция конеч- 
ной степени, удовлетворяющая условиям (6) и (7) теоремы 1. 

По лемме 2, при *>1 и «< —1 корни функции },(2) + <0 (2) 
(/=1, 2) и функции Р(2) все вещественные и все, кроме общих корней 
Р (2) и 0(2), простые и перемежаются. Кроме того, как было уже за- 
мечено, индикаторные диаграммы функций /,(2) +0 (2) и <Р (2) совпа- 
дают. Поэтому функция 


пе (2) - 1} (2) 


принадлежит при “> 1 и << —1 классу Р. Эта функция не обращается 
в нуль в нижней полуплоскости и поэтому функция 


(2) 
<;(в) = Е 


не принимает в полуплоскости [12< 0 значений, принадлежащих лу- 
чам < —1их>1. 
Далее, по условию (6) теоремы 1, 


[ %(— 1) [ =О(е=“\) (у—>- ©). 


в. т, (2) 1 
(2) -И 2 (2) 1 ° 


Очевидно, что Ши 6; (2) >0 при шё<0и 
СЫРОЕ УЕ 


Положим 


Но лемме 1, отсюда следует, что при Ш: — все значения 0, (2) 
лежат в некоторой окрестности точки # и, следовательно, все значения 
<;(2) лежат в некоторой окрестности нуля. Мы доказали, что при 
ш< —й (#<0) выполняется неравенство 


| <; (2) | < Сь, (20) 


где С» — некоторая постоянная, зависящая от й и стремящаяся к нулю 
при #-—> - со. Из неравенства (20) следует, что 


| 1, (5-— 1) | < Сь | ®(2—)|.. 
Заметив, что } (2) = ], (2) - #/, (2), мы получим: 
| 1(2 — 21) | < 2Сь | ® (#— №) |. (21) 


Для того чтобы получить утверждение теоремы, следует из оценки 
(21) для |/(х— 1) | получить оценку для. | 7 (2) |. оы это сде- 


* } (2) — целая функция, у которой коэффициенты степенного разложения сопря- 
жены соответствующим коэффициентам разложения } (2). 
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лать, заметим, что функция 71 (=) также удовлетворяет условиям (6) и 
(7) теоремы и, следовательно, 

17@— №) | <26® |5 (2-м) | 

Но |/(х—1^) | = | /(2-+) |. Поэтому имеем: 

| 7(2- 2) | <2С? | ® (2—1) |. 

Функции } (2 -- №) и 2С\ (2—1) также удовлетворяют условиям (6) 
и (7) и, следовательно, 

748) | 20 С | ®(#— 2 |. (22) 


Этсюда уже прямо следует утверждение теоремы. 

Укажем еще некоторые условия, достаточные для того, чтобы в не- 
равенстве (22) можно было функцию ®(х —({1) заменить функцией е (2). 
ТЕОРЕМА 2. Пусть ®(2) — целая функция класса Р, в разложении 
№) а=0 и корни 1-й, функции (2) удовлетворяют условиям: 
и>р>0 и при некотором М >0 


[5 


к \ 5, 
®= И + 5 


Гсли целая функция конечной степени }(2) удовлетворяет условию 


«М (—®<«<ал«<ох, «<ю). (23) 


ЕЕ | (=) (у) (6) 
во всех корнях {к} функции Р(2) выполняется неравенство 
ГУ (ак) [< | ® (0) |, (7) 


0 справедливо неравенство 


[7 (2) | <С|1%(2)|, 

9е С зависит от е, ри М. 

| Доказательство. По теореме 1, функция /(2) при любом й > 0 
Верт неравенству 


|7 (©) | < Сы (#—№. 
ценим отношение 


| (#— 1) 


© (5) 


пользуя разложение функции © (2) в бесконечное произведение 
в (2) = еа2+ Па — =) е*® (<=, ша >р>0), 
1 Чь 


| можем получить: 


ше |= ь (меш) +2 Хы | _ 


© (2) 
Й 
| разложения 11 (1 -- «) легко находим, что при [%| < -—- 


ш |1-+&| <Вех-+ | а. 
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Р) ИРЧИИЧНИЩИИ" РЧИЧЕК 


Выбрав # < — мы получим: 


й2 
| КЬ я ЕЕ ы, 24 
= т т Ее о 


где А — некоторая постоянная. Из (23) и (24) получаем, что 
и М 
1 | те |< В+ 2(1+- =) й. 


Отсюда и из (22) следует: 
[7 (2) | < С | ®(@) |. 


Теорема доказана. Заметим, что условие (23) выполняется, если пред- 
положить, что 


м ны << 
8, 
1 
Поступило 
25. Х. 1956 
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О. С. ИВАШЕВ-М УСАТОВ 
О КОЭФФИЦИЕНТАХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ НУЛЬ-РЯДОВ 
(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе даются оценки для коэффициентов тригонометрических нуль- 
рядов. Показывается, что’ сумма квадратов модулей этих коэффициентов 
может расходиться, в некотором смысле слова, как угодно медленно. 


'Тригонометрические нуль-ряды, т. е. ряды вида 


со = оо 
Хе а а, |0, 
п—=— < п=— < 


сходящиеся к нулю почти всюду, впервые были открыты Д. Е. Мень- 
шовым (!) в 1916 г. и данный им метод их построения сохранился во 
всех работах, посвященных вопросу единственности разложения функций 
в тригонометрические ряды. 
Из общих теорем о тригонометрических рядах [см. (?), гл. 11.11] 
следует, что для нуль-рядов „->0 и 
ао 
я ба | == ©©, (*) 
ПТ — с 
Выяснению возможного порядка малости коэффициентов этих рядов 
был посвящен ряд работ [см. (3) — (7)]. Наиболее сильный результат 
был получен Салемом (7): было доказано, что существуют тригономет- 


(и \ 
рические нуль-ряды, коэффициенты которых имеют порядок О от = =), 
[п 


где г(2) — любая функция, монотонно и неограниченно Е с ро- 
стом 2. 

В настоящей работе, при сохранении некоторых элементов конструк- 
ции работы автора (3), показывается, что ряд (*) может расходиться, 
в некотором смысле слова, как угодно медленно. Именно, имеет место 
следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Для любой положительной, монотонно невозрастающей 
и непрерывной функции ух (у), заданной на полупрямой у>0 и обладаю- 


щей свойствами: 
У 


1) $(у) = \ у? (9) 91-00 при у-> <, 
0 
2) ух? (у) >0 при у—> соо, 
3) уз+еу? (у) —> оо при у-> со для любого 820) 
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| я 
4) существует такое т>—-, что утух (у) растет монотонно, мож- 
но построить тригонометрический нуль-ряд 


+ оо 
оне ® (ик = Я) 
й=—=—<о 
такой, что 


и =о(х (|п])). 


Заметим сразу, что нельзя не накладывать никаких ограничений, кроме 
расходимости интеграла квадрата, на функцию у (у), так как из общих 
теорем работы (2) следует, что не существует лакунарных тригономет- 
рических нуль-рядов. 

Доказательство теоремы 1 в основных чертах следует пути, указан- 
ному Д. Е. Меньшовым, и основано на следующем предположении: 

ОСНОВНАЯ ЛЕММА. На отрезке [0,2] существует непрерывная, 
монотонно неубывающая  сингулярная функция Е(т), постоянная 
на каждом смежном интервале некоторого совершенного множества ме- 
ры нуль, преобразование Фурье — Стильтьеса которой удовлетворяет 


‘условию 
2" 


е-нкаР (2) = о (и (У), 


0 


где функция у (у) обладает свойствами, перечисленными в теореме 1. 
Для доказательства основной леммы построим функцию Р (5). 
Вспомогательные функции и их свойства. Положим 


и) =—® (1) 


Уф (у)-1 


и покажем, что эта функция обладает свойствами 1)— 4), указанными 
в теореме. Действительно, свойство 2) очевидно для нее, так как 


Х: (у) =о(х (У)) (2) 


в силу (1) и свойства 1) функции у (у). Для того чтобы проверить вы- 
полнение свойства 1) для функции у, (у), достаточно вычислить 


ы® = д = |= шф +1. (3) 


о о 
Отсюда и из свойства 1) функции у (у) следует требуемое. Прежде чем 
показать, что функция у, (У) обладает свойством 3), докажем неравенство 
$ (у) <: (0) ашу (а = 015%). (4) 
По свойству 2) функции у (у), для всех у>. 1 


а а: 


отсюда и из монотонности у (у) следует, что 


| ф(у) ед ада + фа< 


0 
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у 
< (0) +а\ 1 = 52 (0) +ашу. 


. 1 


Далее, для любого =>>0, в силу неравенства (4), имеем: 
1+— — 
1+ = 2 — 7/1+е= 2 (у) = 2 2 з у? 
= в 
Ев 2 
2..2 ы 
откуда следует свойство 3) для функции ух, (у), так как в силу свойства 
3) для функции у (у) правая часть неравенства стремится к бесконеч- 
ности при у->со. Наконец, для того чтобы доказать, что функция 
Хх: (У) обладает свойством 4), заметим, что можно подобрать такое й >> 0, 


что Е есть монотонно растущая функция для всех у. Действи- 
У 


тельно, 
( т - ЗАТ ф (и) Ш— Уф’) _ 
ФУ -1 Ф -1 
ул 21 [ф (У -1] — ух? и 0 


Фи 

для всех достаточно больших положительных й, так как Ух? (у) —>0 при 
у—> со, по свойству 2) функции х(у), а $(у)>0. Возьмем такое й и 
положим т, =т -{ й, где т есть величина из свойства 4) для функции 


х (у). Тогда ! 


Хх (у) т у 
Уз! Уфу) 1 
есть монотонно растущая функция, как произведение функций, монотон- 
но растущих для всех у, т. е. выполнено свойство 4) для функции 
Ха (9). , 

Из (3) следует, в силу свойства 1) функции х(у), что ф. (у) есть 
монотонно растущая от 0 при у = 0 до бесконечности при у-—> ос и не- 
прерывно дифференцируемая функция. Поэтому на пслупрямой 2>.0 
определена обратная к ней функция у =. (1), тоже монотонно расту- 
щая от 0 при х=0 до бесконечности при х-—><> и непрерывно диф- 


учу (у) = у" 


ференцируемая. Положим 
х 
1 (а) =\ %(@ 4. (5) 
0 
Очевидно, что функция } (2) имеет две непрерывные производные, причем 
(== $ (1) есть функция, обратная к $, (у), так что 


1 1 
и — = — : (6) 
Г ый а) 


Отметим, кроме того, что }(1), /' (2) и /' (2) положительны, непрерывны 


и монотонно и неограниченно возрастают с ростом х. 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Введем еще одну функцию и(2) с периодом 2т, определенную на 
отрезке [—*,=] равенствами: 


10, 
| $ Е (5 . >} 
и (2) = | Ве: (7) 
и ("— 2), 26 (2, = , 
[ —“(— 2), 56 [— =; 0), 


где г=Ё(т,) +2 (т, — показатель степени у в свойстве 4) функции 
Хх, (у)). Очевидно, что эта функция нечетна, имеет г непрерывных произ- 
водных, удовлетворяет условиям: 


| (2) |< 1, и’ (2) |< 40У!, (8) 
ь 
|\ и (2) ах | <= для любого отрезка 1а, 6] (9) 


и раскладывается в равномерно и абсолютно сходящийся ряд из синусов: 


и (2) = У т рг (10) 
р=1 
такой, что при любом ов 


ХР оо. (11) 
р=1 


Выберем последовательность чисел 


а. (12) 


удовлетворяющих условиям: 


Я (СХ. (а) 
р (а, 1) й 
у = Е 48. , (<) 
И) 1 
о (з) 
З $ 3 
ИРУ 1000Из4 


и условию (°.), которое подробно будет объяснено ниже, при построении 
последовательности функций {5, (5х)}. 

Покажем, что условия (х,) — («,) непротиворечивы и что указанную 
выше последовательность построить можно. Выбор с:, удовлетворяющего 
условию (®\), осуществляется без труда, так как /’ (5) растет неограни- 
ченно. Выбор с; и 4; при $ >1 производится индуктивно: после того как 
с. и 4. уже выбраны, с, выбирают столь большим, чтобы выполня-` 
лись условия (>) и (%;), что всегда возможно, так как при фиксирован- 
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ных с, и 4.— условия (*,) и («.) выполняются для всех достаточно 
больших с,. Это непосредственно очевидно для условия (%›) и вытекает 
из неограниченного роста ]’(2) для условия («,). 

Теперь построим на отрезке [0,2 «] последовательность функций {, (2)}. 
Положим 


91 (2) = 1 Ни|] (с, + 2) + 111, (13) 
где с: (из последовательности (12)) и 1: подобраны так, что | 
7 (41) — 1 (1) + п Г (ел) - уза + 0,1* 
1 >. 1 и о (14) 


суть целые числа. Подобрать с, так, чтобы выполнялось первое условие 
(14), можно, так как числитель есть функция, непрерывная по с, (4, = 
= с, -- 2т) и неограниченно растущая, поскольку 


1 (@,) — 1 (с) = 7 (ви + 2=) — 7 (с1) = Л (©, + 02т) =>] (сл) 2", 


а (с!) растет неограниченно с ростом с1. После того как с: выбрано, 
выбираем 11: так, чтобы выполнялось второе условие (14). Вид функции 
г; (2) показан на рис. 1. 


У-=4 (1) 


Рис. 1 


Построение функции $%,;(2) при ]>1 осуществляется индуктивно. 
Пусть 9;_,(1) уже построена. Предполагаем, что множество значений х, 
для которых %,_, (2) = 0 есть сумма конечного числа интервалов без 
общих концов (а;1к, 9; 1), занумерованных слева направо. Число этих 
интервалов обозначим через А;_:. Положим 


1 и [7 (с; + 8 + 2) +1.) 26 (азь, 6), 
й == я 15; 
(2) | 0, хе и (ау-1к, бук), __ 


где с;, би > би (5; =0) и 1; последовательно подбираются так, чтобы 


(ев; Ни Ок) — Кс, 8 Наши) {т 
2п 


1 (е, + 5; 2г а; 1) мяг 0,1 (16) 
2х 

были целыми числами. Подобрать таким образом с; би и Ти можно. 
Сначала подбирают с;, удовлетворяющее первому условию (16) при А =1, 
5; =0. Что это можно сделать, показывается так же, как при подборе 
с1. Подобрав с;, последовательно подбирают дж, что делается аналогично 
подбору с!1. После того как с; и все д, подобраны, подбирают 1, удов- 

летворяющие второму условию (16). 
8* 
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Вид части графика функции 9;(1) изображен на рис. 2. 
Наконец, определяем 4; равенством 


4; = су ви; уши, (88 


Условия: (14), (16) и (17), наложенные на последовательность {с, 4;}, и 
составляют’ условие (%.). 


= (%/ 


2 Чт: бе+ биз би бе бы беби," бук 


п-т, б-жы =, , 


Рис. 2 


Оценим величину А;. Из построения функции и (5) следует, что 
1,2 = 1 (ев Н 6я) — 1 (су + 8» + ал) = Л (© + 8 + 6) (Фи — ая), 


где { таково, что (ал, бл) с (ау лк, 6; к), и ая < <Ья. Таким образом, 
для любых А и { имеем: 


12 1,2 
Пе; к а,) о =: (8-я) ’ Г. 
или, более грубо, 
1.2 1,2 
С . (19) 


С другой стороны, интервалы (аз, 61) попарно не пересекаются и все 
лежат на отрезке [0,2*], поэтому 


в 
Е 
2* > У (Би — ая) 27а) К,, 
11 
откуда получаем необходимую оценку: 
< 27 (а). (20) 
Построенные функции 5; (2) непрерывно дифференцируемы при любом 


Г, в силу аналогичного свойства функций и (5), /(2) и условий (14) и 
(16). Покажем, что 


шах |1; (2) | < 10 // (а). (28) 
0о<х<2п 
Для этого заметим, что этот максимум достигается на одном из отрез- 
ков [@;—щ, 6; шк] [см. (13) и (15)], а потому, в силу (18) и (17), 


шах |5; (2) |< шах |[и(/(2))]'|= 


0<$х<2к су<х<а; 
= шах |и’[7(2)] 7 (2) |< 10 Ут (а). 
о. 


Наконец, построим на отрезке [0,2=] две последовательности функций: 


1 
@1 (2) = П 5; (2) (22) 
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и 
1 (1) = \ 99%. (23) 
0 
Эти функции непрерывно дифференцируемы, 
0 < 01 (5) <2', (24) 
так как 
0< 5; (2) <2, (25) 


а функции РЁ! (2) — монотонно не убывающие, так как 


Е1 (2) = 0: (2)>0 


Отметим, что для любого отрезка [а, 6] с [0,2] 
тах | 01 (2) | <10Ут27 (4). (26) 
а<х<ь 


Действительно, 


шах |0! (2)| = шах, 5. и ‚(2) |< 


1 #2 
ре 110 ИРИ (а;) = 10 Ут 21 (а) т м а 


< 102 “(а р - < 1072! 1 (а), 
зо 4 
в силу (25), (21), монотонности (5) и условий (о!) и («з). 
Оценки интегралов. Выведем несколько оценок интегралов, 
которые будут полезны в дальнейшем. Для любого отрезка [а, 6] < [0,2 *] 
имеем: 


О, (х) соз (у) [21 (1) — 1] 4х| < 


< 


1—1 © 1-1 | 
5 хх о 01-1 (2) вт {р [У (с - ви + 2) + ли - уз} 42 |+ 
1-1 ре Е 
1—1 © 1—1 
- У, рр 15» \ 01-1 (2) эт {р [ (с ви + 2) + ти] — 91} аз, (27) 
#1 р=1 ея 
ь 
|} обоз аи) 404] < 
Ва оо — 
<- ХУ | 9-0) воз (р (а Зи =) + пи + 49) 8 + 
де “1—1 


61—11 


+—- У | 9. (ад сов {ри (е+ ви + +1 — 934]. (28 
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Обе оценки выводятся одинаково. Выведем формулу (27). Для этого 
заметим, что, согласно построению 9, (5), 01, (5) =0 всюду вне 
О (аи, би). Поэтому 

ь 


Г= |} 04-1 (2) сз (уз) [21 (8) — 11 4 | < 


а 
К 9 


<» | \ ‚01-1 (4) соз (у2) и [1 (1 + 8и + 2) + ти] ах | (29) 


1-1 ап 


откуда, в силу (10) и (11), получаем: 


1-1 с т 
[< р ив, | \ 01-1 (5) соз (ух) защ р [1 (си - 8и - 2) + 1ш ах | с 
151 р=1 рт 


Пользуясь равенством 
с0$ & эт В = — [5 (« + В) — зщ (х —В)], 

мы приходим к оценке (27). 

При выводе оценки (28) следует использовать равенство 

Е Е | 
зп язшВ = 5 [00$ (х — В) — 003 (* + В)]. 

Далее, для любого отрезка [а, 65] < [0,2*] и функции 2(х), имеющей 
на [а,6] непрерывную, монотонную производную #’(5) такую, что 
18° (2)| > М_›>0, имеем: 


р 21-1 = 
| 0: (а) воз (в (ада | < Ру +10 УР (4) 6—2), (30) 
Г.) 
[Ц о (од зала (а | < Ак +10 УЯ/ (99 @ — а), (81) 
ь 
[Ц (див (29145 < +10 ИЯ У (4) @ — в) (32) 


а 


если же функция 8(7) такова, что имеет непрерывную вторую производ- 
ную и |5" (1) | > Е>0 всюду на отрезке [а, 5], то 


| ое) сова (одре | <-92— 4 +10 УТ/ (496 —а), (83) 


ь 
6.21 
|} (а) эта (рае | <= 1 +10 УТУ (4) 6—а)]. (34) 
пы оценки (30) и (33). Интегрируя по частям и используя (24) и 
(26), получаем: 

ь х | 
| ©, (в) вова (в аа | = | [ © (@) \еоз1в 1%] — 


а 
5: 


-- \ ( ео (5)] &) 0: (2) ах | < 


а 
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| 
<1 90| сов 18 (14 


+ | [ео У1 4 | |0! (#) |= < 


а<х< 


<2' тах, | | соз [< (14 ах | соз [в (©)14 | 10/21 1 (41) 6 — а) = 


)]. (35) 


а<х<ь 


= 2! шах | т [8 (8% 


Для вывода оценки (33) остается заметить, что функция в (2) удов- 
летворяет условиям леммы Ван-дер-Корпута [см. (?), теорема 409] и по-_ 
тому для любого Е (а, 6] 


х 


оз [ё (&14 | < 


а 


6 


Е 


Для того чтобы доказать формулу (30), следует в (35) оценить 


х 


шах | оз [8 (=) 1% 


а<х<ь 


Функция 2 (7) непрерывна и монотонна, так как 2’ (5) сохраняет знак, 
а потому имеет непрерывную обратную функцию # (у) с непрерывной и 
монотонной производной, сохраняющей знак. Будем, для определенности, 
считать, что 2’(У) монотонно убывает и положительна (остальные случаи 
рассматриваются аналогично) и сделаем замену переменной 7 = 2 (&) вин- 
теграле 


х Е (х) 
\ со ва? = \ со 18 "(1) 47 
а Е (а) 
0 9 2 
2 (Е (@)) | сова | = 27 | 0519 |<м; = (86) 
Е (а) Е (а) 


отсюда и из (35) следует (30). 

Вывод оценок (31) и (34) — дословно такой же. 

Оценка (32) производится так же и только в последнем шаге формулы 
36) в числителе появляется т вместо 2, согласно формуле (9), т. е. 


х 


ие (©) &| < 


а 


и ь (37) 


Построение функции Е (1). Покажем, что последовательность 
функций {Р! (1)}, определенная формулой (23), сходится на [0, 2т] рав- 
номерно, т. е. существует равномерно по х6[0, 2*] 


те Ел (<) = Е (1). (38) 


Для этого, пользуясь формулами (23), (22), (29) при у=0, оценкой 
(32), монотонностью /' (2), оценкой (20) и условиями (%;) и (аз), оценим 
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о ле Ады Се В ИЕН НИЕ НЕЕ нии 


разность 


| Руа (2) — Ви (2) | = 


оны (© — 6:9) & - 


= |\ 9 ю-ы® —1%& |< 


ыы 


р 


1=1 


о, 


оби (сы + ан НЭ + 10 | < 
а 
я 


тер = ре М +107 (4) Фи — аи) = 


[в + 140УЁх (41) у (6 — а) < 


в. ны =1 
< 7 (9 +10 ТР (92а = 
Ш Г (а) 
=т ее т < от (39) 


откуда следует равномерная сходимость Ё: (5). Таким образом, предель- 
ная функция Ё(5х) непрерывна на отрезке [0, 2*] и монотонно не убы- 
вает, так как все Р:(5) монотонно не убывают. Покажем, что функция 
Е (5) не есть тождественная постоянная, для чего достаточно показать, что 
Е(2*) >0, так как Р (0) =0. В силу формул (23), (22), (13), (37), моно- 
тонности ]’(х) и условия (“), 
2" 2" 

Е: (2%) = | М-Н / (©, +9 + 1% = 2 + | в (а +9 + 1114%> 
0 


0 
2" 


>= — | \ «(+9 +11 | > 2* — уу 5, 


0 

но для любого [, в силу (39), 

1—1 1— 

|7, (к) — Ра (2%) |< [Ра (к) — Рзчы (2^)| < 5+ к 

=1 

Из последних двух неравенств следует, что аа 
Сингулярность. Докажем, что построенная функция Ё (5) посто- 

янна на каждом смежном интервале некоторого совершенного множества 
меры нуль. Для этого заметим, что если на некотором отрезке [а, 6] 
функция Р!(х) постоянна, то и все Р.,(5%) при $>>]1 постоянны на этом 
же отрезке, и, следовательно, на этом отрезке будет постоянна и пре- 
дельная функция Р (5). Действительно, 


Е, (2) = 0, (2) = [[; (2) = 9и(2) Пьм-# П (=), 
751 т = 
откуда видно, что если Е! (1) =0 на [а, 6], тои Еь (2) = на’ [а, #1 
для всех $ [. 
Пусть ©; обозначает множество всех 2, для которых РЁ; (57) +0. Из 
определения функций 0; (2), Ё;(2) и 1;(1) формулами (13), (15), (22) и 


г 
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{23) следует, что 


ы 
©; = ). (аи, 6). 


Рассмотрим замыкание <; 


м. 
©; = м [ал, 6]. (40) 


Отметим, что на каждом смежном интервале множества ©; функция ГР; (5) 
постоянна. Легко видеть [см. рис. 2], что 6, получается из О (считая 
©. — [0, 2*]) выкидыванием конечного числа интервалов без общих кон- 
цов, именно, из каждого отрезка [а;—1к, 6; лк], составляющего множе- 
ство ©,‚_, выкидываются интервалы (6, аи.:), попавшие на этот отре- 
зок. Из построения функций 7;(5) по формулам (14) и (16) следует, что 
эти интервалы целиком лежат на соответствующем отрезке. Но это 
есть процесс построения некоторого совершенного множества 


| 6 ь п, 8, 


На каждом смежном интервале этого совершенного множества функция 
Е (5) постоянна. Действительно, пусть А — смежный интервал множества @. 
Тогда А есть смежный интервал для некоторого 6, и, следовательно, 
Е;(х) постоянна на Д, откуда вытекает постоянство Ё(5) на А в силу 
замечания, сделанного выше. Остается показать, что мера множества @ 


тф = 0.. 
Так как 0, СФ, то 
9: —- : 2 
тф =т и ©; = | тб ;. (41) 
)=1 => © 
Оценим меру множества ©, Для этого покажем, что если точки оф, 
ал и 6; принадлежат одному и тому же отрезку [а к, б;1*], то 
п. —д. 
о (42) 


5 == 


Чтобы это. доказать, заметим, что из построения функций и(т) и 5%; (5) 
следует, что 


0,8 м = 1 (с; Е 8 ая) — 1 (© 8 + 8—1) = 
— И’ (с; + бк -- ёя) (ал = Вил), ВЯ < бл = ал, 


или, в силу монотонности } (т), 


0,8 п 
миа ое 


Отсюда и из (18) получаем требуемое: 


0,8 п 
ГАН 2. 
я —@л фт 3 


й (с; Ня бк ар а) 
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Из (42) следует, что 


Пользуясь этим неравенством, покажем, что 
т@ о т@ (44) 
К 9—1 


для всех номеров 7. Обозначим через т» наименьший индекс #, для ко- 
торого а, 2а; к а через п» — наибольший индекс #, для которого 
1 <Ь; ш. Тогда, в силу (40), (43), (19) и замечая, что ам, = а;-1к И 
Вт, = бу ак '(см. рис. 2), имеем: 


2 к; Ё; — Тк 
тб; = 6 —а)= Х Хим = 
= К ть 
К—1 пк 
=^» [6 —@) + У @-— ал) = 
К=1 ь фт=ту- 
К; ту "ОИЕЗу: 
= [6 а >. Е. < 
=1 =т\--1 
К) "к 
Е] 
<У [6% 0+ ХУ 5-3 = 
Е=1 ту 
К: т: 
3 9—1 5 К 
=> У [3-6 фа + УХ @-в)|= 
К=1 фЕть+1 
3 о ь 
АЕ Ба 2 [= }ть — @лту) Е (бтх — @лть) - (Ви, — Вт | == 
—=1 
$92 
ЕЕ. [-=- (бт, — аут) + (Вт — аут, )| = 
= 
К: 
а 
В [Е (ть — @уть) + (буш — О] = 
К=1 
И 3 К у р ту — бут, 
Бе (6; — ау) [-3- ИТ |< 
=1 
т 12 
м Г (с;) 
<-—- У 6 а) т 1] = 
К=1 й ыы 
= та =". 
рн 5 [3 ®. +1 п. <- то, 


что и требовалось доказать: Из (44) и (41) следует, что тф = 0. 
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Оценка порядка убывания преобразования Фурье — 
Стильтьеса функции Ё(х), т. е. оценка интеграла 


\ е-* аР (2) = \ соз (уз) аЁ (2) —1 \ эт (2) а (2). (45) 


Оба интеграла в правой части равенства (45) оцениваются одинаково и ` 
эта оценка не зависит от знака у. Будем считать у>0 и оценим ин- 
теграл, содержащий косинус. В силу равенства (38) и того, что все 
Е (5) имеют ограниченные в совокупности вариации, имеем: 


г 2п 2" 


с0$ (у2) аЁЕ ее — —= т с0$ (ух) АЕ! (5) = т 0$ (ух) О! (х) 4х, 


т. е. для любого у существует Г., такое, что для всех 1 >> [л 


2п 2" 
} сов (из) а (2) — \ сов (уз) 0, (а) а | < у (9), 
0 0 
или 
2" 2 
| 08 (уз) АР (2) | < (9) + | \ сов (уз) (2) а= |. (46) 
0 0 
Покажем, что это неравенство можно переписать в виде 
2п 2п 
сов (уз) 4 (2) |< О (а (у)) + | | ©сз (уг) О» (2) аз |, (47) 
0 0 
где А таково, что 
ЧР (с ЗУ --Р (вы. (48) 


Действительно, если > Г, то неравенство (47) очевидно в силу нера- 
венства (46). Если же >> Ги, т. е. 


ом со, (49) 


то при любом [>> Ёи, имеем: 


25 


| оз (уз) О» (2) 4 | + 


2п 


\ с0$ (72) 0+ (5) 4ат| < 
+» 


$=и-1 


(50) 


\ с0$ (у2) О, (1) 4х — | со$ (у2) О. (1) ах|. 


0 


Докажем, что при соблюдении неравенства (49) 


\ соз (92) Оз (1) 4х — \ оз (у1) О, (1) ах 


0 


= (= (9). (51) 


а 


Из (22), (27), (31), (49), (44), (20), условия (аз), свойств 3) функции 
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Хх, (У) и монотонности у, (у) и Г’ (5) получаем: 


2% 
Гл = | \ 9+1 (2) сов (уз) [2+ (2) — 11 42| < 
0 
1 со 65—и 
< - У |6} \ 0;— (2) 1 {р [1 (с; 8 - 2) + 1] + ух} а=| + 
{=1 р=1 а5—1{ , 
5—1 со 5—1 
— -- 31%,!| {| 9.1 (2) ш {р (с, + ды 4 2) + лы] — уз аа < 
1=1 0=1 @5—14 
5—1 © 
1 — 
<= р 2 16» | У И -Е1ОУРТ (4,1) (6-и — а) + 


5—1 [> 
+ У У - РУ И +10 и < 
{=1 Р 


=1 
5—1 с 
40а. 6) 6 
ры У 
{=1 р=1 5 Р/ (с с;) 
28-1 х за К й , 
оо р 18|) УМУ в—1) (6511 — 4:11] = 
р=1 1=1 


(ть [1+0 УР У би] < 


1=1 


81 ро ай 
а. (5 р, |) 12 (а,-) +10 У (а, 25] < 


а 20УЯ (Ур а 


с) 
р-1 


(< в+а Л (4,_ 1 (7 (с, 
= 12+ 20+ ИЯ (Ур, 2 ме 


в УТ (6, (6) жа (1 (е,)) 
1 ( 1 
<[2-+ 20=У7] (У Р "| бЬ Горные —— 2 =°(= 2), 


рт 


[ (с, 8 жа (7 (с) 


что и требовалось доказать. Из (46), (50) и (51) следует (47). 


Остается показать, что для интеграла в правой части неравенства (47) 
имеет место равенство 


2" 


| ов (уз) @ь (9) 42 = о(х (9) (52) 


=” 
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Пользуясь определением (22) и оценками (30) и (27), имеем: 
2 


| оз (уз) О (=) @в 


= \ со (у2) н-л (2) ук (2) аа | < 


0 


\ Ол (2) [сх (5) — 1] соз (уг) ах| < 


0 


К — 
<> [1+ 10 Уг/ (4—1) 2=] + 


2" 


< } в, () 0$ (ух) ах | 


0 


1 с 1 
4 . а 
+ Я Уь|| | фаре + +) ++ у 48| + 
11 р=1 ак 11 
о < ВЕ 11 
+27 %1!| \ 0 @ыа{рИ (ск Е 8ы +3) +1 уд = |. (53) 
1=1 р=1 ак 


Для первого слагаемого в правой части (53) при помощи условия (1), 
соотношений (48), свойства 3) функции у: (У) и условия г легко получаем: 


2 [1+ 1077 (ак) 25 < И +20” бы. и 
уу У? хь (9) 


Е (54) 
И) ге 


Второе слагаемое в правой части (53) оценивается при помощи соотно- 
шений (31), (11), (20) и положительности /' (1): 


Е 


‚ КК < 
а У1!| } 9 ма {И (сх вы + 2) + в 9} 4 < 
Зе. Чи 

Й КЕ = 
> 1612 (4 + 10 ИР (4—1) (бк-и— ав) = 
1=1 р=1 
ыы р г) 1 
== (311); [№ +10 Ут) У би авы) |< 
о Е: 


сы (У [бр] _ [27 (ал) + 20* Ут /(ак—1)] = 0 (а (у), (55) 


как и при оценке (54). 
Для оценки третьего слагаемого в правой части неравенства (53) 


переменим порядок суммирования: 


КЕ © 1 ‚ 
ТУ Фор +9) + 1—9 42| = 
{= Ю=т а—1ё 
Е 11 


Она (в) и (РГУ (с + ды +2) +1] — 98} 42| (56) 
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и внутреннюю сумму разобьем на две: 

1 
= 57 

Хижина (57) 
РЛС 1 

исходя из следующих соображений. Производная аргумента синуса 

{Р[/ (ск + Зы + =) + 1 -- у} = РР (сь - 8ы + 2) — у 
при фиксированных р и у есть монотонно растущая функция от { и х, 
так как би был <ан < <ЗФыи Г(1) — монотонно растущая 


функция. Поэтому на отрезке [0, 2=] в типичном случае найдутся равно 
две точки а и 6 такие, что 


р! (ск + бы + 2) -у<— чу при 2Е [ак—и, бк] П[0, а] = Аз, (58} 
7 
р с 1 
А У р/ (ск + 8ы + 2) —у< у приз [ак—ь бк-и] П[а, 6] = Дьь, (59) 
ы 4 : 
РУ’ (ск + бы + 2) —у> у при 26 [4-и, бк П[Ь, 2=] = Аи. (60) 


Во вторую сумму ря собираем интегралы по отрезкам Д., (формула (59), 


а в первую сумму я собираем интегралы по всем остальным отрезкам Ду, 
(формулы (58), (60)). Сразу заметим, что кроме типичного случая воз- 
можны еще следующие два: 

1. Не существует ни точки а, ни точки 6. Тогда все отрезки инте- 
грирования относятся к одному из типов (58)—(60) и нет надобности в 
разбиении (57). 

2. Не существует одной из точек: или а, или 6. Тогда нет отрезков 
типа (58) или (60), соответственно, и разбиение (57) следует произвести. 

Таким образом, для оценки третьего слагаемого из правой части (53) 


а 
достаточно оценить суммы № И о 


При оценке р следует учесть, что на отрезке интегрирования имеем: 
/ © 1 
[РУ (ск + 8ы + 2) —у| >59. 
Тогда, воспользовавшись формулами (31), (11) и (20), получаем: 


>, 


\ @к—1 (2) 1 {р [1 (ск + д, + 2) + 1 — 92} 4% | < 


АЕ 
Ак ок о 
< У [1-10 уг Г (4к-1) (-и— ак-11)] < 
=: У 
Е- = 
<, [27 (4—1) + 20 Уг/ (4—1) = о (5 (у), (61) 


как и при оценке (54). 


Оценивая сумму Х воспользуемся оценкой (34), монотонностью ]” (5), 
1 


обозначением В, для левого конца интервала До, равенствами (6), монотон- 


ностью ух, (у) и тем, что И в силу (59), оценкой (20) и свойством 4} 
для функции у, (у). Мы получим: 
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У, | | ео) зил ри (ск вы + 2) +1 — 92} 42| < 


ры 


= — 
= ры М 10УРЙ (А = 


К 
= У, (+ ы +В) И +10) < 
1 


Ак 


2 . ; — 
ах (5) и +107 (Ф-) Ан < 


1 
< ер"ь 9) У ИЯ Ан < 


= 


2* (2р)"*х, (у) [27 (ак) + 20= Ут/ (а. = 


т,— = 
—=3.2" р 2 2+20=УЯ 2" т Ел (4-1) =о(р  ?Х(У)), 


так как, в силу условий (48), монотонности функции у, (у) и того, 


ф: (У) и Г (2) — обратные функции [см. (5)], 


у > ед) 
Фи>ы@=\ (9 91> \ вфе= 


(ск) (су) 
1 


1 я ТГ | 1 у Й 

=> #50 \ вож=з( ©) = га. 
° о 
Отсюда и из условия («.) получаем: 


2 (а, и О —- : 
Ут 
$ (У) + м 


что доказывает оценку (62). 


(62) 


что 


Из (62) и (61) следует, в силу (2), что внутренняя сумма в (56) имеет 
1 


орядок (р 2х (у)), и, учитывая (11), получаем оценку третьего слага- 


мого в правой части (53): 


И Е 


р я У! \ Ок (5) э1т {р [1 (ск - би + 2) + 1к — 92} 42 | = 


1—1 Р=1 а —14 


У ор") = 060) Ур" 81| = 09) 


Р=1 р=1 


(63) 
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Окончательно из (63), (55) и (54) следует (52), в силу равенства (2), а. 
из (52) и (47) следует, в силу (2) и (45), что 


2п 


(е-втаР (2) =о(х (у). 


0 


Таким образом, основная лемма полностью доказана. 

Доказательство теоремы 1 проводим обычным методом Меньшова. При 
помощи построенной в основной лемме функции РЁ (2) определим на отрезке 
[0,2=] одновершинную функцию 


«Я (25), хе [0, п]. 


(64) 
Я (4* — 21), хЕ[т, 2*]. 


=®-| 

В силу результатов основной леммы, эта функция постоянна на каж- 

дом смежном интервале некоторого совершенного множества Ё меры нуль. 

Коэффициенты Фурье — Стильтьеса этой функции „ имеют порядок 
о (% (п): 

1 эт 
ит еда (1) =о(х(|п])). (65) 
0 : 


(Заметим, что % =0. Поэтому всюду ниже считаем п = 0.) Действитель- 
но, из (64) следует: 


2п п 


их В 
да феи (= Де ичаР (22) + 
0 0 
ть вт 
етих аР (дя — 2) = 0 (е *`аР()— 
п 0 


и. а =о(х (1) =о(и 4"), 


в силу результатов основной леммы и свойства 4) функции х (У). 
Покажем, что ряд 


{о | 

о од ета (66) 
п——© 
п=Ео 
сходится к нулю на каждом смежном интервале множества у т. е. явля- ] 
ется тригонометрическим нуль-рядом. 
Формально дважды проинтегрированный ряд (66) имеет вид 


оо 


У —*и их (67) | 


про 


и сходится равномерно к непрерывной функции, линейной на каждом | 
смежном интервале множества Ё. 


РЕ . 
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В самом деле, разложим в равномерно’ сходящийся ряд Фурье 


В ; 
ОО (68) 


про 


непрерывно дифференцируемую функцию 


х 2 


Ф() = 97—44, а=з 90% 


2" 
0 


Для этой функции 
Ф (0) =Ф(2*) =0, Ф’(д=Е(д-фа Ф’(0)=Ф’ к) - =— а, 
в силу определения (64) функции «7 (5). Кроме того, Ф(х) линейна на 


каждом смежном интервале множества 78 так как на этих интервалах 


Ф’ (5) = «7 (1)—@а постоянна. Двукратным интегрированием по частям 
получаем: 


к - ( Не) аз] = 
п 


0 


2к 
= \ е-#= Ф (2) 42 =— [--=е-==Ф (2) 
3 


2п 2" 


— чт | "+4 (2) = 


2" 
и 1 а. 
=> \ е— "< Ф’ (т) 4х = — [-- не РО) 
0 } 


тп 


2п 


эт 
ЕС ее а (1) —а] ге Гелия (2) = а. (69) 
0 о 


йа? 


в силу (65), т. е. ряды (67) и (68) совпадают. Но ряд (68), или, что 
то же, ряд (67), сходится равномерно к Ф(х), что и доказывает наше 
утверждение о ряде (67). Отсюда, согласно принципу локализации Римана 
для тригонометрических рядов [см. (2)], следует, что ряд (66) сходится 
к нулю на каждом смежном интервале совершенного множества Е. 
Остается только отметить, что из соотношения (69) следует, что не все 
«„ —=0, так как иначе мы имели бы, что все а„=0, что невозможно. 

Теорема 1 полностью доказана. 

Простым следствием из основной леммы, кроме теоремы 1, является 
также теорема о преобразовании Фурье — Стильтьеса непрерывной, моно- 
тонно не убывающей и сингулярной функции, заданной на всей прямой 
— о«х< +. Как известно, интеграл квадрата модуля этого пре- 
образования расходится. Тот же факт, что этот интеграл может расхо- 
диться, в некотором смысле, как угодно медленно, утверждает следующая 


ТЕОРЕМА 2. На всей прямой — © <т< - сю сушествует такая 
непрерывная, монотонно не убывающая функция «7 (1), «7 (1)—>0 при 


д—>—с0, «< (1)->1 при х— {+ ео, постоянная на каждом смежном 
‚интервале некоторого совершенного множества меры нуль и не сводящаляся 
к тождественной постоянной вне любого отрезка, что ее преобразование 
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Фурье — Стильтьеса 
+ со 


ева (2) =0(и(У1), 
—© 
где х(у) есть функция, обладающая. свойствами, перечисленными в тео- 
реме 1. 
Для доказательства теоремы. 2 возьмем числовой ряд с положитель- 
ными членами а, (у = 0, 1,2,...), сходящийся к единице. Обозначим 
| ри —= эк, Вт —= @2к+1 (А = 0, т: в ое =) 


5; == № Ь,. (70) 


и определим функцию 
БЕ (х — 21 ($ —1)) 
Е (2) 

где ЁР(х) — функция, построенная в основной лемме. Так как в (0—0 
то функция <7 (5) непрерывна. Кроме того, < (52) постоянна на каждом 
смежном интервале некоторого совершенного множества меры нуль, ибо 
этим свойством обладает функция Р (2). То, что «7 (5) —>0 при х -> — © 
и <7(1)>1 при х->- со, следует из сходимости к единице ряда (70) и 
определения функции «7 (5). Наконец, 


= 0. Ж6[2* ($ —1), 2=$], 


—с©с Ч со Ь 215 


\ ст (2) = У рот \ е-* Е (в — 2 (8—1)) = 
965 $=— 00 2 (8—1) 
+ со Ь. ) т } 
ее № РО) е—и2т (8—1) \ е—1 аЕ (=) —о (х (| у |), 
$=— < 0 [ 


в силу результатов основной леммы. 
° Теорема 2 полностью доказана. 

Приношу глубокую благодарность моему руководителю А. Н. Колмо- › 
горову, поставившему передо мной эту задачу и давшему ряд ценных 
указаний. 
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21 (1957), 579— 594 


И..Д. СТУПИНА 


О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ 4,-ОПЕРАЦИИ 


(П редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе показано, что общая теорема о накрытии множеств имеет 
место в духе непротиворечивости в системе аксиом теории множеств » 
К. Геделя для 45-операции над СА „-множествами в случае точек, р-знач- 
ности, конечнозначности и точек, определяемых множеством цепей жесткой 
приведенной базы 5-операции, имеющим компактное замыкание. 


Введение 


Настоящая работа является продолжением ряда работ о накрытии 
множеств [см. (1), (?), (3), (4)]. 

В работе показано существование вполне правильного отношения * 
между произвольным классом множеств Я и жесткой базой ** А,-опера- 
ции и, как следствие этого утверждения и общей теоремы о накрытии 
множеств [см. (3), теорема 1], сформулирован ряд предложений о накры- 
тии множеств. 

В работе доказывается, что если класс множеств Я инвариантен отно- 
сительно' 05-операций с А,-базами, то 


где Ф», — 05-операция, отбирающая точки, определяемые множеством 
р 


* Пусть М — некоторая база 55-операции. Через №" обозначается множество всех 
цепей базы М, которые содержат ватуральное число п. На совокупности баз № и 
{№"} построим 4-систему К, содержащую все конечные пересечения баз этой системы. 

Класс множеств Е и база М находятся во вполне правильном отно- 
шении [см. (2), стр. 126], если 

1) класс множеств Фу (Е) инвариантен относительно счетных сумм и пересечений; 

2) при любой базе М С.К имеет место соотношение: 


Фи (=) С Фх (2). 


** Пусть М база некоторой 5з-операции; цепь 7 6 Л№ называется жесткой 
цепью базы М, если она не содержит в себе никакой другой цепи базы М. 
База М, состоящая из одних только жестких цепей, называется жесткой базой 


| [см. (5)]. 
9* 
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цепей жесткой приведенной базы А,-операции, не являющимся рассеян- 
ным множеством индекса <. 
При этом же условии 


Фу (=) (= я, 
где Фх" — 55-операция, отбирающая точки, определяемые множеством 


ценей жесткой’ приведенной базы * А,-операции, являющимся сум- 
мой рассеянного семейства множеств, замыкание которых компактно, 
индекса < о. 


$ 1. А»-операцией над системой множеств {Ез“.. 2} называется опе- 
рация вида ы 


а ттт Е № П ув :. ним = 


Ти ... Тр... Па... Пр... № 


= > —. 5 ин ты = У {Е У (пл... пк); ть .-. Пу }, 


и ... Пф. 


где № с — жесткая база Г-операции, с [У(п:...пПх); Ти... Ми] =6 [У(п1 ... Пк); 
в (т: ...ти)] — натуральное число, соответствующее (у; р), если перену- 
меровать всевозможные пары (ч; в), э(р:...р:) =в(р1...р,) — натураль- 
ное число, соответствующее (р....р,), если перенумеровать все кортежи 
(Р:... +). у р 
ела А,-операции определяется следующим образом [см.(8) „теорема хи. 
Обозначим через 2/7 множество всех таких последовательностей 


Ха (рано сре. 
для которых существуют три последовательности 
(о И а (В ат 
такие, что 
Е 
2) рр =с(\; т:... ть), 
и пусть 
[®. >) 
’ "т 
у — > а . 
т=1 


г. 
Из построения видно, что множество Г замкнуто, а следовательно, 
у 
множество [, есть множество типа Ё.. Тогда база А,-операции опре- | 
делится по формуле: 


* Пусть М — жесткая база некоторой 55-операции. Если каждую цепь базы упо- | 
рядочить в порядке возрастания элементов цепи, то полученная совокупность цепей | 
называется жесткой приведенной базой и обозначается через м [см. (<)]. ^ 


-#” 
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МР 
Следовательно, Мс есть СА-множество. При этом если 


ле 
$ = (р1, Ро, ... ринь ее, 
то существует такая последовательность 
* * * / 
(\-, У, у У ЕМУ, 
что 
=) 
и 
Ё Е П о: , 
1 
$. 
т.е. 56 С. при любом #. Но 
й 
со 
7 / 
Г. = У. 
\ У 
т=1 


Следовательно, найдется хотя бы одно число г, такое, что 

ит; З 

ные я, бе ОВ, 
У; 
$ 
* * Са 

Это значит, что У, =\ при любом #. Таким образом, для каждой по- 
следовательности 


м ОЕ 
найдутся такие последовательности 
= * 
о М, нь. . 
О И 

что: 

1) р, У а гу, м 

* 

2) у; = У, 

3) р: =с (%:; та... ть,). 
Здесь последовательность (Ру Гар +. .) составлена из различных 


натуральных чисел; при этом она может и не содержать в себе всех 
Ад’ $ 
натуральных чисел. Так определенная база Л№с еще не является жесткой. 
Жесткой базой операции Ф‚, будет база №”, которая характеризуется 

О 


тем, что последовательность (г1, г, ...,Г»...) будет представлять 


собой лишь некоторую перестановку натурального ряда чисел. Другими 
словами, база 85-операции Фу. есть совокупность всех таких цепей 
4 = (рл, Р»,...,Р,...), для каждой из которых найдутся последо- 


вательности 
(лоте, ол) бани (ант. 
для которых обе: 
п, УМ, 
2) р; =с(\; т... ты). 
Пусть 7 обозначает пространство возрастающих последовательностей 


натуральных чисел. й 
Обозначим через ЛМ” жесткую базу А„-операции, через №” — же- 


<ткую базу СА„-операции. 
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ЛЕММА 1. Жесткая приведенная база №" А„-операции, п>> 2, 
является нигде не плотным множеством в пространстве 4. 

Доказательство. Цепь 7 = (91, 05,...,5:;...) принадлежит базе 
№9 А„-операции, п>.2, если найдутся такие последовательности 


(ок тв, ТЬ д.р то, во 
что: 
(п—1) 
1) (уз, У сея у) Е Мс , 
Ва (м; Пы.. 9). 


Пусть цепь 9 = {1} © №® ил Сан сие ГОРЛА 


91—05 (№. т: ...Ты) = п, Е а 
Пусть д...т,- такой интервал Бэра, что ©(\%; т. ...т,) > тк. 
Интервал дн, ... плииз» ГД@ Ил: = 0 (к; Ма ...Т»), не содержит ни одной 


цепи базы М”. Действительно, допустим, что существует цепь 


1 = (91, 55, аа а. т Е М” 
такая, что 6 би, ... питк- Тогда 
=: = (м; та... т), ео АА И 
аа == 9 (9%; Т...т,). 


Так как, по предположению, цепь 7’ М”, то должны существовать 
такие последовательности 


(1, У м Ут, 9] (ть ть, а т, на (В #5 2 | 3) 
что: 
И 
2) в; =о(\,т!... т 
Ясно, что 
У = у. И ИИ 1 == У, ) 


те в, ыы Но это противоречит тому, что цепь {91} [5 м Лемма | 
доказана. 
ЛЕММА 2. Жесткая база А,-операции № находится во вполне пра-| 
вильном отношении с любым классом множеств #. 
Доказательство. Действительно, А›-операция инвариантна отно- 
сительно счетных сумм и пересечений по отношению к любому классу‘ 


множеств Я [см. (7), теорема Ш]. 


Для существования вполне правильного отношения между базой № 
и классом множеств Я остается показать, что 


Фи», ... бк (=) 55 Фик. (=), 


т 
.^ НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА А,-ОПЕРАЦИИ 583 


“а: ..: 5 | > 
тде № ^^ есть множество всех цепей базы М, которые содержат 


натуральные числа ост, о,,..., о), где 


9: = [у (1%... 1); т а И 
Пусть 
пиЕщах [а бы, — Шах, 1 


Выберем и обозначим через ее: 


| о1 все такие бэровские интер- 
1 
валы первого ранга, каждый из которых либо совпадает, либо содержит 


в себе хотя бы один из интервалов 


не найдется ни одного интервала 


и вне интервалов эт, от, ел ЯР. 
т ИЕ А 
РА А ан 
1 И 


имеются интервалы первого ранга, то они войдут в систему 
151, Е, О 


Пусть 5..., ой — интервалы 1-го ранга, выделенные на 1-м шагу. 
1ы 4; 


В эту систему войдут те из интервалов 


И С: НИ 


„5‘'— те из интервалов 
в. 


*1 


ранг которых совпадает с #. Нусть с", оу... 
8 51, которые не совпадают ни с одним из интервалов 
1 


1 
Я 64 -., 


ры ы: О 
Я 2 
Через 1+1, 01+1,...,о!+1 обозначим все интервалы (Е | 1)-го ранга 
: 
такие, что каждый из интервалов 
И Г 1,2, 9 


либо совпадает, либо содержит хотя бы один из интервалов 


бы и и 


1"; 


принадлежит одному из интервалов системы 
{13}, 1=1,2,...,4,, 


| и среди интервалов из системы 
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вложенных в интервалы ст", 0.#,... с 


“2”, не найдется ни одного, который 
% 


бы находился вне интервалов 


ст. 
91+1 


1 п 
О ню, 4 


Очевидно, если среди интервалов 
8: :} ра сны 


имеются интервалы (1-- 1)-го ранга, то они войдут в систему интервалов 


о а. 
Легко видеть, что система интервалов 5", 3 а, состоит из всех 
тех интервалов из системы 
8; :}) Е а 
{ п. пт, ? 


ранг которых совпадает с г,. 

Расположим в одну последовательность все бэровские интервалы 
первого ранга, за исключением интервалов {51}, =1,2,..., 41, все 
интервалы второго ранга, содержащиеся в интервалах 


. - 
{о с .. 5 & 
за исключением интервалов 
{2}, 1=1,2,..., 9» 
и т. д., все интервалы г,-го ранга, содержащиеся в интервалах 
*т1—1. . 
В ЗФ 


за исключением интервалов 


{011}, 1=1,2,...,4н. 


Пусть в,,0,,...,5,,...-— эта последовательность интервалов. 


Образуем систему множеств {Е} следующим образом. 


Если { <», то, каков бы ни был интервал 5 .* И число п,\ 
... Т 
Пек, 
положим 


* 


<[(\ (п,); т; ... ту] 5 [о (1 ь. п”); т, ...тй ? 


где 8, * „” Является п1-м элементом последовательности {с.} и 
Ай, 


* 
„.\* 


ан А, * = * * 
[у 1. пу); т; --. т; с [У (". ВЯ т; --- тЫ), 


где 8 „* является п1-м элементом последовательности {,} и п" 


1: . ве 


3” 
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2 В ИВ 


1 
| Если [>[„, то, каков бы ни был интервал и м и число п, 
положим 


+ 
* — 


ы * = * * я * * 
с [У (п,); т; ... т}] в [у (" -- т); п ... "и, "+1 9 ту] ‚ 


где _ эх является п!-м элементом последовательности {5,}, и, каковы бы 


‘ни были интервалы би ... п И 6» „”» Положим 
г т, 


в т 2 *) == * .. * ы * 
1---П;); т т, в [у И ВУ т ту] 


1*° 


где 5» „» является п-м элементом последовательности {<} ип, 
А 


91, 2,..., 4. 


И М 


Легко видеть, что 


ь 1. Ес} = 
ем с [у (пу. пу ти...ту]...в [У т.т; пинать | { 3} 


. Фь. {Е*}. 


== Е О 1 
Ц <[(пу-.- п}; а 


Отсюда следует: 


Ф аньох (=) =: Фк, (=), 


что и требовалось доказать. 

Пусть № — жесткая база некоторой 85-операции. 

Точка х называется точкой (№ — р)-значности последовательности мно- 
жеств {Ё„}, если существует р и только р различных цепей базы №, 
в ядра которых входит точка г. 

Через № обозначается множество всех цепей, каждая из которых 
содержит по крайней мере две различные цепи базы М. 

Через Фу. обозначается 85-операция, которая отбирает точки, входя- 
щие не менее чем в два различных ядра, определяемых цепями базы М. 

Через Фухр]» обозначается 85-операция, которая отбирает точки, вхо- 
дящие не менее чем в (р+1) различных ядер, определяемых цепями 
базы №. 

Точки х называются точками М-конечнозначности последовательности 
множеств {Ё„}, если они являются точками (№ — р)-значности, последо- 
вательности множеств {Ё„} при некотором натуральном числе р(т), за- 
висящем от 2. 

Через Фк.. обозначается 85-операция, которая отбирает точки, входя- 
щие не менее чем в счетное число ядер, определяемых цепями базы М. 


10 известия АН СССР, серия математическая, № & 
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На основании леммы 2 и теорем 3. И. Козловой [см. (2), теоремы 
1, 2, 4], получаем следующие утверждения: Ь 
Следствие 41. Каков бы ни был класс множеств Е, 


Ф/м».р1* н (= в, Ф; к, ру (Е) = =, 


Фи» =» (=) Г 1, Фу» (=) = 


Следствие' 2. Если # — проективный класс множеств не ниже 
третьего или класс А›-множеств, то 


ЧФх".р1* (Е) СЕ в Ф к рутп (=) (==. я, 
Фу» (=) [22 я, Фу (=) СЕ ны. 


Так как в системе аксиом теории множеств Х Гёделя [см. (3)] | 
П. С. Новиковым установлена непротиворечивость утверждения, что, | 
начиная с некоторого п, законы отделимости для проективных множеств 
п-го класса совпадают с законами отделимости для проективных множеств 
второго класса [см. ()], то, в силу следствия 2 леммы 2 и общей теоремы 
о накрытии множеств, изложенной в работе 3. И. Козловой [см. (3), 
теорема 1], в этой системе аксиом будет непротиворечиво 

Следствие 3. Начиная с некоторого п>2, для всякой последова- 
тельности СА„-множеств {ЁЕ„}. таких, что каждая точка множества 
Фик, {Е„} является. точкой не более чем (М№" — р)-значности (М№-конечно- 
значности) последовательности множеств {Е„}, найдется такая последо- 
вательность В„-множеств {Ни}, что Ни, 2 Е» (п =1, 2, 3,...) и каждая 
точка множеств Фу.{Н»} является точкой не более чем (№ — р)- 
значности (М№-конечнозначности) последовательности множеств {Н»}. 


Пусть М — жесткая база 05-операции Фм. 

Через Фу обозначим д5-операцию, отбирающую точки, определяемые 
05-операцией о каждая из которых определяется множеством цепей 
жесткой приведенной базы М, имеющим некомпактное замыкание. 

Так как произвольный классе множеств # и база М” находятся во 
вполне правильном отношении, то, на основании теоремы о. сравнении 
65-операции Фх, с исходной 65-операцией Фу, изложенной в работе ав- 
тора (4) (теорема 2), справедливы следующие утверждения: 

Следствие 4. Каков бы ни был класс множеств Е, 


Фу, (Е) < Фь, (5), Фу» (Е) < Фь, (Я). 


Следствие 5. Если Е — проективный класс множеств не ниже 
третьего или класс А›-множеств, то 


Фу. (к) с&, Фу, (в) с. 
В силу утверждения П. С. Новикова [ем. (9)], общей теоремы о на- 


крытии множеств [см. (3), теорема 1] и следствия 2 леммы 2, в системе 
аксиом теории множеств ». непротиворечиво 


8” 
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Следствие 6. Начиная с некоторого п>2, для всякой последо- 
вательности СА„-множеств {Е„} таких, что каждая точка множества 
Фм, {Е „} определяется компактным множеством цепей базы № (мно- 
жеством цепей базы №. имеющим компактное замыкание), существует 
такая последовательность В„-множеств {Н»}, что Н, > Е, (п=1,2, 3, -: 
и каждая точка множества Фу,{Н»„} спределяется множеством цепей 
базы №", имеющим компактное замыкание. 

$ 2. Рассеянвым (с]айтзеше) множеством называется всякое множество 

точек, не имеющее подмножества, плотного в себе. Такое множество 
‘счетно [см. (15)]. 
° Пусть Е = Е] есть линейное множество. Если «= а" +1, то че- 
рез Е! обозначается множество всех неизолированных точек множе- 
ства ЕП; если х — трансфинитное число второго рода, то, по опреде- 
лению, 


а. 


«< а 


Если множество Е рассеянное, то найдется такое число В, что 
Е — рИВНИ О 


Наименьшее число В, обладающее этим свойством, называется индексом 


рассеянного множества Ё. 
Пусть И ,= {1} обозначает для данной последовательности множеств {Е „} 


и жесткой базы Л множество всех таких цепей 7 6 №, что 


хе П Ев,. 


ту 67 


Построим операцию Фу, которая отбирает точки, получаемые 85-опе- 
рацией Фх, каждая из которых определяется множеством цепеи базы М, 
не являющимся рассеянным множеством индекса < о, т. е. для каждой 


[3 
из которых множество Их’ не пусто. 
` Пусть «=1 ип. «< п.<... «па. Положим 


6: и, = Ф ды. ль (Ен), 


Ти...Пр [№ 
5 * Е 
где Е, =0, если п п, #=4,2,...,&—1, Пой, и А, = В» во всех 


1 
остальных случаях. Ясно, что множество @и...т, СССТОиТ из всех таких 
точек хе Фи{Е„}, для каждой из которых порция Ш;:0и..п Содержит 


не менее двух точек. 
Множество 


ФЕ = М Шо 


т. пу...ВМ 
10* 
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Действительно, пусть 


и ВР Ноя 


„Лу. Ем * 


Тогда найдется цепь 7 = {п} 6 № такая, что 


т Е | Фи 
К=1 


Следовательно, цепь 7 = (пи, п.,...,П,...) 6 Мхи, в силу определения 
множеств Фон каково бы ни было #, порция „Их-ди... п, содержит 


$ 
цепь 7’, отличную от 7. Следовательно, цепь 7 6 И, т. е. множество „А } 


не пусто. 
Каждой точке & = (п!, п.,...,п,...)6Г поставим в соответствие 
точку 


$9 =( (п), (па по), у(п,...т),...), 


где натуральным числом у(т....т,) занумерован кортеж (т. ...т,у. 
Это соответствие гомеоморфное. Тогда множество 
1 
Фх {Е} = > || ое» (ы.т) = —Ф№ О ия 


$ (п....тк...)6Ф (№) *ЕФ (та... пу...) 


где Ф(М№) — гомеоморф базы №. 

Пусть «= а" 1 и для всякого «< построены операции, отбира- 
ющие точки, определяемые операцией Фу, для каждой из которых мно- 
жество АЕ не пусто, причем 


Фу, {Е} = № П О. тю Ф и 


Ф (п... пк...) 6+ (№) УФ (ы...пь...) 


Обозначим через №"*-"*» множество всех цепей базы №, первые А 
элементов которых соответственно равны ип1,..., Их. 
Положим 


& 
а га ( тк) {6 (та... оо 


р > дык т 
О = у 
П.<...<Пк<...<Пк4:<р 
<... <Икх... ЗП в 


Е [И-П 18)} ое тр}. 
Тогда 


Фх. {Е„} = 2 П О т Ея 


пк. Е К=1 


д © 
а > п. ©, (п. вк) == т, (№) {© ав 


Ф (тн. пх-..)6 (№ У@(т-- лк...) 


о 
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Пусть х — трансфинитное число второго рода и для веякого а’ < а 
построены операции, отбирающие точки, определяемые операцией Фу, 
для каждой из которых множество М” не пусто, причем 


„ 


9х, {Е} — Ф, (№) {< {т - ту: 


Пусть 
а, О 2 
Тогда 
-: 
р те Ф. {6 (п... пк} — ^ и ‚6 (ть) 
Ф (па... пу...)6< (№). \ЕФ (пь.. 
Множество 


Фу. {Е} = > П П т 


$ (па... пу...) ве (М) УФ (телу...) п-1 


Г 
[4 
е, (М) П буи, $ 
п=1 


У(п:... у 


ТЕОРЕМА 1. Если класс множеств Е инвариантен относительно 
95-операций Фу, где база № есть А,-множество, то 


в (=) = 
* 


Если же класс множеств Я” таков, что Фу, (#”) входит в класс 
А-множеств 60, то 


Фх (=°) 28. 


Доказательство. В силу вышеприведенной конструкции, опера- 
ция Ф;” сводится к повторному применению операций вида 
[2 


Фе. Фо х Ф 20" п] 


Ф (№)? 


счетного суммирования и счетного пересечения. 
Как показал А. Д. Тайманов ("), жесткая приведенная база А»-опе- 
рации может быть получена как разность двух А-множеств, т. е. № вхо- 


дит в класс В.-множеств. 
Так как соответствие $ гомеоморфное, то В, множеству М” будет 


соответствовать также В»-множество ® (№). 

Обозначим через /““”®* множество возрастающих последовательно- 
стей натуральных чисел, первые Ё элементов которых соответственно 
равны па, И›,...,Пк. Это множество замкнутое, Тогда 


№ (т.с) ав №" х Я ав», 


т.е. № "А и (М т) являются Ву-множествами. 


В силу вполне правильного отношения класса множеств 8” с базой ^\", 


Фь+и...м, (#") с Фи" (5*) © 0. 
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А так как класс множеств Я (8) находится во вполне правильном отно- 
шений с базой №” и инвариантен относительно 85-операций с А,›-базами, 

то он инвариантен и относительно операций счетного суммирования, 

счетного пересечения и операций вида 


Фк., Фу "ти... Ф, (№") Ф, и" (па. Пкь * 


Следовательно, 


Фу" (Е) св, Фу" (=°) = 6], 


Ма 


что и требовалось доказать. 
Следствие. Если Е есть проективный класс Аи-множеств, п». 2, то 


Фу (=) Я. 


$ 3. Множество Е называется множеством абсолютно первого 
класса, если на всяком компактном множестве, пересекающемся с ним, 
у него найдется компактная порция или точка локальной компактности 
[см. (12)]. Такое множество можно представить как сумму рассеянного * 
семейства компактных множеств. 

Пусть Ё = Е} ость линейное множество абсолютно первого класса. 
Если « — трансфинитное число первого рода, то через Е } обозначается 
множество, которое получается из множества Ее путем выбрасывания 
всех его компактных порций; если « — трансфинитное число второго 


рода, то, по определению, 


29 72 П 2} 
«а 


Наименьшее трансфинитное число В такое, что 
28 =) 
9: ' 


называется подклассом множества Е. Известно существование мно- 
жеств абсолютно первого класса как угодно высоких подклассов. 

Будем рассматривать линейные множества Ё, являющиеся суммами 
рассеянного семейства множеств, замыкание которых компактно. 

Пусть Е =Е®. Если х— трансфинитное число первого рода, то 
через Е”? обозначается множество, которое получается из множе- 
ства Е” путем удаления всех его изолированных порций, замыкание 
которых компактно; если « — трансфинитное число второго рода, то, по 
определению, 


о 


* Семейство множеств {Е} называется рассеянным, если во всяком его под- 
сомействе найдется множество И, которое отделимо от суммы всех остальных множе - 
ством класса нуль или просто порцией, 
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Наименьшее число В такое, что 
(В) 
Е" = 0, 


называется индексом множества Е. 

Замечание. Если ЕЁ есть множество абсолютно первого класса под- 
класса «, то индекс множества Е не превосходит а. 

Обозначим через Фи 65-операцию, отбирающую точки, получаемые 


55-операцией Фу, каждая из которых определяется множеством цепей 
базы М, не являющимся суммой рассеянного семейства множеств, замы- 
кание которых компактно, индекса <. о, т. е. для каждой из которых 
множество М не пусто. 

Пусть 


= ФЕ. 


Множество всех точек хе Фу {Е„} таких, что множество Ш. имеет 
некомпактное замыкание, определяется 85-операцией: 


{Еж} = У Та Ел... м ("кт и), 
; К; (п.п) п 
ти<...<Пк 
где 
Ет,. = т.т {Е „}, 
я Е 1—1, пЗпии Е = Е, во 
причем й, —0, если пЕ-И, и=12...., з р я >. 


всех остальных случаях. 
Множество и всех таких точек хе Фу {Ё„}, для каждой из ко- 


торых порция Их ‘8и,..„, содержит точки в счетном числе интервалов 


6 постоянных ‘значениях П1,..., Пк, ..., Пу, 
бл. п-т та при 06 1, , , 


определится равенством 


6. п - р Пи Ел. лу. пр (пет). 
ее т; (Пл. Пк Ит) п 
п1<...<Пр<...<Пруг 
Тогда 
Фу {Е} == ‚> П 6. я 


„у: М &= 1 


=ы о П ‚6, (тл.. 9) = (М) {© ов 


ф (п... пк...)6ф (№) УФ (па. Пу--. 


Действительно, пусть 
т Е ВР П 6". пк” 
ре М Ё=1 


Тогда найдется цепь 9 = (п1, И», ..., Па...) ЕМ№ такая, что 
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со 
х Е П Фбазие 
к=1 


Следовательно, цепь 7 = (711, И.,...,П,...) @ М. и, в силу определения 


множеств 0» „р Каково бы ни было №, порция М.`8и.лм, имеет неком- 
1. 


Ту 
пактное замыкание. Следовательно, цепь тем, т. е. множество М® 
не пусто. 

Пусть я =" - 1 и для всякого а’ < ох построена операция, отбираю- 
щая точки, получаемые 05-операцией Фл, для каждой из которых мно- 


у / 
жество ДЖ” не пусто, причем 


Фе” {Е„} = =. Ф а у}. 


Пусть, как и ранее, М“”"`"" ^ есть множество всех цепей базы №, 
первые { элементов которых соответственно равны т:,..., ти. 
Положим 
7- == С 
Ти... о" тру {6 бо 28) 
и пусть 
[2 а У ЕВ 
м ра = По Ра тыве (пу) 
и (т. Тег) 
<... <Пр<. Пр 
Тогда 


- Фо {Е} = ‚> Пё:. Р 


.Пу-. Ем ^= =. 


= У П ео = т, (№) 6" о 


Ф (пл... Пу... )6Ф (№) УФ (па. ее.) 


Пусть « — трансфинитное число второго рода и для всех <“ 


Фя 6 {Е„} = У пы 2 


\ 
х Ф, (М) О. вк): 
Ф (па... пу...) 6Ф (№) УЕФ (п....п)....) 


Пусть, далее, 


Тогда 
Ф. Е и} = З -- “ 
и у № П О тю — т, $ {© и 
Ф (п....пу...) 6Ф (№) УФ (па.. пу...) ) У (п... д.) 
Множество 


Фх {Е} ый м П П о пр) = и в. о} 


Ф (та... пк)’ ЕФ(М) УЕФ(пиь . тк. .) п=1 


ря 
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Ё у... 
ТЕОРЕМА 2. Если класс множеств В инвариантен относительно 
05-операций Фк, где база № есть А,-множество, то 


5 Ф., (х) (=) [= © 


* 


Если же класс множеств Е 
А’-множеств 9, то 


таков, что Фу, (5") входит в класс 


> (<) (= ) (= 


Доказательство. В силу вышеприведенной конструкции, опера- 
ция Ф., (=) сводится к повторному применению операций вида 


Х та.. Пу ша, Ф Ф 


Ф(М") № (та. 1 . 


* 


В силу вполне правильного отношения класса множеств #* с базой №, 


Ф и. (5") < Фил (8) © 6. 


А так как класс множеств & (0) находится во вполне правильном 
отношении с базой М" и инвариантен относительно 05-операций с А»-ба- 
зами,`то он инвариантен и относительно операций 


Ф "та. бр? Пи, Ф 


м Ф (п-ка * 


Ф(№")? Ф [М 
Следовательно, 
| м («) (=) И, в. («) (=°) = 6], 


что и требовалось доказать. 
Следствие. Если З есть проективный класс А,-множеств, п» 2, то 


Фу, (а) (=) ==, 


Поступило 
7.У.1956 
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*^ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
21 (1957), 595—598 


А. Ф. ТИМАН 


ДОБАВЛЕНИЕ К РАБОТЕ А. В. ЕФИМОВА «ОЦЕНКА МОДУЛЯ 
НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИЙ КЛАССА И\Ъ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе дается асимптотически точная оценка модуля непрерывности 
и роста произвольной, квазигладкой функции, заданной на всей оси, либо 
на полуоси. 


1. В указанной работе А. В. Ефимова (!) устанавливается, что 
‘известное неравенство [см. (?)]: 


© (; . ны 17 (2) —1(#-+0|< 25%! | -+0(%) (1) 


для модуля непрерывности функции }(5), заданной на некотором конеч- 
ном отрезке [а, 6] и удовлетворяющей там условию 


<: —12|, т, т. 6 [а, 5], | (2) 


[уеду (2-8) + убл 


асимптотически точное на классе всех таких функций, на подклассе 
периодических функций может быть заменено неравенством 


< РТ |121 |-ЕО(®), (3) 


которое на данном подклассе при й-—>0 является асимптотически 
точным * 

Цель этого добавления — установить, что неравенство (3) при любых 
значениях А `>0 справедливо на более широком классе, а именно для 
всех функций /(5), заданных на числовой оси (— оо, оо) и удовлет- 
воряющих там условию (2). й 


Ч 
* Возможность понижения константы |5 в неравенстве (1) на подклассе перио- 


дических функций была показана мною ранее в работе (3) (гл. ПШ, $5, стр. 88—91), 
где для этого случая получено Я 


ох (5 5 зь шв! + 0%. (4) 
Если в (1) зафиксировать ‘отрезок [а, В] и считать ](6) =] (а), ав (3) и (4) 


зафиксировать период, то величины О (1) во вторых слагаемых в правых частях этих 
неравенств будут равномерно ограничены относительно 2 и /. 
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2. ТЕОРЕМА 1. Если функция ](т), заданная на всей вещественной 
оси, для любых т, и х» удовлетворяет условию (2), то при произвольном 
й>0 
(№) < утру ыыы +СН+ 9 -— ОИ 

(5) 
а в этом неравен- 
стве не может быть понижен как при #->0, так и при й—> со. Суще- 
ствует функция ] (т), заданная на (— со, со), для которой при й—> сс 
и й—>0 это неравенство обращается в асимптотическое равенство. 
Пусть для любой рассматриваемой функции ] (2) 


где С — абсолютная константа. Козффициент 


(=) —1 2—9). 
Очевидно, что 


вх (1; №) = зар | «(| -- 0 (0<9<1. 
ТЕ < 


Так как функция ].(1) при любом х является нечетной относительно 
и удовлетворяет условию (2), то, подобно тому, как при доказательстве 
неравенства (4) [см. (3), гл. Ш, $5, стр. 89—91], достаточно убедиться 
в том, что для всякой нечетной функции }(5) из рассматриваемого 
класса 


[И (а) [< аш [2 | Е СМ 17 (4). (6) 


п РЕ 
Но если 0«‹|х|< 1, то, полагая 1 = У2—1, так же, как ив @), по- 
лучим, что 


Ста] (1) + Си] (1"+1) < У2У Сы* +11, 


ее 
где 


НИХ —т — 1 )т—ут 


Отсюда при помощи условия (2) и неравенства для максимума модуля 
квазигладкой функции [см. (2), лемма 1], используя те же рассуждения, 
что в периодическом случае, придем к неравенству (6), если |х|< 1. 

Пусть теперь |5 | > 1. В этом случге положим 1 = У2-+ 1. 

Из условия (2) непосредственно следует, что при любом целом # >. 0 


17 (1*+) — 27 (1) — 104—322. 


Поэтому если 


1 ь 
6 = 2-1 ве ы т ее (7) 


то каким бы ни было натуральное число т>. 1 


Гр") Вы (4) — Бой (1-9 | В пис У + = 
К=0 


"—1 


— пит + И У (—1) ух ее - тт + [6 (1”). 


К=0 


) 
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Поскольку ] (2) — нечетная непрерывная функция, то 


МАС 1}, 


где А — константа, не зависящая от }. 
Стало быть, в силу (7), равномерно относительно всех т >> 1 


[7(1") [< тд” - В [4 + |7 (1) Пт”. 


Отсюда, если воспользоваться леммой 1 из нашей работы (?), мы полу- 
чим неравенство (6) для всех значений х, для которых |х| >> 1. Остается 
учесть, что функция 
1 4 

1(<) = ——_жш 8 

( ш (И2-+ 1) [= | е 
удовлетворяет условию (2) на всей числовой оси. Нам достаточно лишь 
показать, что она удовлетворяет этому условию на полуоси [0, со) [см. 


(1)]. Но это непосредственно вытекает из того, что при любом 0 <«<1 
(1 + ®) 1 (1 ®) + (1 —я) № (1 —®) <2«ш2< 2х ш (У2+ 1). (9) 


3. Заметим, что неравенство (5) перестает быть верным, если вместо 
класса функций, удовлетворяющих условию (2) на всей числовой оси, 
перейти к более широкому классу функций, удовлетворяющих этому 
условию только на полуоси. Здесь так же, как ив случае конечного отрезка; 
при любых значениях й>0 справедливо неравенство (1), в котором 
коэффициент а на данном классе функций понизить нельзя. 

ТЕОРЕМА 2. Если функция }(т), заданная на полуоси [а, со), для 
любых т: и т. удовлетворяет условию (2), то при произвольном #>0 
имеет место неравенство: 


ох (р Ва СИ+(а-+0-—1@)1а +1= + [218120 % (40) 


п 


где С — абсолютная константа. Коэффициент т в этом неравенстве не 
может быть понижен как при й—0, так и при й—> со. Существует 
функция }(х), заданная на рассматриваемой полуоси, для которой при 
ха, #й-> со и #й->0, т=а это неравенство обращается в асимптотиче- 
ское равенство. 

Не ограничивая общности, можно рассматривать полуось [0, со) и 
считать, что }(0) =0. Справедливость неравенства (10) при #<\1 выте- 
кает из прежних результатов автора [см. (2), теорема 3]. Для остальных 
значений й рассуждения аналогичны. Мы рассматриваем функцию 


О а ин-ОЯ 
“105, 0<=<1 


которая, как это нетрудно проверить, удовлетворяет условию (2), 
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и учитываем, что при всех п = 0, 1, 2, 3,. 


[И (27) |< и2” + 2" |1 (1 |. 
Пользуясь леммой 1 работы (2), можно убедиться в справедливости 
неравенства 


[7 (@)1< (+ А| |< ааа + СМ + |7 (4) |, (11) 


где Аи С— константы, не зависящие от х и /. Отсюда нетрудно полу-' 
чить оценку (10) для всех #1. 


Для функции 
1 


1() = потш (12) 
которая, в силу (9), удовлетворяет условию (2) на полуоси [0, со), 
неравенство (10) при х=0, #->0 их> 0, й—> со обращается в асимп- 
тотическое равенство. 

4. В заключение отметим, что неравенства (6) и (11) соответственно 
для всей оси и полуоси ‘дают оценки: 


ок < туры" +011) —1@—1| +, 


х (1; #) < НВ | + О 1) — 11+}, 


в которых величины О (1) ‘равномерно ограничены относительно т и ]. 
Следовательно, если ЭП — ограниченный класс функций, заданных на 
всей оси (соответственно, на полуоси) и удовлетворяющих там условию 
(2), то для верхней грани 
«* (й) = зар заре (7; 1) 
ТЕХ < 


остаются в силе те же неравенства, что и В периодическом случае 
(соответственно, в случае конечного отрезка). 

Если же функция }(5), заданная на всей оси (соответственно, на 
полуоси) и удовлетворяющая там условию (2), неограничена, то, как 
это следует из (5) (соответственно из (10)), ее рост при |х|-> со мажо- 
рируется правой частью неравенства 


[7@)1< |2 1ш| 21-50114) — 1(—1) 1+1 =, 
соответственно р 
(ед < || + ОШ а 1—1) |+ 12}, 


в котором О (1) — величина, равномерно ограниченная относительно хи 
7. Примеры (8) и (12) показывают, что эти оценки при |5 |-> со являют- 
ся асимптотически точными. 


п т 
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ 


ди 
по методу С. Л. Соболева», опубликованной в Известиях Ак. наук СССР, серия 
матем., 20 (1956), 337—376, по недосмотру автора на стр. 355 помещен не тот 
рисунок, на который в работе делаются ссылки, что может привести к недоразуме- 
- нию. Ниже указан правильный рисунок. 

Пользуясь случаем, внесем некоторые дополнения и исправления в шестой пара- 
граф работы. В формуле (6.6) при переходе, к сферическим координатам переменные 
углы интегрирования мы обозначили через 6, ..., 0„, 
в то время как во втором ‘параграфе мы а = 
этими же буквами углы между вектором г, и фиксиро- 
ванной системой координат (7), ..., 2„), а переменные 
углы были обозначены через а, ..., @„. Это может 
привести к недоразумению и поэтому в формуле (6.6) 
и дальше углы 0,, ео лучше заменить на 
[#2 


В работе «О решении задачи Коши для уравнения Ди — 4 (2... Жи = 


---------- 


и 
1) @д. 

При этом необходимо учесть следующее. В теоре- 
` мах 2.1 и 2.2 коэффициенты суть целые многочлены 
не только от синусов и косинусов углов 0;, но и уг- 
лов а;. Это видно из формул (2.6) и (2.9); если 
в формуле (2.11) оператор Д записать в прямоугольной 
‘системе координат, а не в сферической. 

В результате вычислений мы получим, что в формуле (6. 18) величины а суть 
целые многочлены от элементов гр из формулы (2.6) с коэффициентами вида 
а (2)-6 (у), где а (х) и Ь (у) — дифференцируемые функции. При дальнейших итера- 
циях необходимо в коэффициентах а (5) заменить х на ги у — на 5 Последние 
‘числа определяются аналогично числам (" п), если ось 1, совместить в вектором г,,. 

Это преобразование можно рассматривать как последовательное совмещение оси 
= сначала с вектором г,,, а затем с вектором г,,. Поэтому матрица 07} есть про- 
изведение ыы {9 2 и матрицы такого же м но в которой углы 6; заменены 
на углы а; (см. лемму 2.3). 

Это показывает, что м суть целые многочлены от 1, а также от синусов и 
косинусов углов а; ‚Далее, а (2) можно разложить по степеням г” = |у—2|, причем 


коэффициенты разложения суть целые многочлены от у, а также от синусов и ко- 


синусов углов а;. Таким образом, к последовательным итерациям применима индук- 
ция. Окончательная формулировка теоремы 6.2 не меняется. 
Б. М. Левитан 
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Великая Октябрьская социалистическая революция в России, превра- 
тившая нашу родину в могучий Союз Советских Социалистических Рес- 
публик, явилась тем рубежом, который ознаменовал начало новой эры. 
во всех областях отечественной науки. Это, конечно, относится в полной 
мере и к точным наукам: математике, физике, химии, на примере которых 
с большой яркостью видны те новые огромные сдвиги, начало которых 
было заложено в октябре 1917 года. 

Если в прошлой истории, вплоть до первых десятилетий нашего века, 
русская наука насчитывала ученых единицами, научных школ было мало 
и деятели их немногочисленны, то уже с 30-х годов разбуженные творче- 
ские силы народа начинают бить ключом в различных областях культуры, 
и мир’ оказывается свидетелем многих и разнообразных первоклассных 
научных достижений в нашей стране. Знамением времени в точных науках 
в Советском Союзе после октябрьского периода явился большой охват раз- 
личных новых областей, расширение горизонтов науки. Растут и развива- 
ются новые направления внутри каждой области знаний и среди них как 
наиболее глубокие теоретические, так и прикладные. 

Середина ХХ века в мировой науке — это время изучения атомного 
ядра, эпоха открытия методов использования атомной энергии, а также 
эпоха рождения математических и логических машин, несущих человече- 
ству раскрепощение от наиболее тяжелых и изнурительных форм умствен- 
ного и нервного труда, — тех машин, которые делают эпоху коммунизма 
близкой, как никогда ранее. 

В это время советская наука показывает свою возросшую силу. Несмот- 
ря на то что Советский Союз понес самые тяжелые, по сравнению со 
всеми крупными европейскими странами, потери в мировой войне, наша 
родина значительно опережает в самых актуальных направлениях все эти 
страны и в ряде случаев оказывается вообще впереди всех стран мира. 

В современном мире, где прогресс любого государства немыслим без 
своей большой и широкой науки, Советский Союз прочно занял достойное 
место. Наша страна, ее успехи и достижения стоят сейчас в самом центре 
внимания мировой общественности. 

Почти во всех областях науки мы можем назвать ряд серьезных дости- 
жений советских ученых, по праву снискавших себе широкую известность. 

'Прекрасными результатами отмечен и путь советской математики. Этот 
путь хочется проиллюстрировать, подводя итоги 40-летию Советской вла- 
сти. Перечислить все наиболее важные результаты советской математики 
было бы невозможно, и мы укажем лишь на некоторые из них. 

С первых шагов Советской власти в 1917—1918 гг., во время граждан- 
ской войны, в годы, когда вызванная интервенцией и войной тяжелая 
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разруха сковала народное хозяйство страны, молодое советское государство 
заботится об ученых. По инициативе В. И. Ленина ученым создаются 
условия труда и быта, обеспечивающие ‘широкие возможности, какие 
вообще могла создать в то время страна. 

В этот первый период советской власти в математике были наиболее 
представлены те направления, которые исторически сохранились от пред- 
революционных. Такими направлениями были разрабатывавшиеся в тру- 
дах петербургской математической школы теория чисел и алгебра, кото- 
рым были посвящены исследования Чебышева, Коркина, Золотарева, 
Маркова; теория вероятностей, основанная трудами Чебышева, Ляпунова 
и Маркова; некоторые разделы механики, значительно продвинутые впе- 
ред замечательными исследованиями Ляпунова, Жуковского и Чаплыгина, 
а также ряд проблем теории уравнений в частных производных, в которых 
работали Ляпунов и Стеклов. Слабее сохранились традиции в области гео- 
метрии, хотя в этой области Россия подарила миру гениальные исследова- 
ния Лобачевского. Сравнительно незадолго до этого начались у нас иссле- 

_ дования по теории функций Егоровым, Лузиным и другими учеными. 

После окончания гражданской войны и периода восстановления народ- 
ного хозяйства вместе с бурным развитием советской экономики быстро 
развивалась и советская наука. Создаются такие научно-исследовательские 
институты, как Физико-математический институт Академии наук, осно- 
ванный В. А. Стекловым и впоследствии давший начало двум институтам: 
Математическому им. В. А. Стеклова и Физическому им. П. В. Лебедева, 
возникают научно-исследовательские институты в крупнейших универси- 
тетах, появляются новые академии наук в национальных `феспубликах: 
на Украине, в Грузии, Армении и в других. Ленинская национальная по- 
литика — политика предоставления всех культурных возможностей быв- 
шим угнетенным народам — начинает приносить свои плоды. 

Советская власть широко раскрыла двери высшей школы перед мас- 
сами. Хлынувший в университеты поток жаждующей знаний активной 
творческой молодежи приносит советской науке и, в частности, совет- 
ской математике большие возможности роста. 

Одновременно с этим укрепляются и международные связи советских 
ученых, выходящих в мировую науку в качестве большого организован-' 
ного коллектива. 

В результате этой политики к тридцатым годам наступает период рас- 
цвета советской математики, характерным для которого является появле- 
ние большого числа новых направлений исследования. Помимо этого и в 
старых классических вопросах были достигнуты новые сильные результаты. 

В области теории чисел в это время были созданы новые глубокие ме- 
тоды, основанные на оценках тригонометрических сумм. Этот метод при-. 
вел к решению классических задач Варинга и Гольдбаха и оказался 
плодотворным в самых различных теоретико-числовых задачах. Парал- 
лельно с этим был достигнут существенный успех в теории трансцендент- 
ных чисел, доказана трансцендентность обширного нового класса чисел. 
В задачах аддитивной теории чисел методом теории плотности последова- 
тельности были также получены новые результаты. 

Большое количество замечательных исследований появилось в теории 
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функций вещественного и комплексного переменного. Исследования по 
дескриптивной и метрической теории функций и теории множеств послу- 
жили базой для развития топологии и функционального анализа. Тополо- 
гия приобретает самостоятельное значение, превращаясь также в орудие 
классического математического анализа. Впервые в нашей стране тополо- 
гическими методами решается ряд трудных и весьма интересных задач 
анализа. 

В тридцатые же годы возникает теория обобщенных функций, пере- 
открытая за границей 15 лет спустя под названием «распределений». На 
почве идей функционального анализа глубоко исследуются классические 
уравнения математической физики. Возникают основы новой теории сис- 
темы уравнений в частных производных, новая их классификация, теория 
лакун и т. п., а также решается ряд задач математической физики при 
помощи новых глубоко разработанных методов, таких, как метод барье- 
ров, метод малого параметра и др. Успешно разрабатывается и качествен- 
ная теория уравнений в частных производных. Новые сильные результаты 
получаются в теоремах существования, единственности и устойчивости 
классических задач. 

Наконец, и для теории вероятностей это время знаменуется новыми 
фундаментальными достижениями. Создание трудами советских ученых 
новой аксиоматики в теории вероятностей превратило эту дисциплину в 
мощную современную науку и привело к новым постановкам целого. ряда 
задач. 

В годы войны, несмотря на огромные материальные и. человеческие 
жертвы, советская наука и, в частности, советская математика неуклонно 
продолжает свое развитие. После победоносного окончания войны начи- 
нается бурный расцвет советской науки. В эти годы опять сказывается 
непрерывная забота Коммунистической партии и Советского правительст- 
ва о науке и об ученых. Осуществляется ряд серьезных. мероприятий, на- 
правленных на создание максимально благоприятных условий для научно- 
го творчества, которые дают возможность сравнительно. быстро залечить 


‚ раны, нанесенные войной. 


Конец 40-х и начало 50-х годов ознаменованы новыми успехами. совет- 
ской‘ математики. Наряду с теорией чисел, являющейся традиционной для 
советской математики, где в эти годы получены важные результаты в 
теории рядов Дирихле, в теории простых чисел, в арифметических прогрес- 
сиях, можно указать на новые результаты в алгебре, в теории групи Ли и 
в теории представлений групп. 

Успешно развивается в эти годы функциональный анализ и его приме- 
нения к дифференциальным уравнениям и к теоретической физике. 

В теории вероятностей создается теория стохастических процессов, 
открывающая новую главу этой науки. 

Новым этапом в развитии советской науки, как и всего советского 
государства, явился исторический ХХ съезд КПСС. Этот съезд открыл 
перед советской наукой и, в частности, перед советской математикой но- 
вые возможности. В самое последнее время мы явились свидетелями круп- 
ных успехов в теории информации, в общей теории алгорифмов, в матема- 
тической логике вообще и в прикладной математической логике в част- 
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ности. Особо важным успехом было обнаружение алгорифмической нераз- 
рентимости некоторых классических математических задач. 

К числу примеров, иллюстрирующих успехи советской математики 
последнего периода, можно отнести такие серьезные результаты, как 
установление числа предельных циклов у обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений с рациональной правой частью, решение обратной задачи 
теории Галуа для разрешимых групп, а также, разумеется, большие успе- 
хи вычислительной математики, в результате которых чрезвычайно рас- 
ширились ее применения в самых разнообразных областях науки и 
техники. 

Новые задачи, поставленные ХХ съездом КПСС, потребовали от с0- 
ветских ученых совершенно иных масштабов научной работы. Это отно- 
сится в полной мере и к советским математикам. 

Политика мира и дружбы между народами, последовательно проводи- 
‘мая Советской страной, привела к заметному оживлению международных 
связей советских математиков и контактов с учеными разных стран. 

Существовавшая до сих пор концентрация математических научных 
учреждений вокруг небольшого числа центров преимущественно в Евро- 
пейской части СССР, в ближайшее время должна смениться широким 
распространением математической науки по всему Союзу. 

Предстоит примерно такой же важности преобразование, как то, кото- 
рое было связано с постройкой новой промышленности на востоке и в 
Сибири. В свое время эта промышленная революция открыла широкие 
перспективы индустриализации нашей родины, дав ей новые неисчерпае- 
мые резервы. 

До самых в прошлом отдаленных уголков нашего Союза должна дотя- 
нуться сеть университетов, где будут готовиться новые математики, сеть 
вычислительных центров и математических институтов, способных двигать 
вперед математическую науку и ее всевозможные применения и готовых 
для той совершенно новой роли, которую будет играть наука в коммуни- 
стическом обществе. 

Мы стоим на пороге великих свершений в нашей стране. Эти свершения 
готовятся всем советским ‘народом, среди которого советские ученые и, в 
частности, советские математики, несомненно, будут играть достойную 
роль. 


„ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
21 (1957), 605—626 


Л. С. ПОНТРЯГИН 


| АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ 
ИФФЕРЕНЦИАЛЬНЬ!Х УРАВНЕНИЙ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 
ПРИ ВЫСШИХ ПРОИЗВОДНЫХ 


В работе выводятся асимптотические формулы для решений систем 
дифференциальных уравнений с малым параметром при высших производ- 
ных на переходных участках. 


Различные задачи теории колебаний приводят к изучению систем 
цифференциальных уравнений, содержащих малые параметры при стар- 
мих производных. 


Пусть 
Дан. 52”), 
у= (у... У) 
-_ неизвестные функции времени Ё и 
в" = (21, ь с кача», 9 ПЕ А, 
у? = 81 (21,...,2*,у1,...,), 1=4,..., (1) 


-- система уравнений, управляющая их изменением, где = — малый по- 
пожительный параметр, а функции Л и 8} несколько раз дифференцируе- 
ы по своим аргументам. Систему уравнений (1) в векторной форме 
можно записать в виде: 

д= ] (2, У), 


у=Е(т, У). 


Говоря, что параметр = мал, мы имеем в виду приближенное изуче- 
ние решений системы уравнений (1) с отбрасыванием величин той или 
иной степени малости относительно ®. Пусть 


=Ф(Ь, ®), у=ф(Ь, г) (2) 


(Г) 


некоторое решение ‘системы (1). Можно поставить вопрос: стремится ли 
ешение (2) к некоторому пределу при =->0, т. е. может ли оно быть 
‚аписано в виде: 


2 = 91 (1) + А1ф(Ь&), уж: (1) + А: (6 ®), (3) 


| 
де функции Д/ф (1, =) и А1ф (1, =) стремятся к нулю при =-—>0? Возмож- 
ю, что это имеет место лишь на некотором интервале изменения време- 
и #, возможно, что это имеет место лишь для одной из функций ф (1, е) 
ли $ (Е, =). Если хотя бы одна из функций ДА: (Е, е) и Аф (Е, =) стремит- 
| 
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ся к нулю при =е—0, то можно выяснить порядок величины этои функ- 


ции относительно $. Например, может оказаться, что 
2 


А, (1, в) = е* 9» (#) + Ау (Ь =), 


2 
где Л.ьф (Е, =) стремится к нулю уже быстрее, чем з3 —скажем, как е |1; 
тогда функция Ф({,®) может быть записана в виде: 


$ (#, =) = фа (1) + =3 ф» (1) + е № ефв (1) + Аз (6 ®), (4) 


где Льо (Е, =) стремится к нулю уже быстрее, чем ше. Таким образом, 
речь может идти об асимптотическом разложении решения (2) в ряд ио 


вычислении нескольких членов этого ряда. При этом, конечно, вполне 


может случиться, что на ‘отдельных участках изменения & будут иметь 
место различные разложения. Может также оказаться, что запись функ- 
ции ф (Е, :) в виде (4), где х: (1) уже не зависит от е, невозможна, но 
окажется возможной запись в виде: 


Ф(вь =) = 1 (6, °) + 419 (6, 3), (5) 


где А,о(Ё, =) стремится к нулю вместе с зе, а функция о, (Е, =) хотя и за- 


висит от е, но может быть вычислена. В этом случае порядок стремле- 
ния к нулю функции Ан1о(Т,е) также представляет интерес, и также 
можно поставить вопрос о выделении главной части функции Д/о (Е, ©). 
Такова, в общих чертах, постановка вопроса. 

Переменные х и у в системе уравнений (1) не равноправны: вектор 2 
фазовой скорости в пространстве переменных хи У распадается на два 
вектора: 


2= (+74), в (в) = (1 1(е,7,0) + (0,8 (59), (6) 


причем второй из них не зависит от е, а первый стремится к бесконеч-_ 


ности при <—0, если только /(х, у) = 0. На основании этого, перемен- 
ные (1) можно назвать быстро меняющимися, а переменные (2) — мед- 
ленно меняющимися. 

Основной подход к системе (1) заключается в том, что сперва изу- 
чается поведение быстро меняющихся переменных при постоянных значе- 
ниях медленно меняющихся переменных. Таким образом, первоначально 
рассматривается система уравнений 


вх = }(х, у), (7) 
в которой у есть постоянный вектор. Относительно поведения решений 
системы (7) при постоянном у можно делать различные предположения. 


В настоящей работе рассматривается тот случай, когда система уравне- 


ний (7) своими стационарными решениями имеет лишь положения равно- 
весия и каждое решение системы (7) при #—> со стремится к некоторому 
устойчивому положению равновесия. (Другой важный и естественный 
случай, когда система (7) имеет среди своих стационарных решений и 
устойчивые предельные циклы, в настоящей работе не рассматривается.) 

Пусть 
$=Ф(у) (8) 


я 


' 


[ 
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| некоторое устойчивое положение равновесия системы (7). Оно зависит 
ют векторного параметра у и в некоторой области Г изменения парамет- 


| 


Пра у сохраняет свою устойчивость. Подставляя (8) в систему 


У= 8 (2, У), (9) 
умы получаем для переменных у систему 
у=8($ (у), У). (10) 
Эта последняя уже не содержит неизвестных функций х. Пусть 
у=ф (1) (11) 
|— ее решение. Подставляя величину у в правую часть (8), получаем 
2=9($(1)), (12) 
можно ожидать, что совокупность формул (11) и (12) даст нам при- 
Полиженное решение системы (1). Это действительно было доказано в ра- 
Пботах А. Н. Тихонова [см. (1)]. Можно доказать также, что полученное 


таким образом приближенное решение отличается от точного на величину 
порядка с. 
Так как положение равновесия (8) определяется из уравнения 


1(х, у) =0, (13) 


Г мы можем сказать, что приближенное решение (11), (12) системы (1) 
реть точное решение вырожденной системы 


1 (+, у) = 0, 


14 
у= 5 (2, У), 6 


| 
получающейся из (1) при = =0. 

| Описанная операция осуществима до тех пор, пока положение равно- 
весия: (8) остается устойчивым, т. е. пока все собственные числа матри- 


аи. 
дх“ 


ме. (15) 


‘имеют в соответствующих точках отрицательные действительные части 
‘‹экспоненциальная устойчивость»). Предположим теперь, что на интер- 
зале —х<1< 0 решение (11) определено и положение равновесия (8) 
экспоненциально устойчиво, а при #{ = 0 экспоненциальная устойчивость 
Фешения (8) теряется, и у матрицы (15) появляется одно нулевое собот- 
Венное зничение кратности один, в то время как остальные собственные 
' Значения сохраняют отрицательные действительные части. Таким образом, 


х=1(, у=у(Й=9(И (16) 


ырожденной системы (14). и 
Введем в рассмотрение фазовое пространство В системы (1). Оно 


К 1 
ьстественно распадается в прямую сумму своих подпространств “и 
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так, что каждая его точка записывается в виде пары (5, у). Простран- - 


х 
ство всех пар (5, у) с фиксированным вектором у обозначим через Ху. 


Оно является фазовым пространством системы (7). При изменении # вдоль | 
интервала —х<{<0 положение равновесия (8) меняется, а при Ё# =0 | 


в пространстве Хуи) возникает вырожденное положение равновесия (51,уУз). 
Из того, что все собственные значения матрицы (15) в точке (21, у1) име- 


ют отрицательные действительные части, за исключением одного, кото- | 


рое равно нулю, следует, что у системы (10) при у=у,: имеется (при 


некоторых дополнительных предположениях общего характера) лишь од- 


на траектория, входящая в положения равновесия 1, при Ё—> — со. Эта 


к к 
траектория лежит в подпространстве Ху) пространства В”. 
Рассмотрим решение 


ны порядка е. Какмы уже отмечали, при —«< < — р, где р малое по- 
ложительное, но не зависящее от з число, решение (17) отличается от 
решения (16) на величины порядка е. Более тоге, сравнительно легко 


доказать, что решение (17) раскладывается на этом участке в асимпто- | 


тический ряд по целым степеням =. Однако при #—>0 его поведение ста- 
новится более сложным. 
В настоящей работе получено асимпитотическое разложение решения 


(17) при значениях #, включающих и { =0, с точностью до величин по- 
2 


рядков 3 изШе и с пренебрежением величинами порядка =. Кроме | 


того, с этой же точностью вычислена величина отклонения решения (17) 
от К-мерной плоскости Хи) на некотором конечном протяжении траек- 
тории решения (17). 

Все вычисления, проведенные в работе, тщательно проверил В. Г. Бол- 
тянский, за что я выражаю ему благодарность. 

Основные результаты настоящей работы в кратком виде были ранее опу- 
бликованы в работе (3). Приведенная в работе (3) формула (5) неверна. 


$ 1. Вычиеление решений вблизи участков медленного движения 
Пусть 

я = (1), 

у =у(0 

— некоторое решение системы (14), идущее при # << (не исключает- 


ся случай # = - со) по поверхности Ё, выделяемой уравнением (13), на 
конечном, не зависящем от е расстоянии от (1 — 1)-мерной поверхности Ф, 
уравнение которой: 


(1.1) 


эр 


7(%, у) =0, деф = 0 
ин 


Пусть, далее, 
=) 


У = У? (Ь, =) (15 


д= (ее: ии (17 | 


системы (1) с начальными значениями при # = —, отклоняющимися от | 
начальных значений решения (16) вырожденной системы (14) на величи- | 


| 


о 
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— решение системы (1) с начальными значениями 21 (Е, =) = 2, У (Е, е) =, 
удовлетворяющими условиям 

| 

| Е рее 2». — 

2 —ж(9 =0(:), У—\(=О(9). 

Без большого труда можно доказать, что решение (1.2) при Е <ЕЁ<Е 
представляется в виде 

Г 

| х и °), 

| (1.3) 
причем функции М ил, стремятся к нулю при =->0. Более того, ока- 
зывается [это также следует из результатов А. Н. Тихонова (!) и 


\. Б. Васильевой (?)], что функции М! и №1 имеют порядок е и даже 
могут быть представлены в виде 


М! =ем(® + МЕ ®), М = (И-М (в, 9, 


| . ; 
где М. и № имеют порядок =?. Можно идти и дальше по этому пути 
и для решения (1.2) получить асимптотические формулы 


а = ( ей (Ю-Е... Реж (И + МЕ (Ьэ), 


ЧЕ 1.4 
и=и( ей (+... += (@® + Ма (о), я 


где Мун и №: имеют порядок 0 (=. Для получения формул (1.4) 


гребуется, конечно, соответствующая гладкость функций /'и 2’. 

На доказательстве справедливости разложений (1.3) и (1.4) мы здесь 
не останавливаемся. Отметим только, что их можно вывести, комбини- 
руя результаты А. Н. Тихонова (1) и А. Б. Васильевой (?). Впрочем, 
нашей следующей работе мы приведем простое прямое доказательство 
‚праведливости разложения (1.4). 

| Предположим, что решение (1.1) вырожденной системы (14) при не- 


О 

ЭР | =0. 
с 
лементарный расчет показывает, что при значениях #, достаточно близ- 
их к й, суммы 


Готором значении # =й >. т приходит в точку $ (21, И1), где 4е 


К 


Е 
У и, Жеи( 


т=0 7—0 


[8 не представляют с указанной точностью решение (1.2), а при & =& 
ообще не имеют смысла. 

Нашей ближайшей задачей является изучение поведения решения 
и.2) при #—>. Для этой цели систему уравнений (1) в окрестности 
очки 5(2,, И!) оказывается удобным записать в некоторой специальной 
рорме. 

Предположим, что точка $ (21, 1) (в дальнейшем мы будем называть 
е точкой срыва) имеет «общий тип», т. е. а) не является положением 
эй 
Е 


в310ч- 


авновесия системы (1), 6) все собственные числа матрицы 
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ке $(1,,у:) имеют отрицательные действительные части, кроме одного, 1 
которое обращается в нуль. Тогда, при выполнении некоторых дополни- | 
тельных условий невырожденности, система (1) в окрестности точки | 
5 (11, 1) может быть записана в форме: 


её = (2) + 5’ + сев + Ч (еее +..., | 
сё — а" + ББчР + < (8) 41 (88 - ее" + све...) 
ча =4 ++...» 


т =... 
(=. д Пе 


(1.5) | 


причем де | а || + 0. (Здесь мы выписали только члены, которые нам | 
непосредственно понадобятся для расчетов. Отметим, что в (1.5), так же | 
как и всюду в дальнейшем, суммирование по штрихованному индексу * 
начинается с двух: ь 
ды ды, А = Ва 
и =2 8’=2 
ит. д.) В $ 3 мы укажем соответствующую систему координат и най- | 
дем нужные нам выражения от коэффициентов правых частей системы | 
(1.5) в инвариантной форме. Там же будет указано, какие дополнитель- | 
ные условия невырожденности точки срыва $(7:,и:) мы предполагаем \! 
выполненными. 
Систему (1.5) коротко перепишем так: 


е =" (,...,, ,..., 1), 
та = (ЕР ,...,Е,,..., 9). 
Решение вырожденной системы 
Ф'(#,... Е... , 99 = 0, 
ан 
соответствующее в системе координат #, 9! решению (1.1), [пусть будет | 


(1.6) 
(1.7) 


(1.8) 


Точкой срыва для решения (1.8) будет теперь начало координат Ё = 0,. 
\ = 0. | 

Прежде всего мы вычислим траекторию решения (1.8), приняв вдоль | 
нее за независимую переменную координату &. Очевидно, что | 


9Ф! ‹ дФ1 дФ\ 

071 ОЕ дЕК 

9Ф? 099? 94? 

971 бег ^ ЕК 
[20 (1.9) ; 

9Ф* дФ* дФ* 


.> “^ 
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три 6 =0, 1=0. Поэтому из Ё соотношений 


но (1.10) 


еличины *1, ?,...,5К можно выразить через Ё, ?,...,1. Непосредст- 
венно проверяется, что эти выражения имеют следующий вид: 


т = — (а, ,..., 1, 


=" Е...) са. ЧЕ 
| К‘ — числовые коэффициенты, а функции /1,...,И^ не содержат чле- 
нов вида рЁ, 4.(1)?. Дифференцируя по & первое соотношение (1.11), 
получим: 
Е р РА , (1.12) 
откуда 4 
о 
а 1.13 
Е в) 


или, подставляя сюда вместо 71, 18’ их значения из (1.5): 


| 


р и 
И а Фив (4.14) 
ырЕ" Е (Е Аи Вныи.) 
Далее, заменяя в (1.14) и в уравнениях 
Е О ВН: А (1.15) 
р чих выражениями (1.11), мы получим следующую систему 
Ш. уравнений для &, 72,...,7: 
| ое 
О Е Е ВА 
| С. (1.16) 
| Зее блоку ееий, зе 


 многоточием здесь заменены выражения, не содержащие членов вида 
р, 41). Вместо системы (1.16) рассмотрим следующую систему: 
| 


Ее дир ВЫ (4.17) 
По О бани 


е решение, проходящее через начало координат, как легко убедиться, 
удет 


; 2 1-13 
1? = — 3-0 ($) о. ., (1.18) 
1 
де не выписаны более высокие степени &. Подставляя (1.18) в (1.11) 
й я 1 1 

проводя небольшие дальнейшие вычисления, найдем т1,..., и 
2 ЕК: 
Е... 


= (а &—00) +... 
= 34+... 
р Е 


(1.19) 
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Здесь и ПП! — числовые коэффициенты, явные выражения которых мы 
не выписываем. | 

Таким. образом, мы вычислили траекторию решения (1.8), приняв за | 
независимое переменное вдоль нее &'. | 

Возвратимся теперь к системе (1.5). На участке —р<# < р, где| 
р — достаточно малое, но не зависящее от = число, валичину 2 примем | 
за независимую переменную и вместо системы (1.6) будем рассматривать | 
систему: 


48. ФЕ, пб иь ое Е 
О аа и. ЕВ Неа а ы вы 2 
| у (1.20). 
а Е... в, 1...) АЯ 1 
о Фе РЕВ в и 
Участок (—р, р) мы разобъем теперь на три участка: (—р, — 1), | 
2 Я 


(— 1, 2), (в, р), где в: = е7, =". На каждом из: полученных трех 
участков система (1.20) решается по-разному. _ этом параграфе мы ре- 
шим ее с точностью до О (г) на участке —р< А 28. от. 

Решение системы (1.20): 


=1 


Е Е (Е, =), 
= (2, ®), 
1 
начальные значения которого в точке # = — р отклоняются от началь- 
ных значений вычисленного выше решения (1.19) системы (1.7) на ве- 


личины порядка О(з), естественно попытаться представить приближен- 
но в виде сумм: 


(1.21) 


"=& (8) + = (2) + --. Е = (2), 
пет = В (6) = (+. -- + = (©). 

Оказывается, что такое представление возможно. Иными словами, 
оказывается, что для всякого решения (1.21), удовлетворяющего упомя- 
нутым выше начальным условиям, на участке —р<ё< — в: можно 
построить суммы вида (1.22), представляющие это решение с точностью 
до величин любого порядка малости относительно =. Доказательство со- 
ответствующей теоремы не просто, требует проведения довольно гро- 
моздких вычислений и будет опубликовано отдельно. Здесь мы ограни- 
чимся лишь построением вторых приближений решения (1.24): 


о ++), 
172 = т (#) - ет (2) - Е? (=) 


(1.22) 


(1.23) | 


и констатацией факта, что эти приближения представляют решения (1.21) 
на участке (—р, — 1) с точностью до величин порядка О ($). При этом 
сами приближения (1.23) мы определим как функции, удовлетворяющие 
системе (1.20) «с точностью до =2». 

Функции &(2) и 2 (2) мы уже вычислили [см. (1.19)]. Проведем 


< 


вычисление функций Ё() из} (8). 
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Подставляя (1.23) в правую и левую части уравнения 


ве Не 


а ФК, 1) 


(1.24) 


и приравнивая свободные члены (в разложении по степеням $), найдем: 


Са 


ее > (1.25) 
где 
80: — ФЕ, в), + Фе, 8 ©), 6 4.20) 
Следовательно, 
2 —= 9, ©), #8). (1.27) 
0 


Далее, подставляя в уравнения 


ай _ ЧЕ, 18) 


41 ы Ф! (Е. 18) ? 


ТА, 5, (1.28) 


выражения (1.23) и приравнивая затем свободные члены и коэффициен- 
ты при =, после небольших вычислений получим: 


а д 


(1о)’ ео (1.29) 


(то) а 
о бо, (1.30 
(1) ЧТ (ЕТ, =, 8) (о) ) 
' Здесь через 82Ф* мы обозначили коэффициент при =? в разложении по 
’ степеням = функции Ф* (&, Е””?, 16.2), Этот коэффициент легко вычислить. 
| Действительно, так как 
ЧТ (т, 2%, 1В) + «84. 
| 1\/ 1Т\/ 22а 10 
а Ее 2 
то 


5 = (94)' 52" + 2" (№, 
откуда 
891 — (71). 5Ф* 


52Ф* = 
(70) 


(1.31) 


| Подставляя это выражение в (1.30), после небольших преобразований. 
получим: 


, - : 7)’ (17 
о = ааа — уз И, уаз... 1.39 
о 


Совершенно аналогично, из уравнений 


И О 9 | 1.33 
Е ФЕ", 18)" ыыы ( ) 
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найдем: 
59 
5)’ = фт › (1.34) 
откуда, принимая во внимание (1.27), получаем: 


Ч Зе ен 18) 
(16)” 


дФ 


де = аа 2 Код (1.35) 


Кроме того, соотношение (1.27) в развернутом виде выглядит так: 


дФ 
дЕ 


1 =’ В" 
о.’ дФ: т дФ: в" у (Е, а 18’) 
н. + д? "1 НЕ д% в’ ЕО — (ту) 


(1.36) 
Принимая во внимание конкретный вид функции Ф", соотношение (1.36) 
можно записать более определенно: 

Ч дФ* 


й В а и ‘зам 
(1+8 (5 )) % ту — 5 


А (Е, (1.37) 


причем 
В* (0) = А», (0) = 
Объединяя (1.35), (1.37) и (1.32), получаем следующую систему диф- 


ференциальных уравнений для О Ио и т, ой 
9Ф* „„ , д м ) 
. В — (#1 
ве” Тв № у | 
_ 0 И: 
(1+ 8* (5) = ва + + со’ (1.38) 


(1). (т) 
(ту ) 
Разберемся в этой системе. Выражая из первых А — 1 соотношений 
’ 
функции & через т и подставляя полученные выражения 


(19 = ет" 84 — (дач 


4 = (8 (8) 1? + 2" (2) (1.39) 


в правые части последних (1—1) уравнений (1.38), после небольших вы- 
числений получим: 


(70' (01 


(М ОЕМ+— 
(75) 


(1.40) 


причем № (0) = М1 (0) =0. 
С другой стороны, подставляя (1.39) во второе из выписанных соот- 
ношений (1.38), без труда убедимся, что 


1 = {[-ыя +45) я’ + В+ т. (1.44) 


причем Аь, (0) = В (0) =0. 
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Систему уравнений (1.40) и (1.41) можно решить. Дифференцируя 
(1.41) и подставляя полученное выражение в (1.40), получим после вы- 
числений: 


(12)’ = Р3 (#) Е № (2) 18 + 0 (2) (1), 71=2,...Ь — (4.42) 


причем функция Р*’(7) имеет в нуле полюс первого порядка и ее глав- 
2 


ный член будет = ‚ а Мы Фу 0% (0) = 0. Решение системы (1.42) будем 
искать в форме 


11 = К? (2) ш| |+ 27 (9), (1.43) 


1.4 
где К? (&) — функции, непрерывно дифференцируемые при —р<Ё < 0. 
Подставляя (1.43) в (1.42), получаем: 


(КЗ) а || - + (’= РАФ) + МК" т [| 
А+ 04 (К ше -ЫА Е (|. (1.44) 
Е 


’Приравнивая коэффициенты при ш ||, получаем систему дифференциаль- 
` ных уравнений для определения К (39 


(Е) = МЬК" + 0% (К®). (1.45) 


] ; [02 
Решая ее при начальных значениях К’ (0) =>, однозначно определим 


1 а 1 г 
| функции А’ (Ё). После этого из системы обыкновенных дифференциаль- 
‘ных уравнений 


7\/ 7 1<<) я ИКРЫ й й : й 

(14 = РР) — АО МЫ + О» (1.46) 
| можно определить и функции [7. Они не имеют особенностей. 
Итак, 
|| В @?7 

т} = >-ш|#|+0(1), ее (1.47) 
Далее, из (1.41) следует: 

| ПЖ 


' Наконец, из первых & —1 соотношений (1.38) получаем: 


= г + ш |2 |+0(41), Ех (1.49) 


| где м, ий — константы (их явные выражения мы не выписываем). 


Таким образом, мы вычислили суммы 
171 = 8) += ($), 7=1,...,[ 
Е (2) ре Е (=) 5 е (Е), 7 = р, оов К. 


Вычисление функций &, (7), #=2,...,№, 11(#), /=1,....Ь более 
громоздко. Однако для целей настоящей работы нам достаточно знать 
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2 БВ (Е 7] (ЕТ 
лишь главные члены функций &, (2) и %› (2). Проведя необходимые вы- 
кладки, найдем: 


1% (8)= — да +8), ЖФ =Я), 7=2..3Ь 


В 1.49.) 
= Е+НИ), 12...41, 


где О" — числовые коэффициенты, явные выражения которых мы не выписы- 


ваем, а функции 81 (#1), /=41,..., 1, и 1' (#1), 1=2,...,Ё, таковы, что ве- 
личины 25: (21) и =? (#) суть величины порядка о(®) на всем участке 
ео — < — 6. 

Как уже отмечалось выше, можно доказать, что на участке —р< 


<# < — «и решение (1.24) представимо в виде: 
1? = 18 (2) + = (#) + 2 (#) + 57° (в, =), 
#=Е (2) Е (21) + = (2) + В"? (а, ®), 
где функции 57”? (#,е) и В"? (2,е) имеют на всем этом участке величину 


порядка не более О (=). Следовательно, для решения (1.21) на участке 
—р< И < — в: мы получили асимптотические формулы: 


а 6 а’, +4—#— а") (+... + ] 
= 
+ (- = —2 = шв) + = [-— бах] + 5 ©, 5), | 
и ее | (1.50) 
а ебИе + 57 (©. 5), ной 
Ве Е +. ее ИЕ. 
В этих формулах многоточием заменены члены порядка (2) и выше, а 
функции 57(@,е), А'(&,е) имеют на участке —р<И < — в, величину 
порядка О (=). 
$ 2. Вычисление решений на переходном участке 


В настоящем параграфе решение (1.24) будет продолжено на участок 
1 
— 6, <Ё < 0». Мы увидим, что здесь решение (1.21) значительно силь- 
нее отклоняется от соответствующего решения вырожденной системы, а 
2 


именно на величины порядка &3 и еп ®. 
Замена переменных 


#1 


Я =ша, И = ум, т = 0, ==, Раым, иЗ=е (2.0 
приводит систему (1.5) к следующему виду: 
ил = (1) -- и ("+ сия + 1 (ил) -- ели") +... \ 
ши = аи” + ИО < (ит)? в (фыоР' -- 4 (ит) + спо -. | 
ели) +..., $ (2.2) 
я = + ри ..., | 
я = ода... ) 
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(здесь точкой мы обозначаем дифференцирование по *). 
Более коротко систему (2.2) запишем так: 


2 и == @ (и, 98, в), 
р = 9 (и*, В,и), (2.2) 
$1 = $7 (и*, 58, п). 
Примем и? за независимое переменное и вместо системы (2.2’) будем 
изучать систему 


(2.3) 


При р =0 система (2.3) вырождается: 


а) аи“ -- вая + с (из? = 0, 
471 1 

5) аа-фрия’, (2.4) 
ая оЛил 

<) Рае 


—————=— 


Эта вырожденная система имеет много решений. Для нас особую роль 
будет играть одно определенное частное решение, которое мы сейчас 
укажем. 


Уравнение 6) в системе (2.4) есть уравнение Рикатти. Его решения 
определены при — ©<и< - со. Мы возьмем частное решение этого 


уравнения 71 (и1), которое при отрицательных значениях и\ представляет- 
ся в виде — (и1)? -- 2 (и1), где 2, (и?) — добавок, стремящийся к нулю 
при и!'-> — со. Для 2, (и?) сразу же получаем дифференциальное урав- 
нение 
И 
— 2 + 2, (и 2.5 
бы] (2.5) 


и асимптотическое представление при больших отрицательных значениях Ш: 


— 1 1 Я 
(= — и — ва +0 (ау) __ 


Таким образом, 


= 4 4 
я (ит) = вы = я 4 в о( т) (2.7) 


Без труда можно получить асимптотическое представление функции #4(и) 
и при больших положительных значениях ий: 


Ч] 1 
в) 9—1 +0 (Чая), (2.8) 


где О = соп36 = 91 (оо). (Разложения (2.7) и (2.8) можно получить, если 
воспользоваться асимитотическими свойствами функций Бесселя, так как 
решение уравнения Рикатти выражается через функции Бесселя. Однако 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 


618 Л. С. ПОНТРЯГИН 
а. а ее ео ЕЕ 
их проще получить непосредственно из самого дифференциального урав- 
нения Рикатти.) 

Исходя из вычисленного решения 51(и1), мы можем найти функции 
5 (и1), у 


е®-. 


2 и ал. (2.9) 
тив + 04 (м) | 


Мы видим, что 91 определяются с точностью до констант. Выберем вполне 
определенные 5, а именно *: 
КУ 


$1 (и!) = =\ ря 


ии1 
ти (2) 
Непосредственно проверяется, что при больших отрицательных значениях 
и получаются следующие асимптотические а 


ЕщЕ. (2.10) 


с мы 
1 (и!) = — 3:44 (1) ет Вы в ши. (2-10 
а при больших положительных значениях и! 
81 (и!)+* = аш | и! | + За ши + Е (2.12) 


(в формулах (2.11) и (2.12) многоточием заменены члены, ограниченные 
при и! > — со, соответственно, при и1-—> + <). 

Теперь из первых & —1 уравнений системы (2.4) можно однозначно 
определить и функции и (и1). Проведя небольшие вычисления, получаем 
для них следующие асимптотические разложения при больших отрица 
тельных и при больших положительных значениях О 


ибо = ал НО (ау, 


и (шз)* = В: (ше + О (та) + 041). 


Итак, найдено вполне определенное частное решение вырожденной 
системы уравнений (2.4): 


(2.13) 


р] 


[ 


21 (ит), снова 
и = ит), 1=2,...,К. 
Заметим, что это решение определено при — < «и! < +. 
Систему функций (2.14) мы будем называть «нулевым приближением» 


истинного решения невырожденной системы уравнений (2.3), имеющего 
соответствующие начальные значения. 


Исходя из (2.14), построим далее формально «первое приближение» **: 


(2.14) 


* Заметим, что если положить 


д 
Чил 


* . о ь 
у мы 
24 (шп) — а \ 597 Ш С? 
0 “. ати 2 и ш-- , 
7 
где С7 — произвольная, но не зависящая от ц константа, то, как это будет видно, 
п 
функции в) (ил), и; (ит), вычисляемые дальше, изменятся также лишь на некоторые 
константы, не зависящие от ц. 


** Первое приближение функции 57 нас не интересует. 
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= (ил) + ва (и), 
1 (2.15) 
и = и} (и1) ши (51), Е (0 

где функции 51 (и1), и! (и!) определяются следующим образом. 


Подставляем функции (2.15) в правую и левую части уравнения 


4” (и, ов) 
Чи фт (иа, 98, в) в) 


и затем приравниваем коэффициенты при \; получаем дифференциальное 
уравнение 


О я Е 1 ы и’ 
т [(мз)? - 22 р 2 В Теа {ар } (2.17) 
где 
0" < 
тЫ (ил) бы: ы, Ч НЕ стил —- #1 (ш1)3 е1 или -- ли [(м-Е 9] (2.18) 


Ки 5 


‚ или! 
(здесь = — Жо \ и) : 
а 
Функцию 51 (ит) мы определим как частное решение этого линейного 


уравнения: 
мл 


И 
= | Н: (2) 6 (ий) дл — бра тр, (2.19) 
где 
пе. ЕР 
@ (и1) оз] нЕт (2.20) 


Из формулы (2.19), учитывая асимптотические разложения функций 
71, 0’, и’, полученные выше [см. формулы (2.7), (2.8), (2.11), (212), 
(2.13)], найдем асимптотические разложения функции 71 (и) при больших 
отрицательных и при больших положительных значениях и!. Выпишем 
эти разложения: 


ал (п!) = (3 о, ра 610”) (5 
а, рывне ты шв-. (2.24) 
ай (и1)+ = (9 — @ — Во) ши — 5 ав ть. (2.22) 


В этих формулах многоточием заменены члены, остающиеся ограничен- 
ными при неограниченно возрастающем модуле и“. 

Функции ий (и1), 1=2,. ..й, определяются проще. Именно, подстав- 
ляя о разконий (2.15) в а. Е —1 уравнений (2.3) и приравнивая 
затем коэффициенты при №, для и! (и?) получаем линейные алгебраиче- 
ские уравнения. Из них, пользуясь уже известными асимптотическими 
разложениями функций иё, %, 1, легко находим асимптотические раз- 
ложения для и! (и). Не проводя здесь подробно этих совершенно эле- 

9% 
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ментарных, хотя и довольно громоздких выкладок, сразу выпишем окон- 
чательный результат: 


ий (ий) = ПИ (и1)3 пб ша | м1 | + п шв -РО (4) о, (21245) 
ил (и1)* = ((и1)з) - О (тв) НО (1 (2.22) 


Подчеркнем только, что числовые коэффициенты Ш, п, фигурирующие 
в формуле (2.21'), суть те же самые, что и одноименные коэффициенты 
в формулах (1.50). | 

Таким образом, мы вычислили «первое приближение» (2.15). При этом 
вами функции (2.15) определены нами как удовлетворяющие с той 'или 
иной степенью точности невырожденной системе уравнений (2.3). Вопрос 
же о том, насколько эти функции приближают истинное решение урав- 
нения (2.3), пока не обсуждался. В действительности оказывается, что 


с. 
на участке — ©, < и! <», где = (=1,2), «;—>с0 при е->0, си- 


стема функций (2.15) приближает с вполне определенной точностью вся- 
кое истинное решение уравнения (2.3), начальные значения которого 
в точке и! = — ®; совпадают с соответствующей точностью с начальными 
значениями функций (2.15). Более подробно: всякое решение 


9 = 91 (а, в), 


а (2.23) 
уравнения (2.3), удовлетворяющее начальным условиям: 
1 (— 1) — [21 (— в) Е в (—в©,)] =О\(в), 
5) (—в;) — 51 (—в1) =0, (2.24) 


и! (— в) — [1 (—6!)] + в (— ;)| =О (в), 
‚можно представить на участке — &и <<; в следующем виде: 
от = 01 (1) + вал (ий) -- г (ил, р), 
$9 = 51 (ит) - г? (ит, р), (2.25) 
ИА = из (ит) в (ий, р) - $4 (и, в), 
причем на всем этом участке функции т (ил, р), 51 (ий, в) имеют величину 
порядка О (р), а функции т (и, в), } 22, имеют величину порядка О (1). 
Доказательство этого факта требует проведения некоторых дальней- 
ших вычислений и также будет опубликовано отдельно. 
Возвратимся теперь к старым переменным &,7/. Участок — ©, и 3, 


перейдет в участок — 0: <Й <», а функции (2.15) в этих переменных 
запишутся следующим образом: 


им) (ь), 


\ 
= (©), = ан. | (2.26) 
| 
) 


Бра (=) т ви (=), р 


Ре 9” . 
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Пользуясь асимптотическими разложениями функций 21 (и1), 1 (ий), 
21 (и1), и (ил), и (и!) при больших отрицательных значениях о [см. 9 
ры (2. 91), (2. 21), (2.13), (2.24')], легко вычислить значения функций 
(2.26) в точке # = — ог. Проведем это вычисление. Для этого подставим 
в (2.15) асимптотические разложения функций 21, 91, 1, Ш, и: при больших 
отрицательных значениях и!. Получим: 


и — (—и1)— т дла +0 (ых +5 я 


— 1 — е 6" т) 5 5 бо ши! | — ое шь-. ее 
(2.27) 


= т: РР. 550 


ши” + НО.) + [Пиз + ий а а | ить... 
(и) т 


Переходя опять к переменным #, 7), получим выражения функций 
(2.26) для значений #, близких к — о: 


в: я Бы - 1 — 4 — ©%.6* | (18 + 
ЗЕ 


] 

а Сет 22 Пре] +=. ‘за -+0©) | 
пн оо к. 

Н-П ет ища ея 


Отсюда, в частности, можно получить и значения функций (2.26) в точ- 


ке # =— о.. 
Сравним теперь формулы (2.28) и (1.50). Мы увидим, что при #=—о1 
74.50) = 7 (е.28) Е О (е), 
: , (2.29) 
2.50) = е.2в) + О (©). 


Следовательно, вычисленные нами функции (2.28) являются, с соответ- 
ствующей точностью, продолжением решения (1.50) на участок — 5, < 
<Я < о.. А так как— что уже отмечалось — они приближают на этом 
участке истинное решение системы уравнений (1.20), то задача о про- 
должении решения (1.50) на участок — ©, < < ‹» решена: это продол- 


жение дается следующими формулами: 
де ва (5) я (2) ,в), | 
се 2254 (=. -) +’ (а,в), | (2.30) 
неее (новь, ) 


где функции Н? (Е, в) и С' (#1, в) имеют порядок О (°). 
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Если учесть асимитотические разложения (2.8), (2.12) и (2.22), то 
отсюда можно получить, в частности, значения функций 7 в точке 61 = оз: 


2 
5 (аз) = *©— Реше- (а — #— В+ 2 Бай + 

еше. мае) в _ О (®), (2.31) 
1 (сз) = ва 10 аз — 5 де те + 0 (е), а 


Эти значения нам сейчас понадобятся. 


3. «Вектор смещения» и его вычисление 
р 
Пусть 
зе (А, и 


ЭТ 
Е о ти 


— точное продолжение решения (2.30) на участок в, < < р, где р о 
не зависит от е. Прежде всего можно доказать, что 


1? (51, =) = 0е-+о(1), 
Я (2, г) = В (п)... 0..0 (4) 
здесь многоточием заменены члены более высокой степени по #1). 


Действительно, функции (3.1) суть решения системы уравнений (1.20). 
Можно доказать, что они непрерывно зависят от параметра = (это дока- 


(3.2) 


зательство будет опубликовано позже). Но при е=0 система (1.20) 
перейдет в систему 
4" _ Ф' (5, в) 

481 фл (2“, 18) . 

47? 
ЕЕ 


оо 
+ (8.3) 
которая имеет своим решением с нулевыми начальными значениями 
функции 

ЕО, нА (В ван (3.4) 
В самом деле, записывая такое решение в виде ЕЁ” = ра рю (7) -- 


с неопределенными коэффициентами р” и 4%”, получаем алгебраические 
линейные уравнения 


Я 


/ 7’ / 
откудар =0, 9 = Во. 
г о . а 
Е. значения функций 77 (2, =), }=1,...,[, в произвольной 
точке & отрезка (°›, р). Принимая во внимание формулы (3.2), можем 
написать: 


и 0) 
Фо 


Е 
(Е, е) = (с, ®) + | ай +о(з). (3.5) 
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Во, как легко подсчитать, 
ке. В ©}. 0-: 0) 1 ая 1 1 ро 
ОЕ то ар +448 +0ж-в, 89 


Оно Та: 
Фа в... @ КО, 7=2,...6 (81) 


Поэтому 
=: 
С ИХ о ин По а 
7 ( ‚ =) \ (вв) +) [= +а9—#-е.88)} 4 +О_(®), 


р (3.8) 


. : а] 
8 (1, е) = (ь, ) +) = 4+0 (5), 1=2,..51. 
Значения 7] (5»,е) были вычислены в предыдущем параграфе [см. (2.34)]. 
Подставляя их в (3.8) и производя интегрирование, получим выражения 
для функций 71 (Ё,е) в произвольной точке отрезка (чо, р): 


2_ 
м (55. =) — = О -- еше [- = [2 ке а: Е В“ Е > а] т 


| 
+:|-=+9-#—& В) шв] +0(), (3.9) 
1? (Е, ®) =. Ш: [58] + ша -0(). 


Обозначим через Д, = (41,...,Д!) вектор с координатами 


2 
1 == О + еше о : 
А +28] (3.10) 


А = Ш: |548], ИИ 


Вектор Д, мы назовем вектором смещения, соответствующим точке 
срыва $(х1, у1). Как показывают формулы (3.9), вектор Д, есть (© точно- 
<тью до величин порядка О(г)) вектор отклонения представляющей 
точки системы уравнений (1.5) от подпространства %5 (состоящего из 
точек (Ё, 0)) при небольших конечных значениях 81. 

Система уравнений (1.5) получается из системы (1) линейным преобра- 
зованием координат в окрестности точки срыва $(71, У)). Сейчас мы 
осуществим это преобразование. Мы увидим, что оно не перемешивает 
«быстрых» и «медленных» переменных, т.е. переводит подпространство 
Х!, в подпространство Х,, а подпространство У. —в подпространство Но 
(состоящее из точек (0, 7)). Таким образом, вектор смещения Д,; есть 
вектор уклонения вычисленного решения системы (1) от подпространства 
Х"„, содержащего «быстрый» участок» той траектории вырожденной систе- 
мы (3), которая проходит через точку срыва $(21, Ул). 

Вектор Д, = (Д1,..., ву естественно, не зависит от выбора системы 
координат в окрестности точки срыва $ (21, У1) и допускает инвариантное 
выражение. Сейчас мы найдем это инвариантное выражение вектора Д:. 
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Для этого приведем систему (1) в окрестности точки срыва $ (21, У1) 
к виду (1.5). 

Разложим функции 1 (2, У) и 81 (5, У) в окрестности точки $(2%, у8) по 
формулам Тейлора (выписывая только нужные нам члены): 


(1 Уу=А (1) + Вь (У — И) Е Ав" — м) фм) 

+ А) (+. (3.11) 
81 (в, у =Е С —м).. 
Согласно предположению о характере точки срыва, матрица 


|4 |] (3.12) 


имеет одно нулевое собственное значение кратности один; принадлежащий 
ему собственный вектор обозначим через 


И а). ` (3.13) 


Собственный вектор с нулевым собственным значением транспонирован- 
ной матрицы обозначим через 


= (т, Пр. Па (3.14) 
Таким образом, 


Ата =0, Ап, =0. (3-5 
Дополнительно введем нормирующее соотношение 
Иа = 1. (3.16) 
Возьмем теперь систему векторов 
и. (3.17) 


где в, =т, а другие е; таковы, что (е-п) = 0 (в остальном произволь- 
ные), и примем ее за новый базис пространства Х. 
Возьмем, далее, систему векторов 


А С (3.18) 


где #, =& = (21,...,8'), а остальные й; — произвольные, и примем ее 
за новый базис пространства 7. 


Введем в окрестности точки срыва $(2, у.) новые координаты &, \?’ 
по формулам 


ще (3.19) 
БЕ] 
У—и=т А. 


Непосредственно проверяется, что в координатах Ё, 92 система (1) запи- 
шется так: 


вр (8) Нате Вт" + а (В ен +. ме] 
аа." а ее + ..., О. д, | 
: | 


8” 
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где 
аа (3.21) 
Ы = п ВЗР т ла Па. татвтУ, ее, = Эт И т“ еб. 
Заметим, что ©* суть коэффициенты разложения вектора 
В.С (3.22) 


по базису й;, й,,..., №. Очевидно, что Н* = С1 тя. 
Будем считать, что точка срыва $(21, у1) удовлетворяет еще допол- 
нительно следующему условию невырожденности: р 0, а =- 10: 
Дальнейшей заменой: 


и № = : 

>= 9 г, =, В =, 0 

—= мае ыы -\ 

пр ба Зы то (3.23) 
1 г 

а 


система ны приводится к виду (1.5): 
Я А а 


р о, бу. 
к и (3.24) 
= +жё + - 
т=ме+.. 
(здесь точкой обозначено дифференцирование по #), где 
м [Е 
= рза 3, И (7 ] 
и мт 
4=@р 343, 
В О 
д = р 20°. 
= ор \, ат, | (3.25) 
| Е} 
Еее". Ва - 8, 
и. 
а аер 9 За рЙ 
И а. 
© =6р 343, ом Й 
Возвратимся к вектору смещения, Д, = (Д1,...,А!). Очевидно, что 
А; = Ар вь, (3.26) 
где 
6, ЕТ: У ‚ 
Ал А ао... (3.27) 


Учитывая (3.25) и (3.27), из (3.10) получим, употребляя символ и 
кера 51, следующие выражения для координат ДВ, В-=1,...,й, ве- 
ктора смещения Д,: 


2 
И И ые 
о. и 
УР:4 
28’ т, 1 2, Ви 
О ЧЕ А (3.28) 
6р4 ЗР и 
ЗУ ра? 
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Подставляя эти выражения в формулу (3.26), получим инвариантное 
выражение для вектора смещения: 


Н К 
А, == — ет | (3:29) 
Ура ЗУ р? 

Для входящих в эту формулу векторов & и Н, а также для чисел р, 4, 


5 = @1 мы уже указали их инвариантные выражения. Остается найти 
Е с у 
г=% М иЁк=е»,Во. Очевидно, что 


— п В. СЁ та. (3.30) 
Остается найти А =: е% Ве (напомним, что га определяются из систе- 

мы уравнений хх В = 0, 1=2,...,). Матрицу |Ах| можно при- 
вести к виду 

Орест 9 

0 

м - (3.31) 

Е [= 

0 
Обозначим через А’ матрицу 

0.0. 0 

0 

Ва } (3.32) 

[ам | 

0 


Пусть в исходной системе координат пространства Х линейное преобра- 
зование А’ осуществляется матрицей 


|145 


й (3.33) 


(Легко видеть, что эта матрица единственным образом определяется 
матрицей |5 |.) Тогда, как легко можно подсчитать, 


4 


&=- 5: (— 2 Аарт® 4% Ад, тАт»). (3.34) 
РАО 
Поступило 
‚9. У. 1957 
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
РЕШЕНИЙ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, 
СОДЕРЖАЩИХ МАЛЫЕ ПАРАМЕТРЬ! ПРИ ПРОИЗВОДНЫХ 


(1 редставлено академиком П. С. Александровым) 


В работе вычисляются периодические решения систем дифференци- 
альных уравнений с малым параметром при производных, «близкие к 
разрывным», а также выводятся асимптотические формулы для величин 
периодов таких решений. 


$ 1. Вводные соображения 


Различные задачи теории колебаний приводят к исследованию систем 
дифференциальных уравнений типа 


в =) (21,..., 2, ВН Й р Чиа 4) 
== 97 (21,...,2^, О, = 1,..:, 6 
или, в векторной форме, 
ед = х, р й 
: 1(х, у) (1’) 
у=8 (т, У), 


где = — малый положительный параметр. При этом, говоря, что параметр 
= мал, имеют в виду приближенное изучение решений системы (1) с пре- 
небрежением величинами той или иной степени малости относительно ев. 
В частности, важное значение имеет задача отыскания таких периодиче- 
ских решений систем типа (1), которые имеют «почти разрывный» характер, 
а также приближенного вычисления величин, характеризующих эти 
периодические решения. Настоящая работа посвящена решению этой 
задачи. 

Прежде чем формулировать полученные результаты, мы изложим 
некоторые общие соображения, которые, в частности, пояснят, что 
такое разрывное колебание и что мы имеем в виду, говоря о колебаниях, 
«близких к разрывным». 

Наряду с системой уравнений (1) введем в рассмотрение вырожденную 
систему, получающуюся из (1) при в = 0: 


я ВА, 2. 0 Ни =; (2) 
Е. рай, Я: 


— 


На первый взгляд кажется естественным ожидать, что при тех или иных 
ограничениях, наложенных на правые части, решения системы (2) будут 
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приближениями решений невырожденной системы (1). Однако уже здесь 
мы сталкиваемся с весьма существенным затруднением. При интегриро- 
вании системы (2) обычно поступают следующим образом: сначала из Ё 


соотношений й 
Ха --и, уче. бд) (3) 
выражают 22 через у/: } 
я = 1 (У',..., У), (4) 
а затем решают следующую систему [ уравнений с { неизвестными 
функциями: : 
у = 51 (Х* (УТ, ..., 90), УТ, .., 9). (5} 


Однако таким путем можно найти лишь ограниченный участок решения 
системы (2), так как, вообще говоря, решение может подойти к «особой» 
точке — точке, в которой якобиан 


(6) 


обратится в нуль и разрешение соотношений (4) относительно 2 станет 
невозможным. Из рассмотрения системы (3) никаких выводов о поведении 
решения системы (2) по достижении им «особой» точки сделать нельзя. 
Поэтому раньше при изучении различных конкретных систем типа (2), 
многократно возникавших втеории колебаний, привлекались дополни- 
тельные ‘физические соображения, которые формулировались в форме 
«гипотез скачка». Из этих физических соображений вытекало, что по 
достижении «особой точки» решение вырожденной системы должно со- 
вершить впотне [определенный мгновенный скачок в другую точку по- 
верхности (3). Таким способом, например, изучили работу симметричес- 
кого мультивибратора Андронов и Витт [см. (1)]. 

В случае мультивибратора, а также во многих других электрических 
схемах, оказалось, что соответствующие системы уравнений типа (2) 
(к которым присоединены еще «условия скачка») среди своих решений 
имеют и периодические. Колебания, описываемые такими решениями, 
естественно было назвать разрывными. Впервые чисто математическое 
решение вопроса о разрывных колебаниях в мультивибраторе было дано 
Железцовым и Родыгиным в их работе (?). Железцов и Родыгин учли 
в схеме изучаемого прибора паразитные параметры (малые емкости п 
самоиндукции), пришли к системе дифференциальних уравнений типа (1), 
а затем считали решения вырожденной системы пределами решений 
соответствующей невырожденной системы при =->0. Такое рассмо- 
трение позволило без привлечения физических соображений увидеть 
характер скачка и обнаружить периодическое разрывное колебание в 
мультивибраторе. 

В общем случае можно поступить следующим образом. Траектории 
вырожденной системы уравнений (2) мы будем рассматривать в фазовом 
пространстве системы (1) и трактовать их как пределы траекторий соот- 
ветствующей невырожденной системы (1) при =—0. Такая трактовка да- 
ет возможность чисто математически определить характер скачка, кото- 
рый претерпевает решение системы уравнений (2) по достижении «особой» 
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точки, или, как мы будем теперь говорить, точки срыва. Чтобы было 
ясно, что речь идет здесь именно о скачке, дадим сейчас грубое описа- 
ние фазовых траекторий системы (1). 

Фазовое пространсйво А^! системы (1) естественно распадается в 
прямую сумму, А- мерного пространства Х” (21,...,2^) и /-мерного про- 
странства У' (у1,...,у/). Если представляющая точка находится вдали от 
поверхности, выделяемой уравнениями (3), то характер изменения ее 
координат неодинаков: вектор х меняется быстро в сравнении с вектором 


. 4 = 
у, так как компонента 2 = — 7 (5, у) фазовой скорости вдали от указанной 


поверхности велика, в то время как вторая компонечта у= (1,у) ограничена. 

В первом приближении можно считать, что у остается неизменным, 
р 7 

у = у, а х быстро меняется в пространстве Ху, «состоящем из точек 


{х, у,), в силу уравнения я 
ед = (2, Уо). (7) 


Такое изменение происходит до тех пор, пока величина ](х, Уо) не ста- 
нет близкой к нулю, т. е. пока представляющая точка не приблизится 
к одному из устойчивых положений равновесия системы уравнений «бы- 
<трых движений» (7). После этого переменные хи у начинают меняться 
со сравнимыми скоростями. Это значит, что положение равновесия уо 
системы (7) перемещается и представляющая точка системы (1) движется, 
сопровождая это перемещающееся в пространстве положение равновесия. 
Однако при некотором значении у, положение равновесия системы (7) 
может исчезнуть, например, в результате слияния с другим, неустойчи- 
вым положением равновесия. Тогда характер движения резко нарушается: 
переменные х вновь станут быстро меняться, пока представляющая 
точка не приблизится к новому устойчивому положению равновесия 
системы (7). 

_ Приведенное интуитивное описание позволяет представить в общих 
чертах картину движения в пространстве В"*' в силу вырожденной си- 
стемы (2). Опишем траекторию, соответствующую разрывному решению 
системы (2). Такая траектория состоит из чередующихся участков двух 
типов: а) участков медленных движений, лежащих на 1-мерной поверхно- 
сти ГР, выделяемой уравнениями (3), и проходимых представляющей 
точкой в конечное время; б) участков быстрых движений, лежащих в 
некотором А-мерном подпространстве пространства ВН, выделяемом урав- 
нением у = с0опз%, и проходимых представляющей точкой мгновенно. 
Переход от медленных движений к быстрым происходит в точках срыва. 
Уравнение /(х, у) выделяет, очевидно, в пространстве В*Н совокупность 
всех положений равновесия системы (7). Поэтому поверхность Ё пред- 
ставляет собой’ множество всех положений равновесия системы (7) при 
различных %. Медленное движение по поверхности К, в силу системы (5), 
есть движение устойчивого положения равновесия системы (7) при меня- 
ющемся у. Срыв происходит при слиянии устойчивого положения равно- 
весия с неустойчивым. После срыва точка перемещается в подпространстве 
у = сопз быстрых движений, переходя к новому устойчивому положению 
равновесия системы (7), и затем возобновляет свое движение по поверх- 
ности Р. 
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По р ее ЗЕНОН 

Может случиться, что в результате последовательного прохождения 
нескольких участков медленного движения и нескольких срывов траек- 
тория системы (2) замкнется. Возникает разрывное периодическое решение 
системы (2). 

В настоящей работе мы предполагаем, что разрывное периодическое: 
решение системы (2) существует и известно. Обозначим его траекторию: 
через 2. Относительно самого характера решения 5 делаются общие и 
естественные предположения, а именно предполагается, что: 

а) цикл 0. устойчив; это значит, что однократный обход по траекто- 
риям системы (2), близким к Й., порождает сжатое отображение ф в себя 
малой [ — 1-мерной площадки, лежащей на поверхности ЕЁ и трансвер- 
сальной с о. Дополнительно предполагается, что сжато также отобра- 
жение, получающееся из ф линеаризацией; 

б) в любой точке (2, у) произвольного участка медленного движения. 

9}* 
д 


имеют отрицательные дей- 


цикла Ду, собственные числа матрицы 


ствительные части; 


в) точки срыва, расположенные на цикле 2., имеют «общий тип», т. е. 
а 
дев 
цательные действительные части, кроме одного, которое обращается 
в нуль *. 

В этих предположениях можно доказать (см. $ 3) существование пери- 
одического решения Й. системы (1), близкого к 0, и стремящегося к 2. 
при е->0. 


В настоящей работе это периодическое решение Д., близкое к Ду, 
2 


для любой такой точки все собственные числа матрицы имеют отри- 


вычислено с точностью до величин порядка малости =3 ие. ше ис пре-- 
небрежением величинами порядка . С такой же точностью вычислен затем 
и период этого решения. Полученные результаты являются в известной 
мере окончательными: эффективное вычисление решения . и его периода. 
с большей точностью представляет в общем случае, по-видимому, практи- 
чески не преодолимые трудности. Однако в некоторых частных случаях 
(а именно при [=1, А =1) возможно и вычисление членов порядка е 
[см. (3)]. 

В заключение этих общих рассуждений приведем конкретный пример. 
Именно, рассмотрим систему уравнений, которая довольно наглядно. 
иллюстрирует описанную выше картину возникновения разрывных коле- 
баний. Эта система (к ней приводит задача о колебаниях в схеме, извест-- 
ной под названием «двухламповой схемы Фрюхгауфа», см. (!)) такова: 


ва" = — а (у — У) - 9 (91) — 2 (Ла, у), | 


ай = а (у1 — у) ей) —м (=Р (фу), (8). 
у, , 
О = 27. 


* 
Кроме этого, предполагаются выполненными еще некоторые условия невырожден- 
ности, которых мы здесь формулировать не будем. См. об этих условиях в работе (5). 
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Здесь «>> 0 — действительное число, а ф(2*) — нелинейная функция, опре- 
деленная на интервале —1<1'<_1 графиком, изображенным на рис. 14 
(преобразованная характеристика лампы). Легко убедиться, что при 
любых фиксированных значениях у1 и у? система уравнений «быстрых 
движений» системы (8) 


о | 
=Л (2, У), (9) 
\ = 9) 
имеет либо одно, либо три положения равновесия. Действительно, поло- 
жения равновесия системы (9) являются точками пересечения кривых 


Й (а, 2, у, у?) =0, Р? (21, 22, ут, у) =0 
в плоскости (2', 27). Но первая кривая получается сдвигом по оси 2? 
графика кривой 1? = Ф(2'), а вторая — сдвигом по оси 11 графика кривой 


я = (27). Например, при У! = у? = у, будет три положения равновесия: 
$1, 52, 53 (см. рис. 2), причем легко проверить, что $: и 53 являются 


_————— 


10 


Рис. 1 


устойчивыми узлами, а $, — седлом. При помощи известных критериев: 
сразу устанавливается, что ни при каких значениях у' и у? система (9). 
не имеет периодических решений. 

Пусть начальная точка системы (8) имеет, например, координаты. 
(—1-55, 1—5, а, а) (где 6 — небольшое положительное число), т. е. 
находится вблизи устойчивого положения равно- 
весия $, системы (9), в которую вместо у! и у? 
подставлены их значения, равные а. Тогда, в 
силу уравнений медленных движений: 


й-я, й= 


разность (у1 — у?) убывает. Это Е что кри- 
вая 1 = 0 движется вверх, кривая }? = 0 движется 
влево и положения равновесия $, и $, движутся 
навстречу друг другу, причем представляющая точка системы (8) 
сопровождает положение равновесия 51. При некоторых значениях у‘ =, 
у? =? устойчивый узел $, сольется с седлом 5» и потеряет устойчивость 
(см. рис. 3). В плоскости (271, ?, ут, у?) останется лишь одно устойчивое 
положение равновесия 5, и представляющая точка системы (8) быстро 


Рис. 3 
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приблизится к нему. После этого, в силу уравнений (10), разность (у* — у?) 
будет возрастать, кривая Л = 0 будет двигаться вниз, кривая } = 0 — 
вправо, вновь возникнут положения равновесия $1 и $, и устойчивый 
узел 5. будет приближаться к седлу $». В результате последующего 
слияния положений равновесия $3 и 5» узел 53 потеряет свою устойчивость 
и т. д. Таким образом возникает периодический процесс. 

Настоящая работа сделана в семинаре по теории колебаний (в Мате- 
матическом институте Академии наук СССР), руководимом Л. С. Понтря- 
гиным. Часть результатов работы была опубликована раньше в работе (*). 
Формула (9), приведенная там, неверна. 


$ 2. Поведение решений системы (1) вблизи участков медленных 
движений и в окрестности точек срыва 


В настоящем параграфе будут изложены результаты Л. С. Понтрягина 
о поведении решений системы уравнений (1) в окрестности точки срыва 
вырожденной системы (2) [см. (5)]. Эти результаты мы существенно исполь- 
зуем в следующих параграфах. 
Изложению результатов Л. С. Понтрягина предпошлем одно замечание 
о поведении решений системы (1) вблизи участков медленного движения 
вырожденной системы (2). Пусть 
. : (2.1) 
У = У) (1) 
— некоторое решение вырожденной системы уравнений (2), идущее при 
1<1< (не исключается случай # = со) по поверхности Ё на конечном, 
не зависящем от = расстоянии от поверхности срыва Ф, состоящей из 
точек поверхности Ё, в которых функциональный детерминант (6) обра- 
щается в нуль. Предположим, что в любой точке (х, у) решения (2.1) 


[3 


98 
части. Тогда всякое решение 
ее 8) 


У = У (В, в) 
системы уравнений (1) с начальными значениями, удовлетворяющими 
соотношениям 


собственные числа матрицы имеют отрицательные действительные 


(2) 


д-ж (Е ®=0(®), 


мии (2.3) 
у (Е) —У (6 =) =О(®), 
представляется при ре< + рт в виде 
(а), 
(2.4) 


у = у1 (1) НУ (Е, ®), 


где 21 (Ь, е) и У1(, е) ограничены по # и имеют по е порядок О (е). 
На доказательстве этого факта мы не останавливаемся. Впрочем, он 


легко может быть выведен из результатов А. Н. Тихонова (6) и 
А. Б. Васильевой (?). к 


=” 
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Переходим к изложению результатов Л. С. Понтрягина. Пусть при 
1 =0 решение (2.2) приходит в некоторую точку срыва 5 (%, Уи) «общего 


74 
типа». Из того, что все собственные значения матрицы [8 в этой точ- 
я дх 
ке имеют отрицательные действительные части, кроме одного, обращаю- 
щегося в нуль, следует, что систему (1) в конечной окрестности точки 
срыва (ту, У) линейным преобразованием координат можно привести к 
следующему виду: 


ее = (+ + еее +..., ] 

ое = ам" ри” Е (+ 4... | 
пе +... (=, 10), РЭ 

и=ай-... | 

Я ый), ) 


(Мы выписываем только нужные члены. Здесь, как и всюду в дальней- 
шем, суммирование по штрихованному индексу начинается с двух.) 
На конечном, не зависящем от е участке —р<Ё «р соиизину Ё можно 
принять за независимую переменную и вместо системы (2.5) рассматривать 
следующую систему: 


п В. неа ь 
О Униерт . ОРАЯ (2.6) 
фй __ Я+ча+.-- хе р 


п 1 } 
4 (Еще Ее 
2 
Л. С. Понтрягин разбивает участок (— р, р) точками — 01, 5, 91 =е7, 
2 
° на три части и на каждом из полученных трех участков решение 
О $ /=1 
ИЕ Же (2.7) 
= (6, ®) 


95 = 


системы (2.6), являющееся продолжением решения (2.2), вычисляет по- 


разному. 
На участке — р < < о, решение (2.7) дается следующими формулами: 


Па ея, И. + ПЕ + 


о мм о 


ре х^ к 2 р р 
п) + ие) — урл 9, = [вата 
1 


ЗА 
а = Е 
Е | к :[- — — 29 бы Ш |2 | зе +5, °, 


1? = 4 (#) + =) + А, ®) = 


2 . 
Ре, В гы | = [Еве +5, =), ОР: 


З Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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В этих формулах многоточием заменены члены более высокого порядка 
относительно , чем выписанные, а функции 2*(&', е) 5? (&, е) имеют на 
участке —р<# < — а: величину порядка О (®). 

Чтобы выписать решение на участке — о, <Я <<», сделаем предвари- 
тельно некоторые замены. Именно, положим 


2=13, Нар, Нжы (1=2,...,), 


| Е (2.8) 
Те = рт, эй = 80 (]=2,...,0), Е =. 
Тогда система (2.5) примет вид: 
— = (и!) Ро -ь и эра Ри кей Л, ] 
ди 
в г == али” -- Бот + со (и) в (Бърв’ 
+ 4 в: + снял = ели" б —- м (2.9) 
п = вади + .- 
3 
— == о и — ое 
а система (2.6) перейдет в систему: 
аш В. ый, и) 
Чи ФИ... я... и)’ Орк. и 
(2.10) 
ай =. Е. а 
4 ФЦ. Ш... в), ев о 


где через Ф’ (и*, 98, в), 47 (и*, 5в, в) обозначены соответственно правые 
части уравнений (2.9). 

Л. С. Понтрягин построил некоторую систему функций 27 (и\), #1 (ил), 
и4 (и), ш (и), 1=1,..., 1, =2,..., й, каждая из которых опреде- 
лена на всей прямой, и затем сконструировал из нее приближенное 


б1 с; 
решение системы (2.10) на участке — т << о Оказалось, что 
продолжение решения (2.7) на участок — 5, < < в, (в переменных ий, 


; с1 с. 
$} — на участок — к <м <=) дается следующими формулами: 


ша = и (и?) -- ви (ил) -- 1 (ия, в), 2=2,...,, 
я = 91 (и) + рая (ил) 1 (ий, в), (2.11) 
ры й: (и -ы=ив), Та меьЬ 


где 7 (и\, р) и 51 (и, в) имеют порядок О (в), а 51 (ий, в) — порядок О (1). 
При этом входящие в формулы (2.11) функции ив (и1), иф (и1), 21 (и1), 
2) (и") определяются так: 
21 (и) есть частное решение уравнения Рикатти 
47 4 
Чт (ша, и: 


> “ ‚- ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 635 
представляющееся в виде%, = — (и1)? -|- 20 (и1), гдель (и1) ->Опри и1-> — оо; 
51 (ия 52, из; 1 определяется формулой 
аи 
1ил ож 
ти — =\ о —— 0 ]п 
% (и) (и 55 Бы) © аа Я 
и: (и!) находятся из системы алгебраических уравнений 


и ие" -- БН = с! (из) = 0, 1=2,...,й; (2.14) 


" ы 
5; (и*) есть частное решение линейного дифференциального уравнения 


ал я 9 [(и1)? - 2] — бро - сит — 41 (из) — е1лилие” 
—_ Ее 1)2 Е у и | о Е Е ь (2.15) 
(м)? -- 25] (и) Е 2? 
определяемое формулой 
и \ ное бам р ав п; 2.16 
ТС (и!) и — бе шь; (2.16) 


—50 


г р в 
вв) © || [98 = (6)? 


в этой формуле 


а Н (и') — правая часть уравнения (2.15), в которой вместо 58’ подстав- 


лены выражения 
д 


маи? 
ее 
“ Ко ар 


Непосредственно из уравнения (2.13) находятся асимптотические раз- 
ложения функций 1 (и!) при больших отрицательных значениях и” и при 
больших положительных значениях и!. После этого из формул (2.13), 
(2.14), (2.16) легко получаются и асимптотические разложения для функций 
тя а, и!. Выпишем все эти разложения: 


=. 1 4 1 
И. (ит) = — (и)? 2 8 (1 -- 0 (+) ? 


1 Я 
ву ао) 


:), 


| 

из (ил) = 0 (и) м +0 т 
и (и1)* = Во (и)? + 0 (1), (2.17) 

). 


г (ип) = [= И р (218 — 
Рай" [ша | — 2 бай ть О (1), 
©’ 1 
я (и1)+ = (м — а1 — ехВо) ш|ий| Ра. Бра ты + 0 (1). 


Таким образом, построение решения (2.13) описано. 
3* 
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На участке о, < «р решение (2.7) также вычислено Л. С. Понтря- 
гиным. Оказалось, что здесь 


2 


т (Е, 2) = ез Оф е те | - (а И 21. вы аРьу | + 


+:|-=+@-4 — В) ша] +0(®), 


‘17 (&, е) = еше [-— 5-8] + гой п #1 О (=), 7= 2, 


— 

| 

Я (2.18) 
в В Е Оо ] 


1 
Обозначим через Д, = (Д!, ..., До) вектор © координатами 


2 
м-о+-щ:[-5(4-#-—987+55Р)], 


(2.19) 


№ =еше [54], О 


Вектор А, будем называть вектором смещения, соответствующим точке 
срыва 5 (5%, уу). Как показывают формулы (2.18), он характеризует с 
точностью до величин порядка О ($) отклонение решения (2.18) от 
К-мерной плоскости У,, состоящей из точек (=, 0) (при конечных значе- 
ниях &). Но система уравнений (2.5) получается из системы (1) линейным 
преобразованием координат в окрестности точки срыва 6 (5%, Уз). Это 
преобразование «не перемешивает» быстрых и медленных переменных, 
т. е. переводит подпространство а состоящее из точек (х, у,), в под- 
пространство Х,, а подпространство т состоящее из точек (1, У), в 
подпространство Н!, состоящее из точек (0, "). Таким образом, вектор 
смещения Д, есть вектор уклонения вычисленного решения системы (1) 
от подпространства Х*,, содержащего «быстрый» участок той траектории 
вырожденной системы (2), которая проходит через точку срыва © (5%, у). 


Л. С. Понтрягин дал и инвариантное выражение величины вектора 
смещения. Выпишем его: 


ры ое . вещ | — вв+8(- 9+ ВИЧ й )]. (2.20) 


з 
Ур-а ЗУ Р24? 
Входящее в эту формулу число О определено выше (см. вторую формулу 
(2.17)), оно не зависит от системы уравнений (1). Векторы в, Н и числа 
р, 4, г, $, Ё определяются значениями функций / (х, у) и 51(1, у) иих 
нескольких производных в точке срыва © (2%, уу). Для того чтобы полу- 
чить их точные значения, разложим функции Л (х, у) и 51 (х, у) в окрест- 


ности точки срыва 5 (2, уу) по формулам Тейлора (выписывая только 
нужные нам члены): 


Г (2, У) = 4% (18 — 26) + В! (у — У) ВН п 
- Ав (12° — 20) (28 — 20) (27 — 2) ние (2.24) 
81 (2, уу Оса ее 


г 
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ан предположению о характере точки срыва 5(х., у,), матрица 
А.| имеет лишь Й 
А. || ть одно нулевое собственное значение; принадлежащий 
ему собственный вектор обозначим через т = (т, ... ‚ т®). Собетвен- 
ный вектор с нулевым собственным значением транспонированной ма- 
трицы обозначим через и = (п;, ..., пк). Дополнительно введем нор- 
мирующее соотношение ти, =1. Тогда, как показывают элементарные 
выкладки, 


= них: в), 
ПН И" НЕ Ома, | 

р= пьАзвтатв, 

вине (2.22) 
г = пь В СЁт®, | 

$ = п А витает тя. 


К выражениям (2.22) присоединим еще легко получаемые следующие 
две формулы (они понадобятся нам в последнем параграфе): 


В71 г 
©“, в = О =——, 


(2.23) 


Несколько сложнее инвариантное выражение для №. Матрицу || А: || можно 
привести к виду: 


9.30 
: [222 |. (2.24) 
|0 
Обозначим через А’ матрицу 
НЫ 
а * |. (2.25) 
0 


Пусть в исходной системе координат пространства Х линейное преобра- 
зование А’ осуществляется матрицей 


|149 |. (2.26) 


Легко видеть, что матрица || 48 || определяется единственным образом 
матрицей || 45 ||. Тогда 

4 2 
ИСХ 


& = — 2п: Авт“ 48 А), ттер 34 (2.27) 


$ 3. Вычисление периодического решения 


Предположим, что вырожденная система уравнений (2) имеет разрыв- 
ное периодическое решение. Его траекторию обозначим через Ро. Эта 
траектория 2, состоит из конечного числа участков медленных дви- 
жений и из конечного числа участков быстрых движений. Будем для 
определенности считать (это не ограничивает общности дальнейших 
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рассмотрений), что 2, состоит из четырех участков. Пусть и! = (р», $1), 
и› = (ри, 52) — участки медленных движений, #1 == (51, Р1), 2» == (5э, Рз) — 
участки быстрых движений, $51, 5 — точки срыва, р., р» — точки паде- 
ния. Цикл 7, схематически изображен на рис. 4. 
и, Относительно разрывного периодического 
решения, представляемого циклом й,, мы де- 
% лаем следующие предположения: 
а) Цикл 0. устойчив. Это значит, что одно- 
кратный обход по разрывным траекториям си- 
, стемы (2), близким к траектории Со, порож- 
дает сжатое отображение х в себя малой 
(1 —1)-мерной площадки, трансверсальной © 2е 


И, «> 
- Йй в ее точке пересечения с 2, и лежащей на 


Рис. 4 поверхности Ё, выделяемой в пространстве ВЯ 
уравнением / (5х, у) =0; дополнительно предпо- 

лагается, что сжато также отображение, полученное из ф линеаризацией. 
6) В любой точке (х, у) участков и, и и. все собственные числа 
матрицы | 
| 2/* 
|2 9:8 


имеют отрицательные действительные части. 

в) Точки срыва $1 (21, уУ1) и $ (15, У›) имеют «общий тип», т. е. для 
каждой из этих точек все собственные числа матрицы А имеют отрица- 
тельные действительные части, кроме одного, которое обращается в нуль. 

В настоящем параграфе будет вычислено с точностью до О (=) пери-. 
одическое решение Й. невырожденной системы уравнений (1), близкое‘ 
к 2, и стремящееся к Су при =->0. Одновременно с вычислением будет! 
проведено и доказательство существования такого решения Д.. 

Обозначим через Ф (1—1)-мерную поверхность в В*+", выделяемую: 
уравнениями 


Е В 
(3.1) 
96| 4 || =0. 


Пусть 51 и 5, — касательные ([—1)-мерные пространства к по- 
верхности Ф соответственно в точках срыва $1 и 5$». Далее, пусть Р! и 
Р, — касательные / - мерные пространства к поверхности Ё соответственно. 
в точках падения р, и р.. Мы будем трактовать их как векторные. 
пространства с нулями соответственно в точках „5 5», Ръ, Ра. Мы хотим 
определить некоторое линейное отображение М! пространства в про- 


странство Р; и линейное отображение М; пространства О в простран- 
ство Р\: 


) 


(3.2) 
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Отображение М! строится следующим образом. Пусть &, — время пере- 
хода представляющей точки системы (2) по участку и, траектории Фо. 
Пусть $, + 85: — произвольная точка поверхности Ф, близкая к точке $1. 
Существует точка р. | &рь на поверхности ЁР, близкая к рэ и пере- 
ходящая в $:--05, за то же время Ы по некоторой близкой к и, 
траектории и, (551) системы уравнений (2). Таким образом, соответствие 


$1 + 83: — р» + бр» 


дает нам отображение (1— 1)-мерной окрестности УТ (5:) точки $, в 
1-мерную окрестность И’ (р.) точки р»: 


У (51) (р). (3.3) 


Линеаризируя отображение (3. 3), мы и получаем линейное отображение 
М, векторного пространства 5" в векторное пространство Рь. Совершенно 
аналогично определяется отображение Мо. 
* * * * 
Перенесем теперь параллельно пространства 51, 5, Р., Р› так, чтобы 
ПРЕ 
их нули перешли в нуль пространства В"*', и затем спроектируем их 
+ * 

все в направлении Х в пространство У. Тогда пространства Р, и Р, при 
этом проектировании т. отобразятся на У: 


(3.4) 


Действительно, вырождения произойти не может, так как пространства 
Р! и Р, не содержат направлений, параллельных пространству Х, ибо 
деё |4 || 0 в точках р! и ро. 

®— Далее, пространства 51 и 5, отобразятся также без вырождения, 
т. е. на (1—.1)-мерные подпространства 65, и 5. пространства У: 


п, 
51 — Эт, 

(3.5) 
"Пу 
о 
Это следует из того, что в точках $1 и 55 лишь один характеристиче- 
ский корень матрицы || А || обращается в нуль. Легко найти уравнения 
плоскостей бт и 55 в пространстве У. Найдем, например, уравнение 
плоскости &5,. Для этого надо, очевидно, исключить переменные 2” из 


уравнений 


* : эй Е 
ОР (а "д - — (— 8) =0, 1=1,...,, (3.6) 


| д“ -ТН 


а затем заменить (ув — у) на у8 (напомним, что 21, уг — координаты 


точки срыва 51). Пусть п = (п, ..., Ик) — собственный вектор матрицы, 
ай 
95 


ственному значению. Свертывая (3.6) с п», получаем: 


соответствующий нулевому соб- 


’ 


ранспонированной к матрице 
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п.Вв (ув — 9) = 0, (3.7) 
где Вв = я Введем ковариантный вектор 1% формулами: 
У 
10 — (1%, и ы 1е), 10; — п.Ву, 
(3.8) 
2:8 ($1) = 1. 
Тогда получим «нормальное» уравнение плоскости 6: в У: 
10ву8 = 0. (3.9) [ 
Аналогично получается уравнение плоскости 9: 
„шву = 0. (3.10) | 


Уравнения (3.9) и (3.10) понадобятся нам в дальнейшем. 


Проектирование т, пространств ол ви отображения М'!, М. | 
естественным образом порождают отобрнаний М, и М, подпро- 


странств 5, и о, в У: 
ва 
(3.11) 
ОЕ, 


` 


| 
ел = 
где М, =т„Малх", М, =т,Моьтх". Оба эти отображения мы продолжим 


в отображения, обозначаемые соответственно через М, и М№,, пространства 
У на себя. Для этого достаточно задать образ вектора 


8 (51) = (81(51), ..., 81 (51)) 


при отображении Л, и образ вектора 


8 (52) = (81 (52), ...,› 81 ($2)) 


при отображении №, *. Зададим эти образы следующими формулами: 


М8 ($1) = 8 (Р?), 


(3.12). 

№, 5 (52) = 8 (1). | 

Итак, построены отображения №, и №, пространства У на себя: 
У 

(3.43) 
у 


На фактическом вычислении отображений № и М, мы остановимся 
несколько позже. 

Пользуясь отображениями №, и №, определим следующим образом' 
линейные отображения Г и Г» пространства У в себя: 


+ . 
* Трансверсальность вектора 2 (51) к 5, есть некоторое условие невырожденности, 
и оно предполагается выполненным. 
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Гу = Му — (10. М1 ту) 8 ($1), 
5 (3.14) 
Гу = М у — (5. МТУ) 8 (53). 


Отображение Г, переводит У на 5, а отображение Г» переводит У на 5: 


ее >51, 
| (3.15) 
| у О. 


Докажем это для Г. (для [» доказательство аналогично). Мы имеем: 
18 == У, К У,, где.У; = М6, а У, — одномерное подпространство, порож- 
денное вектором в (р). Если у Е У., то Му ‘уЕб., (ш. М 1) = Ои/[луЕБ,. 
Если же уЕТ,, то у= №8 (р»), М: ‘у = Ав (81) и, в силу (3.8), лу=0. 

Построим теперь отображения П; и П› соответственно пространств 
Эти 65, на себя как композиции отображений Г; и Г: 


УИ К 

(3.16) 
П 

Пьу — [[лу, а 


Очевидно, отображения П; и Пь индуцируются проекциями в У линейных 
приближений отображений окрестностей УТ (51), соответственно Т (5»), 
в себя, порождаемых обходом по траекториям вырожденной системы 
уравнений (2). Единственной неподвижной точкой отображений (3.16) 
является вектор у = 0. 

Введем в рассмотрение отображения П1 и П5 пространств 5: и 65» 
|на себя с помощью формул: 


| Шу= Г [15 (у + А,) + А}, 
(3.17) 


П. у= Г. [1 (у + А,) + Ай, 
где Д, и А, — векторы смещения, соответствующие точкам срыва $, И 5» 
(их приближенные величины с точностью до О(=) даны в $ 2, формулы 
(2.20)). Очевидно, что при е->0 П! —> Ш и П.-—>П.. 
Отображения П: и П$ сконструированы пока чисто формально. Сейчас 


мы выясним связь этих отображений с периодическими решениями си- 
стемы уравнений (1), близкими к решению Су системы (2). Именно, мы 


докажем следующую теорему: 
ТЕОРЕМА 1. Пусть 8, 65, — неподвижный вектор отображения И: 


61 == [1 [75 (51 к Д,) НЕ Д.] (3.18) 


(такой вектор существует и является единственным в силу сжатости 
отображения 1.1[»). Пусть 818, — его прообраз в касательном пространстве 
51, а $: +85: — точка окрестности УТ (51) ЕФ, соответствующая векто- 
г 815, *. Обозначим через и (551) траекторию вырожденной системы 


* Точка $1 -Р 551 определяется вектором $151 © точностью до величин второго 
порядка малости относительно 551. 
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уравнений (2), проходящую вблизи из, имеющую концом точку срыва 
$1 851, а началом — точку р» Ё8р». Пусть, далее, и: (81) — произволь- 
ный связный участок траектории и. (551) с концом, отстоящим от точки 
срыва 5: 85, на конечном расстоянии, не зависящем от е. Тогда суще- 
ствует периодическое решение 2. системы уравнений (1), содержащее 
участок из‹, который с точностью до О(=) совпадает с участком и: (551). 
При в->0 имеет место сходимость #.— 2. 

Аналогичную теорему можно сформулировать, если исходить из не- 
подвижного вектора 8» 65, отображения ПЗ. 

Существенным пунктом в доказательстве теоремы Т является следую- 
щая лемма, представляющая и самостоятельный интерес. 

ЛЕММА 1. Через ХЕ, будем обозначать '® - мерную плоскость в фазо- 
вом пространстве ВН системы уравнений (1), состоящую из точек (т, уз), 
где у, — постоянный вектор. Пусть (то, У) — точка пересечения плоскости, 
Х" с поверхностью Г, выделяемой в пространстве В®Н уравнением 
1(х, у) =0. Предположим, что в этой точке все собственные числа 
д" 

Ю 


матрицы имеют отрицательные действительные части. Возьмем 


два решения системы уравнений (1): 


т=2(Й, у=у (0), (а) 
х=2.(0, у=у> (1, (6) 
из которых первое проходит при = через точку (х%, у), а второе 
при & = имеет начальную точку в плоскости Х*, отстоящую от точк 
(хо, /о) на достаточно малом, но конечном и не зависящем от в расстоя-} 


нии. Тогда существует такое >, что при Ё>Ё решения (а) и (б)| 
совпадают с точностью до О (=) на некотором конечном протяжении 1: 


2: (И — 2 (1 =О(®), 

Чл (8) — у. (Й =О(?). 
При этом можно считать, что | — & | >0 при =->0. 
Доказательство леммы 1. Точка (2%, у.) является точкой 


экспоненциально устойчивого равновесия для следующей системы урав: 
нений: | 


= (х, у). (3.19.3 


Известно [см. (3)], что в этом случае существует положительно опреде | 
ленная квадратичная форма И’ (и) оти=х— х, — функция Ляпунова, —\ 
производная от которой, в силу системы, получающейся линеаризацие?! 
из системы (3.19), удовлетворяет следующему неравенству: 


5 [ИИ (о. бош < ау (и), (3.20) 


где х — некоторая положительная константа. Положим 


и (1) = 2, (1) — 2 (1, 
2 (1) = у» (1) — У: (1) 


#” 
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‚ 
|и вычислим производную функции И’ (и (1) по &. Имеем: 


С И Л = . о (&— 21) = — о И (®ь, уз) — Л (2, у1] = 


он [* (2, у) — Л (2, у») + Л (жи, уз) — Л (1, 1)] = 


яя 9—9) +35 Шу]. 


= ды' | 9% 


д И < — са фи, (3.21) 


ррииснив, 1 : . 
{и = И), |21= | Уи. 


| 


'Дифференцируя равенство ||и|? = И” (и) по Ё и используя (3.21), после 
ннебольших преобразований получим: 


ре, Е 


где а и 6 — положительные константы. Вычислим производную |||’. 


#— 9) (и — < 


ИУуш-и= 


$12 ви) |, 


|где | — некоторая положительная константа. Но 


а ; ; ь - ; : 
32 (— \1) = 87 (1», уз) — 87 (ть Уз) + 51 (2, Уз) — 87 (ть, Ул) = 


= (и) +5 те и 


Отсюда сразу получаем неравенство, оценивающее ||5 ||: 


а 
я ее и + 121, (3.23) 
де с — положительная константа. Таким образом, если ПОЛОЖИТЬ 
=Иы|, м= | (3.24) 
о для Ё и 9 мы получим дифференциальные неравенства: 
Же Ы, 
(3.25) 
47 
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Здесь а, 6, с— положительные константы, причем можно считать, что 
а. | 
Наряду с системой неравенств (3.25) рассмотрим систему дифферен- 
циальных уравнений, получающуюся, если в (3.25) знаки неравенств. 
заменить знаками равенств: 

— Ее, 


(3.26) 

4 1 
и =<& +1. 
Мы сравним функции ё и 3, определяемые формулой (3.24), с решениями ' 
системы (3.26). Для этого рассмотрим треугольник ОАВ, стороны кото- 
рого в плоскости (&, 7) выражаются следующими уравнениями: ОА : 4 = 0, 
ОВ: —@&-+9=0; АВ: 1-4 2 < (8—1) =0. | 
Докажем, что через каждую точку стороны АВ, имеющую абсциссу | 
>, где &— некоторое малое положительное число порядка О (з), 
траектории системы уравнений (3.26) входят внутрь треугольника ОАВ._ 


Действительно, производная функции 7 -- 2: (= —1), в силу системы 


(3.26), в любой точке прямой 1 -{ 2е = (& —1) =0 будет 


ую = (6+2 (тат ы)} 
` 1=—2е (Е 1) 


Эта производная отрицательна для значений >, где & находится из 
соотношения У (&) =0; легко видеть, что величина & имеет порядок | 
О (=). 

Пусть функции (3.24) 


Е=8(), 1=9() (3.27) | 


имеют начальные значения 


(№) = || 25 (1) — 2, (6) |=а, ч(&)= || Уз (№) — Ул (5) | = 0. 


Точку (а, 0) можно считать лежащей на основании треугольника ОАВ. | 
Сравнивая «фазовые портреты» систем (3.25) и (3.26), легко усмотреть, | 
что траектория (3.27) не выйдет из треугольника ОАВ до тех пор, пока | 
& не уменьшится до значения &, имеющего порядок О (®). Это значит, | 
что до тех значений времени #, при которых норма |1» (1) — 2 (#) | ста- | 
нет величиной порядка О (з), норма |у› (1) —у,(1)|| возрастет не более | 
чем на величину порядка О (=). После этого соотношения 


[|2 (#) — 2, (0) | =0(®), [у — (0 =0(®) 


сохранятся на некотором конечном промежутке времени #{ (а именно, до | 
подхода решения х= 1, (1), у==у1([) к точке срыва). Таким образом, | 
лемма доказана. 

Замечание. Время, необходимое для того, чтобы норма ||1(#)—21(1) || 
уменьшилась до значений порядка 0О\(=), можно считать величи- 
ной, стремящейся к нулю при ®->0. Более точную оценку можно | 


> “ 
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было бы получить из системы уравнений (3.26), но нам более точная 
оценка не нужна. 

Доказательство ‚ Теоремы ТГ. Возьмем некоторую точку 4 на 
траектории и, (851) так, чтобы ее расстояние до обоих концов участка 
и; (551) было конечным, не зависящим от е. Пусть И" * (4) — некоторая 
малая (но конечных, не зависящих от = размеров) (1 — 1)-мерная пло- 
щадка, лежащая на поверхности К, проходящая через 4 и в точке 4 
линейно не зависимая с траекторией и, (55,). Пусть, далее, И/* (9) — 
К-мерный малый (но конечного, не зависящего от = размера) куб с осями, 
параллельными осям Х пространства АН, и с центром в точке 4. 
Обозначим через 0*+1—1(4) произведение Г" * (4) х И/* (а). 

Пусть и‘ — некоторая траектория системы уравнений (1) с начальной 
точкой 4* 6 0*+Г1 (4), отстоящей на расстоянии порядка е от точки 0: 
о (4, 9") =О (=). Докажем прежде всего, что траектория и* вновь пере- 
сечет 0*+1—1(4) в точке 0°, причем р(а, 0°) =О(з). В силу результатов, 
изложенных в $ 2, траектория и® на некотором конечном своем протя- 
жении пойдет вдоль участка и, (651), отклоняясь от него на величины 
лишь порядка О(з). При подходе к точке срыва $, + 05$, отклонение и* 

2 


от и, (551) будет сильнее (а именно величиной порядка дез - 6 ше). 
Обозначим через Х*,з, А-мерное подпространство пространства А", 
параллельное Х* и проходящее через точку срыва 5, +851. В подпространстве 
Хз, лежит продолжение разрывного решения и, (85,) системы уравне- 
ний (2). В силу результатов, изложенных в $ 2, траектория и*, обойдя 
точку срыва $, + 85,, в дальнейшем пойдет с точностью до О (з) в неко- 
тором А-мерном подпространстве у = сопзё пространства В“"', смещенном 
относительно подпространства К ре на вектор Д, (51 851), где 
Д, (51 + 85,) — вектор смещения, соответствующий точке срыва $1 | 651. 
Так как вектор 8, имеет, как это следует из уравнения (3.18), величину 
2 2 


порядка 3, то 8$, также имеет величину порядка =3. Отсюда непосред- 
ственно вытекает, что 


А, (51 + 551) = А, (51) + о ($). 


Поэтому можно считать, что продолжение траектории и° лежит, с точ- 
ностью до величин порядка О (=), в подпространстве пространства А, 
которое мы обозначим через мы [А, ($1)] и которое получается из 
В а, параллельным смещением на вектор Д, (51). 

Обозначим через р, |-8р, точку пересечения плоскости Ха [Д, ($,1)] 
с поверхностью Ё и проведем через точку р, + 8р: траекторию вырож- 
денной системы уравнений (2). Пусть эта траектория имеет точку срыва 
5485), так что самое траекторию мы обозначим через и» (652). Образ 
85, в касательной плоскости 55 обозначим через 815», а образ 815» в про- 
странство. 5, — через 8». Нетрудно сообразить, что 


6 = [22 (8, + Д, (51)). 


Из только что доказанной леммы 1 следует, что траектория и“ после 
ухода с плоскости ыы [Д, (51)] с точностью до О (=) совпадет на неко- 
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тором конечном протяжении с траекторией и» (85.). Это совпадение 
нарушится лишь вблизи точки срыва 5» + 055: точку срыва 5» - 05» тра- 
2 


ектория и* обогнет, отклоняясь от нее на величины порядка сз + а= ше. 
Затем, по описанной схеме, она вновь пойдет с точностью до О (=) вдоль 
участка и, (553) некоторой разрывной траектории вырожденной системы 
уравнений (2). При этом из вышеприведенных рассуждений следует, что 
образом 8153 в пространстве 9, будет вектор 

Гл {Гл [6, + А, (51)] - А» (52)}, 
т. е. вектор 8.. 

Теперь для завершения доказательства теоремы Т остается лишь 
обнаружить, что среди траекторий и*, поведение которых мы только что 
описали, есть замкнутая траектория Й.. Это будет доказано, если мы 
убедимся, что обход по траекториям системы уравнений (1) порождает 
отображение (| [ — 1)-мерной площадки 0*+1(4), построенной выше, 
в себя. Но этот факт непосредственно следует из только что проведен- 
ных рассуждений и из леммы 1, если учесть, что отображение (1—1)- 
мерной площадки УГ1(4) в себя, порождаемое обходом по траекториям 
системы (2), сжато по предположению. 

Доказанная теорема | решает задачу приближенного отыскания перио- 
дического решения . системы уравнений (1), близкого к некоторому 
известному разрывному периодическому решению 2, вырожденной системы 
уравнений (2). Все вычисления проводятся эффективно, если мы сможем 
эффективно вычислить линейные отображения Г, и Г», определенные 
формулами (3.14). Но эти последние отображения эффективно определя- 
ются отображениями №, и М.. Сейчас мы кратко остановимся на вычис- 
лении отображений №, и М№.. 

Пусть 

$=2%(0, у=у(й (3.28} 
— решение вырожденной системы уравнений (2), имеющее своей траекто- 
рией участок медленного движения и, (являющийся частью траектории 
2о). Пусть участок и, пробегается представляющей точкой (3.28), когда 
: меняется от # = —& до {=0. Проварьируем систему (2) вдоль реше- 
ния (3.28), т. е. введем систему 


бы Зв: 3 
5=/ (%(8), Уо (1)) 84% + Л (20 (8), Ус (#)) 88 =0, &=1,...,А, 
0% ду8 
В Пете тих (3.29) 
Ву? = и 6 (10 (1), Уо (1) 62" 5 81 (3о (1), У (1) 88, 7=1,..., 1. 
х ду 
Коэффициенты системы (3.29) определены при —& <#< 0. На отрезке 


—#<1< — (1, где р, — малое, но не зависящее от е положительное 
число, первые Ё соотношений (3.29) разрешим относительно 82“: 


95* = 9% (1) О О ки 
Подставляя затем эти выражения для 84% в последние [ соотношений 


(3.29), получаем систему линейных дифференциальных уравнений для 
определения 81/7: 


а 9 7 & д 7 О с 
т о-в] еек (3.30) 


=> “ 
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Линейное отображение векторного пространства У на себя, порождаемое 
переходом по траекториям системы (3.30) при изменении Ё от & = — & 
до { = —р1, обозначим через а». 

В окрестности точки срыва 5$: систему уравнений (1) линейным пре- 
образованием координат (см. $ 2) можно привести к виду (2.5). В новых 
координатах &", 77 соответствующую системе (2.5) вырожденную систему 
кратко запишем так: 


Пе Чень бе, 


.. 3.31 
а ке о 


При —р1 <#<0 решение (3.28) запишем в координатах Ё и %: 


6=%(1, Ч=%(8. (3.32) 


Очевидно, функции (3.32) являются решением системы (3.31). Отправ- 
ляясь от системы (3.31) и от функций (3.32), мы получим (аналогично 
тому, как это только что было сделано для 87) систему уравнений 
для 677: 


ы 967 та 967 |; с 
ый —- | бИВ = 

Г [25 Фв (1) + =] 6, ]=1,..., 1. (3.33) 
Нетрудно подсчитать, что коэффициенты этой системы имеют при # =0 
особенности типа ———; однако от них можно освободиться введением 


И’ 
нового параметра  =УИ—#. Поэтому систему (3.33) можно решить на 
участке —р, <#<0, и аналогично тому, как было определено отобра- 
жение 4_,_›, можно определить линейное отображение О», о. Нетрудно 
сообразить, что 


М, == [+ 0 (а, РВ 


Аналогично вычисляется отображение №. . 


$ 4. Вычисление периода решения Й. 


В предыдущем параграфе было доказано, что вблизи каждого раз- 
рывного периодического решения @, вырожденной системы уравнений 
(2) существует периодическое решение 7. системы уравнений (1), стре- 
мящееся к 2 при =->0. Решение #. было вычислено с точностью до 
величин порядка О (г). Здесь будет получена асимитотическая формула 
для периода решения Й.. 

Для определенности будем считать, что разрывное периодическое 
решение 75 системы (2) состоит из двух участков медленных движении 
ил = (ро, 51), из = (рл, 52), двух участков быстрых движений 9; = ($1, р\), 
9 = (5, р»), причем $: (2.11) и $» (2., Уз) — точки срыва (ем. рис. 4). 
Пусть на прохождение участка и: представляющая точка системы (2) 
затрачивает время Т.о, на прохождение участка и» — время То, так что) 


период решения Й, будет 
То = То + То. (4.1) 
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Наряду с участками и и и› рассмотрим участки траектории 

системы (2) 
© © © 
и: (851) = (рэ Е бр», 51 + 851), из (682) = (ру + ВР, $» + 852), 
расположенные вблизи участков и, соответственно и», и имеющие точками 
срыва точки $, + 851, $, - 85», где смещения 851 и 05, определяются тео- 
ремой 1 предыдущего параграфа. При этом начальные точки р» -{ бр», 
р. + 6р: участков и, (851), и (552) выбраны так, чтобы время прохожде- 
ния представляющей точки системы (2) по траектории и! (551) было равно 
То, а по траектории и», (552) — Т»о. Подчеркнем особо, что величины 051 
2 


и 6:5. суть величины порядка О (3). «Урежем» теперь участки ил (551) и 
и (552), т. е. введем вместо них их части и, (551) = (р» 5) и и (555) = 
— = (р, 5), у которых начальные и конечные точки Ра 5", ру 5» отетоят 
соответственно от начальных и конечных точек участков и, (651), и» (653) 
на малом, но конечном, не зависящем от = расстоянии. Пусть участок 
и: (551) представляется решением 


= (1), #=1,..., 


У =: (1, 7=1,...,Ь 
системы (2), когда { пробегает отрезок & <{<, так что время про- 
хождения вдоль и, (65,) представляющей точки системы (2) будет (&Ы— В). 
Из теоремы [1 предыдущего параграфа следует, что траектория Й. содер- 
жит участок решения системы (1), представляющийся при # << Ь 
в виде 

= (а (Ь ©), 
у = (и у (6, ®), 


где 21 (&, ®) и У! (№) имеют порядок О (). Обозначим траекторию реше- 
ния (4.3) через 2. [и, (85:)]. Очевидно, время прохождения по этой траек- 
тории будет равно [№ — НО (3]]. 

Обозначим через Й. [51 - 551] некоторый непосредственно следующий 
за 7. [и (55,)] участок цикла Й., имеющий небольшую, но конечную, не 
зависящую от в длину. Как отмечалось в $2, в окрестности точки 
срыва $: |- 55, систему (1) можно привести линейным преобразованием 
координат к виду (2.5). Вдоль траектории Й. [51 + 85:] можно принять 
за независимую переменную величину & и решение 2. [5, + 8$,| предста- 
вить в виде: 


(4.3) 


и я (5% =), $ = 2, к К; 
т? = 9}? (51, 8) и 


когда Я пробегает отрезок —р<# р. Выражения для функций 
8 (2, е), 37 (Е, е) даны в $ 2. Сами функции (3.4) есть решения системы 
уравнений (2.6). 


Разобъем отрезок —р<йр точками Ёй=—а, Й=0, В = а, 
2 2 


(1 = 7, 9) = 89) на четыре части: (—р, — 01), (— 1, 0), (0, с»), (в», р). 
Время Т-р,р прохождения по участку 7. [51 + 85:], очевидно, будет 


т, ри ры ЕЁ 9 [о Ее То, 2 ых Та, р. (4.5) 


| 


(4.4) 


=” ` 
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ПНроизведем расчет этого времени. При этом мы будем исходить из фор- 
мулы 


й (#)]" 8 (&", Е" (2, е), 48 (Е, е)) а, (4.6) 


Т-р,р= 


цз 


где 8” (1, в), 94° (&, е) взяты из соотношений (4.4), а 


Е 8) — 
Е ия: = 
[см. (2.5)]. На участке —р<#й<— 
ее) ее а р 
Е: —1 
(8, е) = %(#) + эй () + = аз +0(), 49) 


ЧР (Е, е) = 10 (&') + ет: (2) + 0(®), В=2,...,1. 
Подставляя функции (4.8) в формулу (4.6), производя затем разложения 
и учитывая конкретный вид функций & (2), о (&), получим: 


Тр. = | ЗЫ, + 


—св, 


+2} [#1 — зах] 8,6, 9) +06). (4.9) 


Обозначим для краткости первый интеграл в сумме (3.9) через Т ее 
Теперь вспомним, что 
(В) = — а ше 
(4.10) 
85,8 (=), 0 (2) =1 — ме +0 (дно. 
Воспользовавшись формулами (4.10), без труда вычислим и второй 
интеграл в сумме (4.9). Таким образом, получим: 


т те [5=- ты (5 а’, + ) та, | — Зе м ОИС 


Вычислим Г... Для этого-на участке (— от, 0) перейдем к коорди- 
натам и“, 98 путем замены: 


е=рз, Я=ши, Н=рфи (1=2,..., №), 
=, = р3 (7 =2,...,Й, Верх 
При этом система уравнений (2.5) примет = (2.9), а участок (— эт, 0) 


перейдет в участок —® < <0, где в, = г Теперь, очевидно, будет: 


0 
ь п ТЫ СЕН 4.12) 
То. ео р ) ий Фу! (ил, ..., ик, ме, и) 


—@, 
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где и’ (и'), 27 (и!) взяты из соотношений (2.11) с учетом формул (2.17), а 


1 


= 1 — родий + р?В. (ит)? |... 
Ф? (ил, и? (и1),..., а (ш),..., (ил) и) пои в (в ) - 


[см. (2.9)]. Производя разложение подынтегрального выражения, после 
небольших вычислений найдем: 


0 
оо \ (5 - м)’ (1 — волил) дит - О (2), (4.13) 


где [см. (2.17)]: 
2) = — +), вби — а а +0 Ре ) 


а (и) = [3 ба @— с." (из) — 
— 5 Бе’ ш [11| — 5 ба" шв 0(4). 
Вычисление интеграла, стоящего в правой части формулы (4.13), не- 


сколько громоздко. Прежде всего перепишем ор так: 


0 


Тон? | Г (1) + 2 (0) ва (1) + Ав- (ий) — 


—©, 


— А. в. (и1)3]" (1 — роди?) аи? НО (2), (4.14) 
где для краткости мы положили 
еее — холера взамен (4.15) 


Правую часть соотношения (4.14) разобьем на слагаемые следующим 
образом: 


0 

Тцо не [- (2) вА- (18 (4 — водил) из +. 

>, 
Ч в? \ (2 (и!) (1 — водит) аи? + 


+ в3 \ (я —А. (18) (1 — водил) из + 0(е). (4.16) 


1 


В первом интеграле перейдем к переменному Ё, последнее слагаемое 
проинтегрируем по частям, а затем отнесем в остаточный член О () 
слагаемые, имеющие порядок р? или выше. Получим: 


о, о 
Па: = \ [— (#2) + 48|’ (4 — ое) Ча р? \ 2 (и?) аш — 


0 


ва | вби + [59 (1 — А (шв ++ 0(е). (4.47) 


— 


уе 
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Но, очевидно, 
0 


й [ 4 
\ 2 (ил) Фи? = 2, (0) — = + 3 в + ° (4.18) 
Далее, вводя функцию Д (и), равную нулю при —1 << 0 и единице 
при и! < —1, и учитывая ЕКО р 


ные ано (и) 
получим: 
2о (и?) ил4ил = = \ [2 (ит) ши — — а | 41 — — т [22 (ит) и1 — 
2ы о — о 


0 
А (м Л Д (м 
ааа {ат ьь Фвытон» 649 


Наконец, пользуясь (4.13) и а (4.15), нетрудно подсчитать, что 
[21 (и1) —А (ит) Е ба шо, — а шв -+0(1). (4.20) 


Подставляя (4.18), (4.19), (4.20) в формулу (4.17), получим окончатель- 
ное выражение для Т-с,о: 
0 


с Тьет | АТИ фм) — 5 ат 
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шв [5- ©} +5785, | + в о, [5 (# +57) +0(®). (4.21) 


Складывая Тр, [см. (4.11) и (4.21)], получим формулу для Т-р,0: 


2 


То Трое (0) еше | — 5. 9]+0(°). (4.22) 


Здесь О=@-- А, (инвариантное выражение для О указано в конце 
$ 2[см. (2.23)]). В формуле (4.22) через Т®р, о обозначено время, затра- 
чиваемое представляющей точкой системы (2) на прохождение участка 
(51, 5, | 551) траектории и, (551). 
Вычислим теперь То, с,. Имеем: 
<>» 
Тов, = в? (вв (4 — оный) ий + 0 (5), (4.23) 

0 
где при больших положительных значениях и1 функции 2%, 1 имеют сле- 
дующие асимптотические разложения [см. (2.17)]: 


4 й 
э(#) =О— Е -О (+) 
[234 1 
а (ит)* = (9 — 41 — е»Вь ) ши? — 5 бай шр-О (4). 


Относя в формуле (4.23) все члены порядка р?з ‘и 0(13) в остаточный 
член О (=), перепишем (4.23) так: 


То? ("Фи — рай | (о иди + в? (и + 0(®). (4.24) 
‘о о 0 


4* 
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Далее, небольшие вычисления дают: 


2 


(паи = 9 (со) — #1 (0) — — о (м) =Я— а (0) — ко Чо(в), (4.25) 


=—— 55 


обуви = | [душ — 1” фа — шв -- шо, -+-0(4), (4.26) 
0 0 


\ Пат ео В) шо. — (М -е.В8)шь 01). © 2) 
0 
Таким образом, окончательно: 


Е о! 
То, в, = №? О -{ р (0) —=+ №3 1 с (— 41 — е»Во ) + 


+ 3 шв (41 | 285) + О(®). (4.28) 
Теперь остается вычислить То, р. Подетавляя в формулу 
р 
т ` ’ 1 1 
То. р = \ (9) фи (ЕЁ. р ЕЁ, т з а (1 (4.29) 


е 


значения для &“" (7), 18 () из (2.19), после легких вычислений получим: 
З а’ 
Тов = —— + р Ш о, (41 + е/ Во) + О (3). (4.30) 


Складывая (4.30), (4.28) и (4.22), получим окончательную формулу 
пля 


и 
Тр, р = То 83 о-++ше[-50+34+31] +04. (4.31) 


Число О не зависит от системы уравнений (1). Оно определено формулой 
О = 2% (со). Инвариантные выражения для величин О, а, Ё были указаны 
в $2 [см. формулы (2.22), (2.23), (2.24)]. Эти коэффициенты зависят 
от значений правых частей уравнений (1) и их нескольких производных 
в точке срыва $, --85:. Но с точностью до 0(=) выражение для Т-р,р 
останется тем же, если вместо О, 4, Ё, соответствующих точке $; - 45:, 
взять величины, соответствующие точке срыва $1; мы снабдим эти коэф- 
фициенты индексом 1: О\, а1, А. 

Итак, получено выражение для времени 7* р, затрачиваемого пред- 
ставляющей точкой системы уравнений (1) на прохождение участка 
а [$1 - 9511: 


2 
Тр = То 0+ ШО, 24. ТО. а 


Напомним еще раз, что 7"% ,— время, затрачиваемое представляющей 
точкой системы (2) на прохождение участка (51, 51 2 851) траектории 
и1 (651). 

Аналогичные вычисления можно провести и для участка Я. [32 -Р 855] 
цикла й. и получить для времени, затрачиваемого на его прохождение, 
формулу: 


2 
Рю. 9+ + еше[-— 0, + 24, + 2%] +0()._ (4.33) — 


„> “ 
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Возьмем теперь участок траектории 2., непосредственно примыкающий 
к участку 0.[5: +051], лежащий с точностью до О (=) в плоскости 
аа [Д ($,)] и кончающийся в некоторой точке О на небольшом, но ко- 
нечном, не зависящем от = расстоянии от точки пересечения плоскости 
ия [Д (51)] с поверхностью Р. Легко убедиться, что на прохождение 
этого участка представляющая точка системы (1) затрачивает лишь время 
порядка О (е). 

Участок траектории Й. небольшой конечной длины, начинающийся 
в точке 0 и кончающийся в некоторой точке Е, обозначим через 7. [Д, Е]. 
Лемма 1 предыдущего параграфа позволяет взять точку Е [с точностью 
до О(=)] на траектории и» (855) (которая составляет один из участков 
медленного движения разрывного цикла 2.). Возьмем теперь траекторию 
рожденной системы (2), начинающуюся в точке Г’ пересечения 
плоскости ХА. в, [Д (51)] с поверхностью Ё и рассмотрим участок этой 
траектории и, (0’, Е) с началом в точке О’ и с концом в точке Е. Участок 
и. (В, Е) можно считать} частью траектории и, (255) (или ее продолже- 
ния и» (55) на ‘поверхности РЁ). По лемме 1 предыдущего параграфа, 
на прохождение участков 7. [), Е] и и. (О’, Е) нужно одинаковое время 
[с точностью до О($)]. 

Вычислим в первую очередь время *., необходимое на прохождение 
участка и. (О’, р, + 8р:) траектории и (55>), где р. 0р, есть образ при 
отображении М, (см. $ 3) точки $5 + 855. Это время может быть как 
положительным, так и отрицательным. Нетрудно сообразить, что оно равно 
(с точностью до величины порядка О (=)) времени, затрачиваемому точкой 
8, + А (51) пространства У на переход в плоскость' № "5, при движении 
с постоянной скоростью 2(р:). Плоскость 9. определяется в простран- 
стве У ковариантным вектором = (511,..., 211), соответствующим 
точке срыва 5». Координаты этого вектора мы вычислили раньше [см. фор- 
мулы (3.8) и (3. и Легко 'проверить, что образ плоскости 5. при 
отображении М, ‘определяется ковариантным вектором 5’ = он, 
координаты которого связаны с координатами ›и; формулами 


Ша = ПШ, (4.34) 


5 кл ЗИ т 
где числа из определены матрицей преобразования №, : ||| = || № ||. 
Элементарный расчет показывает, что 


ЕО + 0(6). (4.35) 
Но 
5" - в (1) = М "8 (р1) = 0-8 (53) =1 
и 


2’. (81 А (51)) = о." (5, НА (51)). 


Поэтому окончательно 


5: = 0-51 (8, + А ($)) + 0(®). (4.36) 
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Аналогичный участок траектории можно рассмотреть в окрестности 
точки падения р» и получить для времени т›, затрачиваемого на его 
прохождение, формулу: 


у = и. М1 (8, + А (54)) + 0(®). (4.37) 


Принимая во внимание формулы (4.32), (4.33), (4.36), (4.37) и произ- 
водя небольшое геометрическое рассмотрение, получим без большого 
труда окончательную формулу для периода Т. цикла #.: 


И (4.38) 


где Т, — период цикла Л, а АТ Ги АТ? имеют следующие выражения: 


2 
АЕ = ое ше [5 (— +24, + 2%) | + «+0() 
(4.39) 


2 
АТ с О еше[+ (— 0, + 24, + 2%) | ++ 0(®). 


Входящие в эти выражения величины ();, 4;, Ё;, ©, 8; ((=1,2) зависят 
лишь от значений функций Г и 87 в точках $1, ри, 5», Р». Их эффектив- 
ные выражения даны в $ 2 [см. (2.20), (2.22), (2.23)] и в $3 [ем. (3.18)]. 
Таким образом, формулы (4.38) и (4.39) позволяют вычислить период 
цикла Й., не решая системы уравнений (1). 
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А. А. КИСЕЛЕВ и 0. А. ЛАДЫЖЕНСКАЯ 


О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВЯЗКОЙ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ * 


(П редставлено академиком В. И. Смирновым) 


В работе исследуются краевая задача для нестационарных нелиней- 
ных уравнений вязкой несжимаемой жидкости (задача (1)) и близкая ей 
задача (2). Даются новые, отличные от классических и ранее предложен- 
ных постановки этих задач. Доказываются соответствующие им теоремы 
существования и единственности. Устанавливаются априорные оценки реше- 
ний этих задач и исследуются их дифференциальные свойства. 


В настоящей работе исследуется задача о движении вязкой несжи- 
маемой жидкости: 


д я до 5 
г — "А Ха = РАЦ 8), 
К=1 м (1) 
Ф1уз = 0, |5 =0, во =а 


и первая краевая задача для системы 


=) ь е 
де я Ор Е 
ПЕНН би. = (т, 2), 
Е м. И (2) 
5 =0, | =2 


в ограниченной области © изменения 2 = (21, 2, 13) с неподвижной 
границей 5. 

Методы исследования, данные в работе, применимы и к несколько 
более общему случаю, когда в системы введены члены, линейно завися- 


щие от вектора © и его первых производных по 2х. Так как учет этих 
членов не представляет никакого труда и лишь загромождает оценки 
несущественными слагаемыми, то мы эти члены в работе не рассматри- 
ваем. Случай бесконечной области © допускает близкие рассмотрения. 

Задаче (1) посвящена большая литература, из которой мы отметим 
работы ТГ. Гегау’я (3) — (5) и Е. НорРа (°). Трудности на пути отыскания 
классического решения задачи (1) и опасения, что может быть эта задача 
и не имеет в «большом» такого решения, заставили искать другие «обоб- 


* В настоящей работе дается полное доказательство утверждений, опубликованных 
в работе (1), и вывод априорных оценок для задач (1) м (2), полученных Ладыженской, 
на-которых базировались работы (1!) и (°). 
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щенные постансвки задачи (1)». Это видно как в работах (3) — (5), так 
и в работе ($). 

В настоящей работе, как нам кажется, впервые дается ответ на один 
из основных вопросов, связанных с задачей (1), именно ответ на вопрос 
о том, в каких функциональных классах задача (1) имеет решение и 
притом одно. Нами рассмотрен ряд случаев. В одном из них, когда 
обобщенное число Рейнольдса в начальный момент не превосходит неко- 
торой постоянной, показано, что решение существует и единственно 
во все моменты времени #>0. Если же на начальное возмущение ника- 
ких ограничений, кроме некоторой гладкости, не наложено, то существует 
единственное решение задачи до некоторого момента Т, величина которого 
оценивается снизу через данные задачи. Нам кажется, вопреки выска- 
зываниям других исследователей, занимавшихся этой же задачей, что на 
самом деле такое решение существует и единственно для всех #>.0. 

Относительно задачи (2) доказывается, что она имеет единственное 
решение при всех #>0 в смысле тех постановок, которые даны в $ 1. 
В частности, легко перечислить условия, при выполнении которых за 
дача (2) имеет классическое решение. 

Решение задачи (1) «в малом» (в смысле, близком к постановке 3 $ 1) 
получено недавно еще одним методом в работе С. Г. Крейна (7) на основе 
развиваемой им теории нелинейных операторных уравнений. 

В настоящей работе мы используем следующие обозначения: 

О — ограниченная область трехмерного пространства х = (21, 2, 23). 

От =оХ [0 <Е<Т!] — цилиндр в пространстве х, #. 


— 


Ф — вектор с компонентами (51, %., 93); 


(ыо) =\и.гак, [в] (и); (*) 
о 
Г» (©) — гильбертово пространство вектор-функций г со скалярным 
произведением (*). 


И’; (0) — гильбертово пространство вектор-функций 5 со 


скалярным 
произведением 


з 


(и, и = р а.) в (и, 5), 


&=1 
где 
т ди 
И 9%, ы 


Аналогично определяются 


[2 (От), И’ (От). 


0 
т 
И’; (0) —подпространство И. (0), плотным множеством в котором 


являются все непрерывно дифференцируемые векторы, равные нулю в по- 
граничных полосках. ` 


„> ^ 
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Всюду В работе мы опускаем значок суммирования по индексам, 
3 


встречающимся в произведении дважды; так, вместо Уши, мы пишем 
5 К=1 
2х, ит. д. 
$ 1. Постановка задач. Теоремы единственности 


Последнее десятилетие показало, какое большое значение при иссле- 
довании задач для дифференциальных уравнений имеет выбор того класса 
функций, в котором ищется решение, а в связи с этим и той формы, 
в которой следует удовлетворять всем условиям задачи. Для разыскания 
решения задачи выгоднее брать более широкий класс функций, например 
обобщенные функции. Однако, если иметь в виду сохранение теоремы 
единственности, этот класс функций, вообще говоря, нельзя «неограни- 
ченно» расширять. В нелинейных задачах ограничения на класс функций, 
среди которых ищется решение, обусловлены еще и сложностью, а иногда 
и невозможностью определить нужные действия над функциями взятого 
класса, не выходя за его пределы. Выбор класса функций, в котором 
исследуется задача, неоднозначен. Нередко он диктуется методом иссле- 
дования. Но во всех случаях класс должен быть выбран так, чтобы 
в нем возможно было установить теорему существования и теорему 
единственности (если, конечно, последняя имеет место в классической 
постановке или обусловлена сущностью задачи). Этим требованиям уда- 
лось удовлетворить при исследовании линейных задач математической 
физики [см., например, (3), (14)] и лишь в единичных случаях при иссле- 
довании нелинейных задач [см. (3), (15)]. Мы приведем здесь три поста- 
новки задач (1) и (2). 

Постановка 1. Обобщенным решением задачи (1) назовем вектор- 
функцию 5 (т, #), имеющую обобщенные производные из [., (От) первого 
порядка, суммируемую с четвертой степенью по любому сечению От пло- 
скостью #=6015%, 


\ > 01 (т, #) 4х < с0п8, 
о 


и удовлетворяющую условиям 


4192=0, 2|5=0, 5. =а (3) 
и тождеству 
и = = = - 
д 95 ОдФ ФА а а 4 
о ‹“) 
оз 


при всевозможных Ф из 1» (От), для которых 
22 61. (0т), 4Ф=0, Ф| -=0. 
А 


Постановка 2. Обобщенным решением задачи (1) назовем вектор- 
функцию (т, 1), имеющую обобщенные производные из Г» (От) вида 
= 
| и все подчиненные им и удовлетворяющую тем же условиям, что 
29%; 
т 


и в постановке 1. 
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Вследствие приводимого ниже неравенства (6), обобщенное решение 
в смысле постановки 2 является обобщенным решением и в смысле по- 
становки 1. Обратное, вообще говоря, неверно. В данной работе мы до- 
кажем теорему единственности в смысле постановки 1 (а следовательно, 
и постановки 2) и теорему существования обобщенного решения в поста- 
новке 2 (а следовательно, и в постановке 1). 

Постановка 3. Обобщенным решением задачи (1) назовем ограни- 


ченную измеримую вектор-функцию 5(х, 1), имеющую обобщенные произ- 


= 


д 
водные из Г» (От) вида = и удовлетворяющую условиям 
р 
Ффуе = 0, 5 =0 


и тождеству 


Т —. ый е -. 
[- 0Ф _ 4% дФ ра >: кь 
[5 г то. 0)42=0 (5) 
032 


при всевозможных Физ (От), для которых 
а"Ф=0 Фр, =0, Фр. =0. 


Обобщенное решение д задачи (2) во всех постановках определяется 
аналогично, лишь вектор-функции Ф в тождествах (4) и (5) не обязаны 
а 
удовлетворять условию УФ =0. 


Выполнение условия 5(х, #) | =0 понимается везде в том смысле, 


что 9 принадлежит замыканию в норме 


Ц Ув, ага!) 


множества всех непрерывно дифференцируемых векторов и (х, #), заданных 
в цилиндре От и равных нулю вблизи боковой поверхности этого ци- 


- 


2 
2 


линдра. Начальное условие 5 _ — а удовлетворяется так, как это при- 


= 


0 


суще функциям, имеющим обобщенные производные из [5 (От). Во 


Г 
[2 
всяком случае, 


|2 (2, #) —@(2)|-—>0 при #—>+0. 


Справедливость тождеств (4) и (5) достаточно проверять лишь для гладких 


— 


функций Ф указанного типа. Если решение оф задачи (1) в одной из по- 
становок имеет обобщенные производные из Г, (От), входящие в уравне- 
ние (1), то оба тождества можно интегрированием по частям привести 
к виду 
Чй = => 
дь + Дании г. 
ое Фаза: + \(©—а).Ф 4% = 0. 
01 9%} ` ) {==0 
о8 


о 


=” 


НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 659 
ет 
На основании теоремы, доказанной Вейлем (11) и С. Л. Соболевым 03), 
согласно которой вектор, ортогональный всем достаточно гладким солено- 


идальным векторам Ф, равным нулю вблизи границы 5, является гра- 
диентом некоторой функции р, заключаем, что наши обобщенные реше- 
ния удовлетворяют всем условиям задачи в виде (1). Верно и обратное, 


если функция © удовлетворяет всем условиям задачи в виде (1), т. е. 
имеет обобщенные производные из [»(0т), входящие в уравнения (1), 


удовлетворяет уравнениям. (1) почти всюду, а равенствам |5 =0 и 


— 


о —= а —так, как ей предписывают теоремы вложения С. Л. Собо- 
лева (13), и если вгаа р Е Г, (От), то она удовлетворяет обоим тождествам 
(4) и (5). 

В этой главе мы покажем, что для всех постановок имеет место 
теорема единственности. Больше того, из приводимых ниже доказательств 
будет следовать, что если функции о удовлетворяют указанным в поста- 
новках 1 или 2 условиям, но тождество (4) справедливо для них лишь 
при Ф, принадлежащих к какому-либо линейному множеству 9%, состав- 
ляющему часть указанного в постановках множества, то таких функций 
2 в множестве ЭЙ не больше одной. Аналогичное усиление имеет место 
и для теоремы единственности в постановке 3. Единственность сохра- 
няется в любом линейном подмножестве 95 указанного в постановке 


3 множества функций 0, если тождество (5) справедливо для функций Ф 


множества 9, полученного из функций и множества Э\ при помощи 
следующей операции: 
0, 0 < 
ых + 
Ф (2, #) = Е. 
а в (а, ®) 4%, и 


ь 


Нам понадобятся два неравенства, которые выводятся из рассмотрений 
С. Л. Соболева (13). Первое из них — 


Е 3 р 
4 2 


(\ и^ (2) =) о. (15 Е аз) й (6) 


`а аК=1 


справедливое для любой непрерывно дифференцируемой функции и (2), 
равной нулю вблизи границы 5 области © трехмерного пространства 
д = (21,7.,7з), следует непосредственно из теоремы вложения С. Л. Со- 
болева. Постоянная с, определяется лишь размером области © и не за- 
висит ни от и, ни от гладкости границы 6. Поэтому неравенство (6) 
выполняется для всех функций, полученных в результате замыкания 
этого класса функций и в норме, определяемой правой частью неравен- 


0 
1 
ства (6). Мы обозначили этот класс через И» (0). Если граница области 5 


0 
кусочно-гладкая, то Й’: (0) состоит из всех квадратично-суммируемых 
по О функций, имеющих обобщенные производные первого порядка из 
1» (©) и стремящихся в Г, (5) к нулю при подходе к границе. 
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Второе неравенство — 


т 


(1:1 а=)* < бае+ У ша 


оК=1 


г) ‚ Ж= (21, 2, 43), (7) 


— справедливо при любом => 0 для любой непрерывно дифференцируе- 
мой функции и, если граница области © — кусочно-гладкая. Постоян- 
ная с. зависит от О ие, причем с.->со при е-»0. Если функция и 
вблизи границы равна нулю, то никакой гладкости границы требовать 
не надо, и постоянная с. зависит: лишь от в и размеров области ©. Так 


что, в частности, для функций и из т (2) неравенство (7) справедливо 

при любой области О. Ради полноты изложения приведем здесь вывод. 

неравенства (7). Мы докажем его для непрерывно дифференцируемых 

функций и, равных нулю вблизи границы, а тем самым и для всех 
0 


ив И’; (0). Продолжим и нулем вне О, заключим О в куб О, разобъем 


этот куб на равные маленькие кубы со стороной 46 и покажем, что для 
т 


любого из таких кубов ©; справедливо неравенство (7) с ==с64, где 
с — абсолютная постоянная. Если это уже сделано, т. е. если доказано, 
что 


1 


( ма) \ [11| ах + ев* ( о. а), (8) 


85 85 $5 К 


то, возводя обе части равенства в квадрат и суммируя их по всем куби- 
кам О; из О., получим: 


С рев Уи < 2‘ (|и| 42) + рез» | Уи 42. 
К 8 


а 


1 
Возведя обе части неравенства в степень о убедимся в справедливости 


1 
— с’ =— — 
неравенства (7) с постоянными с. = И? 5 И == У? с5*. 


Итак, нам осталось доказать, что для куба О; со стороной 48 и 
произвольной непрерывно дифференцируемой функции и(х) справедливо 
неравенство (8). Для этого воспользуемся интегральным представлением 


С. Л. Соболева для функции и, которое применительно к интересующему 
нас случаю будет иметь вид: 


в ой а ВВ 
ие =} вау Уовтеы "чм 


ты ме 1 а 
(ее) вар] дуже, + —— \-=- и (2, У) Фи, (у) 4у= 


==с, + @@). (9) 


=” 
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Здесь функция © определяется равенством 
| 2 


У 
[9—8 › Гу | 


ехр — 
0, |У| > 8, 


ъ (у) = 


а число 


Нетрудно видеть, что для ®,(х, У) справедливо неравенство 


| чик (2, У) | <с°. 


Оценим м 4х, исходя из представления (9): 


75 
ска» < 1. (48) рае [А 


95 25 
= (2) 4х < (> -”) Г ( у а т 


95 К 


Внутренний интеграл оценим по неравенству Гёльдера: 


вЫ 


25 95 


Из этих неравенств следует неравенство (8). 
Возвратимся к интересующим нас теоремам единственности. 
ТЕОРЕМА 1. Задачи (1), (2) могут иметь не больше одного обоб- 
аценного а. в смысле постановки 1 и, тем более, постановки 2. 


Пусть фи ©’ — такие решения задачи. Вычтем из тождества (4) для 


2. тождество (4) для у’. В полученном равенстве положим 


Ф [5 -и=и для О<ЕЗИ, 
ет для ЗЕ <«Т, 


в результате чего получим: 


1 = 

О ди ди ди к 
МЕ: и у д, ды — (в +0 ша, 
02 
или, учтя, что @1у9 = 0, 


ь ь ОЙ 


+ |8 (2, а ВУ ха — ый в =, 4х4 =0. (10) 
ок р оо 
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Для оценки последнего члена воспользуемся неравенством (7) и соотно- 


шением: 
\ УФ‘ <а 
Ок 
Обозначим 
В 
2 
( и - =э(0; 
ок 
тогда 


а, 5 1, 


\ ик эр ат <«\ И {Уч И \Х7ееое< 


< |6 УШИ + ны 
о оф 


0 
ь 


<<) [+ т (№ и | в 4 < 
: а 


0 


Е ь пл. 0.6 = 
< [2ы ры |2 
0 

где г — любое положительное число. В силу этого неравенства, из (10) 


следует: 
ы 


5 ить БУВ 904 < 


< орет В иае]а- 


0 


У 
Возьмем в = —. Тогда 
4сз 


ы ь 


(о, БР «а | | (04 


0 0 


откуда уже известным путем выводим, что || и =® м. е: э=х, и 
теорема доказана. Единственность задачи (2) устанавливается анало- 
ГИчНо. 

ТЕОРЕМА 2. Задачи (1) и (2) могут иметь не более одного обоб- 
щенного решения в смысле постановки 3. 


Для разности решений и=Фф—®’ из тождества (5) следует: 


т 5 
- Ф ди ЭФ 

\( и: — У =. де ++ (ока’ + шо) 5 Ога 0 (11) 

ой 


Отсюда мы выведем равенство нулю вектора и тем же способом, каким 
это сделано для линейных задач в книге (14), стр. 129—134. Именно, в 


качестве Ф возьмем 


> 


> 
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Ф(х, = 


Тогда равенство (11) можно преобразовать так: 


ь 


а = х%, + „ФФ, + "ФФ, Е — 
оо 
ь 
= \ УФ? (2, 0а Ф? ФФ, + 
=. УФ», ( (х, ›а® + \ [2 +%-. Ф», | °’ФиФ,,, | 4х 4, 
ок 02 
откуда легко заключить, что 
ь 
\УФы» 0) 42 < т (=, ата, (12) 
оо 
где с — постоянная, определяемая только у и тах | й |. Введем вместо 


Ф(х, г) вектор-функцию 


{ 
Ф (а, = ие, <) ал. 


0 


Очевидно, 


1 ь О. 
Фе, = Ди (=, 5) — \и(2, )4 = (а, И — Ч (а, Ь). 


( 0 


Подставим это выражение для Ф в неравенство (12): 


к = 
Е (2, в) ат < с \\ У [Фь(, И — 4, (а, раз < 
ОА 052 К 
Ь 


о и) Ч? (2, 2) аеа+. 
ок 


оо 


Величина {, была взята пока произвольной. Будем теперь считать, что 


НЕ [о, 4]: тогда из последнего неравенства следует: 


откуда уже обычным приемом выводим, что ф, а 


ы 


ЕС 1) 45 <4с уч, ©, р ага, (13) 
ок 00 к 


следовательно, и и 


равны нулю для Ц 6 Го, 4: Так как постоянная с определяется лишь 


р 4 1 1 3 
» и шах |0|, то, повторяя наше рассуждение для Ё6 [= >| [5=, =] 
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ит. д., мы через конечное число шагов установим, что и==0. Теорема 
доказана. Доказательство теоремы для задачи (2)— то же, что и для 
задачи (1). 


$ 2. Априорные оценки для решений системы (2) 


Возьмем цилиндр От = Ох[0, Т] произвольной высоты Т. В нем мы 
получим априорные оценки решений системы (2). Для системы (2) имеет 


место «принцип максимума», который позволяет установить оценку 1 >|. 
Именно, справедлива 

ЛЕММА 1. Для классических решений системы (2) в цилиндре От 
справедливо неравенство: 


3 -- = 
5, от=И У, 9 < шах [ев 0 08 (9) «о 
=1 : 
(44) 


при любом «>0. 
Действительно, для вектора и (5, #) = (1, е“, в силу системы (2), 

справедливо равенство: 

ди? 


4 дл 
0: дх к 


- - Я = _ - 
— —\ . —— 2 — . ежа { |< 
5 УЛи-и -- 5 9% миа 7-е. (15) 
Рассмотрим точку Р максимума и? в О,. Если она лежит на основании 
или на боковой поверхности цилиндра, то утверждение леммы очевидно. 
Если же Р находится внутри цилиндра (0, или на верхнем основании 
его, то в этой точке 

ди? ди? ыы р аи» 

20, 3„-=0, —и-Аи= Уш,, — А (1) >0; 


1, К 


следовательно, из (15) получаем: 
аи Ти, 
откуда легко усмотреть справедливость неравенства (14). 


ЛЕММА 2. Если решение системы (2) имеет обобщенные производные 
из [» (От), входящие в систему, то для него справедливо неравенство: 


4 < с», (16) 


где с. — постоянная, зависящая лишь от ъ, Т, с, \ ИЯ 42. 


о 
Действительно, из системы (2) имеем: 


(1, 8) = ле | ® 2 + "> 
ы к 


2 > г 
г (чо, в); 


85. 
д, 


=”. 
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но тогда при произвольном => 0 справедливо неравенство: 


0%, 


а - 
а 82 


< Бо о с пл. ы ЕН. (47) 


У 
Возьмем в —-, ; Тогда из этого неравенства и из неравенства (14) лег- 


ко выводится требуемое неравенство (16). 

Только на основании оценок, данных в леммах 1 и 2, мы в $ 4 до- 
кажем существование решения задачи (2) в постановке 3. Для дальней- 
ших исследований свойств решений задачи (2) оказываются полезными 


оценки _ и других, более высоких производных 2. Мы получим их 
здесь для производных второго порядка. Относительно же оценок более 
старших производных заметим, что они проводятся почти так же, как 
в наших более ранних работах по линейным задачам [см. (214), (3)]; не- 
линейность не играет при этом никакой существенной роли, а основным 
элементом оказываются оценки для эллиптических операторов [см. (14), 


стр. 883—101, (15), (11)]. 


ЛЕММА 3. Если решение системы (2) ограничено какой-либо констан- 
той с, и имеет обобщенные производные из Г» (От), входящие в уравне- 
ние, то 

: 
(а, ОР и <, «ЕТ, (18) 
Г: 0 
т 


где с. — постоянная, зависящая лишь от у, Т, с\, \ | м аи > | ах |2. 
о р: 


Для доказательства рассмотрим равенство 
= = = У а = = = 
(Да) = | | + | рирььвиае (19) 
к Е) 


Так как 
Ок | < с, 


то из (19) легко выводится неравенство 
= у а = 
р № [2 < 
р 


<УЗа (=5 ты || 1") + а Е, 
к 
1 


где = — любое положительное число. Возьмем $ = 2у8. р 
Ст 


тогда послед- 


нее неравенство примет вид: 


+ | вы" < 84 5) о Р-- | 


21 


са” 
к 


Из этого неравенства мы выведем утверждение леммы, если воспользуем- 
ся тем, что из 


44 су) +800, 9>0 @&>0, 820, 


5 известия АН СССР, серия математическая, №5 
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следуют неравенства: 


у (0 < ы (0) + (в (<) == Е 


1 


уда < 


о 


о ({—т) РЕВ ИЕ 


ро 


ЛЕММА 4. Для решения системы (2), удовлетворяющего условиям 
леммы 3, справедливо неравенство 


1 
Узи Хрен 424 < (о 
(о  ) 


где постоянная с. определяется лишь у, Т, с, \ ПА РАЕ, У | ах, ||? ш об- 


ластью ©. 
Эта лемма доказывается так же, как это сделано в наших работах 


по линейным параболическим и эллиптическим уравнениям [см., напри- 
мер, (18)]. Мы имеем: 


т 

ий а = Ц +145? — 2 бь 45) + [= -- 

о 0 

—- 22, око) — 2 (д, ибн | а 
отсюда следует: 
Т 
Дибе+ "119 ау он (, О | о 

0 


ее 
+1 вы Ре А [1+ 17 
К 0 


1 у? 
где = — любое положительное число. Выбирая в = шш (=, >. =>) и ис- 
5 5 


пользуя неравенство леммы Ю И неравенство 
Ук < || Дэ | 
0 


(постоянная с определяется только областью О) из работы (15) [вывод см. 


в работе (14) или (17)], мы убеждаемся в справедливости доказываемой леммы. 
Приведем вывод еще одной оценки. 


ЛЕММА 5. а решение задачи (2) имеет обобщенные производные 


д 
из [о и Е 
(От) в да 5. аа  `9гдзндт; и все им подчиненные, то 


@ < Ст, (21) 
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т 
где сз определяется лилиь сл, сз, Т,ъ, |1и(т, 0) |, \ | Я |2 4. 
0 
Для доказательства рассмотрим равенство 


: 


Г 
\@ь 7) @= У (12) @ = 


- 


Оценим в нем последний член, используя лемму 1 и неравенство (7): 


мые 2 а я: 
| пе УХ | аыь В (о Эардь г) 4. (22) 
Е 


| (ееы)ь 9) <И о Уи ТИ аа + 
Е 


ЮО] 
Чаи | | < 
Е 
> и ЕТ = и 
< "у 2 || эхх | [25 пло |2 Р- 2? У | их, ы тя 
5 й ; м 
На У ом И, 
Е 


где е — произвольное положительное число. На основании этого нера- 
венства, из (22) следует: 


1 1 ее 
У ок 8 < \ [1 |7 Е У в |. 
Сы КДИ +У И У! 


[2 пл О |2 + 252 У || 2ыь ы Ча У И | 4. 
Е К 


Ия 


Если воспользоваться оценкой (18) и неравенством Коши, то последнее 


неравенство дает: 
1= 1 


1 р к е. 
 Ибиие < ([-зе+--1И+ 
0 


1=0 ок 


1 = 
5 | 


2 
с .3 


+ УЗс, в пло || #8 26? У [| 9ыь ы о Уи |9 те 
К. 


к 

Отсюда уже легко заключить © справедливости доказываемой леммы, 
ое У 

если взять е, удовлетворяющим условию 2? Ус =-—, и еще раз ис- 


пользовать неравенство (18). 
$ 3. Априорные оценки для решений системы (1) 
Предположим, что решение системы Х 
[ле == и — УД - 9кох, = — та р - 7, 


р => Е” р; 
@уо=0, 98=0, 915 =а 
5* 
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существует и имеет обобщенные производные из Г.,(От) вида 9х,х, и 
все подчиненные им. Тогда для него справедливы два равенства: 


Ии=-- пор» о || (23) 


и 


> - а а < 
(л, э) = к | |» 5 | т | + + оке, (24) 
и 
которые легко выводятся из соотношений (1). Обозначим 


$* (1) Е 2 | т (2, 1) | 
Е? (#) = 5 || 2ых (%, #) [Р. 


Будем в дальнейшем считать, что функция © удовлетворяет  следую- 
щим условиям: 


а) для функции о существуют функции ©(1), Е (1) и = | |? для # 
из [0, Т], причем $ (1) непрерывна,_а РЁ? (1) и — | | суммируемы по 
Лебегу на [0, Т]; 

6) функция о удовлетворяет равенствам (23) и (24). 

Для такой функции о получим ряд оценок. 

ЛЕММА 6 *. Для функции о, удовлетворяющей условиям а) и б), 


справедливы неравенства: 


12 (2 < 12 (9) | + И @, 9) 14%, (25) 
|2 (2 < 


ый ы { к ке ы 2 
«Иена 1 иак+2 ({1714-- (26) 


0 


Обе эти оценки легко выводятся из равенства (23). Действительно, 
из (23) имеем: 


и 


так что или |10(2, 1 =0, или 2-й 51 <| т ) |. Но Н2(, 2) | есть 


непрерывная функция &, поэтому из этих неравенств следует, что 


122 9 < пи 


* Утверждение этой леммы хорошо известно. 


И 0 
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Интегрируя, далее, (23) по Ё от 0 доЁёи используя последнее неравен- 
ство, убедимся в справедливости (26). 


Для доказательства нижеследующих лемм мы воспользуемся приве- 


денными в $ 1 неравенствами: 
1 


—— 
2 
) 


( в —_ ( х и.) ив 0, (6) 


о 


т 


(ом ее д." е) 
) | 


о Ок 
справедливыми для произвольных функпий и и любого => 0. 


ЛЕММА 7. Если 5 удовлетворяет условиям а) и б) и если 


па - |2 (2, 0) || и 
И НЕ в = УЗе, (27) 


и } =0, то для всех [>.0 имеют место оценки: 


12 О аН, + <УЕИ пая 0, 
(28) 


1 
21| 2? (<) ак < || (а, 0) |. 
0 
Доказательство. Последний член, входящий в равенство (24), 
оценим при помощи неравенства Гёльдера и неравекства (6): 


№ ох ах 


<УЗ/ |Уие< Ве Ф(Й = ВЕ? (1) Ф (1. 


И '_ (рые)? 4х я < 


о № 


И ы 


Тогда из равенства (24) будет следовать: 


т 1? + (— В (2)) Е* (4) < 0. (29) 
С другой стороны, равенство (23) дает: 
и ера ое < |2 (а, ) [а ДП (80) 
| О 
12 (2 0) < [1 
так что 
ое И Па, 91. (31) 


В начальный момент, в силу условия (27) и последнего неравенства (31), 


›— в >В И аи 9 =12>0. 
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Так как функция у — Во (#) непрерывна при #>0 и положительна вточ- 
ке # =0, то может быть одно из двух: или она положительна для всех 
>20, или существует такое Т, что при {< Т она положительна, а при 
1 = Т обращается в нуль. Покажем, что второй случай невозможен. 
Действительно, если 


у— В+ (1) >0 (32) 
при Ё 6 [0, Т), то для таких & из (29) следует, что 1 р о жа 
|154 (2, #) < (, 0) 1. 
Но тогда из (31) имеем: 


в <7ЕИ ан. ий (2, 0)|. (33) 


Это неравенство, в силу непрерывности х, справедливо и при & =Т, 
следовательно, 


»— вест) > — УИ, |= 120. (34) 


Но это противоречит нашему предположению, что у — ВФ(Т) =0. 
Итак, неравенство (32) имеет место для всех #>0. Но тогда справед- 
ливы неравенства (33) и (34), а в силу (29), и неравенство 


ани 
ата ПенР:-- (0 
Отсюда следует: 


а 
27| (5) 44 < | (а, 0) 


и лемма доказана. 


ЛЕММА 8. Если для © выполнены условия а) и 6) и если 


(и + Та) (ох НЕ, 1+ | № 14) < 7 
(35) 


то при (6 [0, Т] имеет место оценка: 


ТГ = 
ее" МУ 
‚ у? — ВА 


«|| У (15 ;, ол 17 й| а) +11 2 (2 оу == (36) 


Прежде всего примем во внимание, что из равенства (23) и леммы 6 
вытекает неравенство (25) и следующее неравенство: 


976) < (а, И |, Эра, | < 


<» |+ и 9 [и + ина. (37) 
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`С другой стороны, из равенства (24) и полученной выше оценки для (Г) 
следует равенство: 


(у — ВФ (1) РО и — И = Ия (ИИ На, 


которое мы только усилим, подставив в него вместо Ф() оценку (37): 


В (0 Ее |, 0 | (ПИ, Эа, 91), — (89) 
где 
в0-›—у` | вах 0, 9+ 1. (5) (зач ия 4 В 


Вследствие условия (35), В (0) >0. Функция В (1) непрерывна при #> 0 
и монотонно убывает с возрастанием #. Оценим снизу промежуток изме- 
нения {: 0%2< Т,, в течение которого сохраняется неравенство В (1) >> 0. 
Пусть В(0 > 0 при [Е [0, Т,) и В(Т,) =0. Тогда для Е6[0, Т,], в си- 
лу (38), имеем: 
ИЯ > ее 

ое, 9 (1, Эа 91, 
| 
` откуда вытекает, что 

! 
|, О, О Иа. (39) 
| 0 
Поэтому для #6 [0, Т.] 


в0>»- 7 |= ИЯ (а, 0) |+ АИ а" ||| +1" 


| (40) 


Если учесть теперь условие (35), которое можно записать в виде 


1 
у—В 2А>>0, 
то из (40) получим: 


1 
В(Т)>у—В 2А>0. 


С другой стороны, В(Т,) =0 и В(1) есть монотонно убывающая функ- 
ия {; следовательно, Т, >>Т. Итак, мы ‘установили, что для ЕЕ [0, Т] 


ВОВА 0: 


Поэтому из (38) и (39) следует, что, 


ни т р [. 
РЕНО * 4) (0 <\ 24 < 
2 ! 
«ие [75 о -+ ЦИИ «8 ] 46 


0 0 


о из этих неравенств вытекает утверждение нашеи леммы. 
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_ Рассмотрим, наконец, общий случай, когда на начальное возмущен 
И 7 не В никаких ограничений малости. Справедлива 


ЛЕММА 9. Если 5. удовлетворяет условиям а) и 6), то существует: 
такое положительное число Т, что при 0 < ЕТ справедливы оценки: 


ТР 
изо ака, |1 (а, 01 <, (41) 


0 


где величины Т, с, и 0(!) определяются данными задачи: у, © (0), 
т 


|2: (2, 0) |, \ ИХ |142 ш областью ©. 


0 
Доказательство. Возьмем три положительных числа К, | и = 
так, чтобы 


= у р 
у—2У3е* [$ (0) ЕК] >-—->>0, (42) 
и обозначим через Т наименьшее #, для которого 


Ф(Г) =Ф(0) + К. (43) 


Рассмотрим равенство (24) и оценим в нем последнее слагаемое при 
помощи неравенства (7), в котором = фиксируем так, как сказано выше: 


ПЗ |ы, |? < 


< 23 [е пл © |1 |+ 22 (1) о (В. 
Обозначим 2у3 с? пл ОбО= с. и подставим найденную оценку в равенство. 
(24). Мы получим: 
а ем м 
Но —2У3 15 (0) Е) <, во И. 


Для 1 <Т, в силу предположений (42) и (43), из этого неравенства 
следует: 


рт а) < КЕ 1 № 


а-я. (44) 


Отсюда обычным способом выводятся оценки для ||! || и Ё(!). Именно, 
выбрасывая сначала из левой части соотношения (44) неотрицательное 


слагаемое =. Е? (1), мы получим: 


Иен) «ИРИ, 


откуда нетрудно заключить, что 


„ В: 
Парке" [аб О) | в" 9 =) < (т). (45) 


#7” 
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{После этого мы снова возвращаемся к соотношению (44). Интегрируя его 
шо Ё от 0 до Т, отбрасывая в левой части неотрицательный член 


| (т, 1) | и деля полученное неравенство на Го найдем: 


НЫ 
еда < [|502 + 2е.72°() + 


0 
Т 


+26 (т) |7] = &. 


0 


С другой стороны, в силу определения ф и К, 


=> 
>, 
8 
ко 
> 


= (и = Холон ЗФ (Е (0 
следовательно, 


НОМ < ва ар са РИ. 


Ютсюда и из полученной для Ё оценки имеем: 


ыЕЖы 
Ф(Т) =$+(0) К < 0+ т т) Ра < ф (0) + ® ИТ. 
о 
Это неравенство и дает оценку снизу для Т: 


« УТ >К>0. 
"Тем самым лемма 9 доказана. 
| 


Замечание. Как отмечалось во А во всех леммах этого 


параграфа / можно считать вектором из ло), т. е. вектором, ортогональ- 


ным всем градиентным векторам. Если бы |. содержало и градиентную 
часть, то мы отнесли бы ее к ста р в системе (1). 


$ 4. Доказательство существования решения задачи (2) 


’ Для задачи (2) мы можем доказать существование обобщен- 
ного решения во всех постановках в цилиндре От =Ох [0,Т] произ- 
вольных размеров, а также исследовать зависимость егс дифференциаль- 
ных свойств от данных задачи. Здесь мы приведем доказательство 
существования обобщенного решения в третьей постановке. Доказатель- 
ство же существования решения в первой и второй постановках прово- 
дится вполне аналогично (и даже проще) задаче (1). Ниже, в $ 5, мы 
приведем его для задачи (1). Разобьем цилиндр От плоскостями ЕЛ, 


р=1,...,т, и на каждом сечении ©, определим функцию 5» (х, рй) из 
условий: 


= ео 2(ж, рь = 

и (2, р№) — Др (т, р) -- ъь (т, (р ре — - о (2, 
й 

5 (2,0) =а(2), 53=0, 
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где 


9 (2, В) = [6 (+, РИ) — 5 (в, (р— 1) 1). 


Если мы предположим, что функции а и ] непрерывны и удовлетво- 
ряют по х условию Гёльдера с каким-либо положительным показателем | 
}, то система равенств (2%) определяет функцию о (х, рв), р=1,2,..--08 
непрерывную в О, дважды непрерывно дифференцируемую внутри о. из 
имеющую конечный интеграл Дирихле. Будем теперь по какому-нибудь и" 
закону неограниченно уменьшать #: #—>0. Для совокупности функций 


{к} справедливы две оценки: 
ЛЕММА 1’. Для всех #й>0 справедливо неравенство 


12ь | <<, (46) 


где постоянная с, определяется лишь Т и тах (|а|,|/|). 

Эта лемма может быть доказана так же, как лемма 1 $ 2. Действи- 
тельно, для системы (2») справедлив «принцип максимума» в той же 
форме, что и для системы (2), ибо в точке (х, рй), #60, где 2в прини-, 
мает наибольшее значение йо сравнению с точками (2’, (1), (< р х' 6 О, 
имеет место неравенство 


(23,5) >0. 


ы р 
Постоянная с, определяется теми же величинами, что и постоянная С1 


в лемме 1, т. е. величинами Т и шах (14|, |1}. 
ЛЕММА 2’. Для всех #>0 справедливо неравенство: 


р 


в У [|2 (в, 51) РУ а, 6 51) || << (47) 


5=1 


где постоянная с» определяется лишь у, Т, с и (ие 


Доказательство. Легко проверить, что для любой функции и, 
заданной на слоях { =5й, $5=0,1,...,т, справедливо равенство: 
т 


в У (пр, 51), и (в, з1)) = 5-й У Ви; (т, 1) [® + 


$=1 5—1 


+ | (2, тА) 8 — | и (2, 0) |2. (48) 


Воспользуемся им для преобразования равенства 


р у) 
й У (Гифь, ®,) = ву (р). 


$=1 8=1 
Мы имеем: 


у 
а 


$=1 


у 
1 -. == 
= а + АУ, (№), 
$=1 


’ водным 


38” 
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’ откуда следует: 


ь» [> У! ФьзиР + Анг] сис У У | ей 


8—1 8=1 К 


Г а из этого неравенства вытекает утверждение а леммы. 


Построим по 2Ф„ непрерывные функции 9» (2,1), совпадающие с 


ол (х, р) при & = рй и линейные по #& для 1 == рй. Они, очевидно, имеют 
обобщенные производные по ть и Ё из Г, (От) и для них, в силу (46) и 
(47), справедливы оценки: 


де, 


й 
>!’ = ’ 
<, №\|-& ый & < (49) 
5 к 
“ „> к 
В силу этих неравенств, семейство функций {0,} равномерно ограничено 
и равностепенно непрерывно в Г, ( (т). Поэтому можно выбрать такую 


последовательность г” для которой РА сходится в Г, (От) к некоторой 


9) ’ 
ди о (2, , а = сходятся слабо в Г, (От) к ее обобщенным произ- 


= 


д : 
5 К этим же пределам и в том же смысле сходятся и кву- 
К 


| т 
сочно-непрерывные функции 9, (х,#), определяемые условиями: 


9.4 (2,1) = 9, (2, №), 
9; (1, =0, (1, (® +1) №) для 26 АА, (+1) 


[см. (14), стр. 48—58]. Покажем, что предельная функция 9 есть иско- 
мое обобщенное решение задачи (2). Для этого осталось проверить, что 
она удовлетворяет интегральному тождеству (5) при всех указанных 


в определении функциях Ф (5, {). Однако легко видеть, что это тожде- 
ство достаточно установить лишь для непрерывно дифференцируемых 


Ф, равных нулю на 5, и при { = Т. Возьмем одну такую функцию Ф. 
Умножим первое из равенств (2,) скалярно на #Ф, результат проинтег- 
2: 

рируем по © и просуммируем по рот 1 до т=--: 

А и 

вх [ © ,Ф— (А, ФУ (сы (2, ны Ф) |= , 50 Ф). 

р-1 
Преобразуем это равенство при помощи формул интегрирования и сум- 
мирования по частям, учитывая также, что Ф(х, тй) = ФБ =: 


ме Но (о»» Ф,) — (а, Ф(х, 0)) + й у [(Онхд» Ф,.) 5 


р=0 


+ (о, (а, 2—1) 0, Ф=й > (5). 
р=1 
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Перепишем последнее равенство в виде интегрального соотношения, ис- 
пользуя введенные выше восполнения и заданных на слоях: 


и 
\ ©, Фра а, Фе у—( 


0 


Ф;.) к. 


Ох › 


+” 
я? (о, Ф 


мя. .—- 


В этом соотношении можно перейти к пределу по выбранной выше п 
последовательности {й’}, в результате чего убедимся, что найрс... \ 
функция удовлетворяет интегральному тождеству 


ЫЫ 


) [(2, ыы о (ох Ф,) НЕ (око, Ф,, | т 


СТ. 
+ (@, $(е,0)) = \ 0, ©) а 


а следовательно, является обобщенным решением задачи (2). 
Итак, доказана следующая 


ТЕОРЕМА 3. Если аи Я суть непрерывные Функции, удовлетворяю- 
щие условию Гельдера по г с какими-либо положительными показателями | 
1, то задача (2) имеет обобщенное решение в смысле постановки 3. 
Единственность его доказана выше, в $ 2. Для этого решения верны не- | 
равенства: | 


19| <а, 


2—3 
=М 
=, 
я 
2 
= 
> 
=— 
Л 


где постоянные с и с определяются лишь величинами у, Т, тах (а |, 7 |. 


Замечание. Теорема остается в силе, если относительно а и 7 из- | 
вестно лишь, что они суть ограниченные функции аргументов. Это не- | 
трудно доказать дополнительным предельным переходом, используя тео-' 


рему 3 и то, что постоянные с, и с» зависят лишь от пах ([а|, 7 |). 


$ 5. Доказательство существования решения задачи (1) 


Мы докажем существование обобщенного решения задачи (2) во вто- | 
рой, а тем самым и в первой постановках. Это можно сделать или так, | 
как в $ 4, используя метод Роте, или используя метод Галеркина. Ради | 
разнообразия остановимся на методе Галеркина. Обозначим через Л. 1 (©) 
гильбертово пространство вектор-функций о (%), полученное пополнением | 
множества непрерывно дифференцируемых соленоидальных (т. е. имею-| 


щих дивергенцию, равную нулю) векторов, равных нулю в пограничной || 
полоске, в норме 


ИО у Увы 151. 


` причем в качестве фо возьмем вектор 


> “ 
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Скалярное произведение в /.,1 (©) определим равенством 
(о, а — Рон) - (9, и). 
ея т 
ом в (О) базис {0' (2)}, К=1,2,..., ортонормированный в 
Г» (©)* 


(5* $”) Е "ата, 
о 


(так что считаема 6 Лол (0)). 


[а | 
Приближенное решение 9” задачи (1) будем искать в виде 


т 


о" (ий) = »% Ск, (1) $" (2) 


к=0 
из условий 


бы 0—0, К. п, ба |, 


от эп = -ь Сп Е 
(3 +2 У, и) + (>, д )=0, Е. 0.4... (50) 
р 


или, что то же, из условий: 


а > 
(95-71% ро", ну м, =0. (51) 
Равенства (51) являются системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений вида: 


4с 
и — У У аСт Е У @казСатСзт, = Те» . (52) 


$=0 1,8 =0 


где ак; и а: — постоянные числа, а }х = (, 9"). 

Мы докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 4. Если @ЕЛо. (©) пи’? (0), ар и 61» (01), Ог= 
х [0, Л, то задача (1) имеет обобщенное решение в смысле постановки 
2 во всяком случае в цилиндре От=ОХ [0,Т], высота которого Т не 


меньше некоторого числа, определяемого числами у, || а Прус › |И, и [|14(91) 


размерами области О. 

Доказательство. Свободные члены ], системы (52), в силу наших 
предноложений о }, являются непрерывными функциями # с локально 
квадратично-суммируемой производной. Покажем, что система (52) при 
начальных условиях (50) однозначно разрешима для всех #>0. Так как 
левая часть ее аналитически зависит от неизвестных Си, ТО для этого 
достаточно установить, что решение ее ограничено на любом промежутке 


‚ * Ортонормированность { ф*} предполагаем лишь ради сокращения изложения 
р 
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0<:< 1. Но последнее действительно имеет место, так как, умножая 
(51) на ск» и складывая по й от 0 до п, найдем: 


(ОР-отот — ро утро) =0, (53) 


откуда легко получается (см. лемму 6), что 


|0" («|= У} Ха «а + А (<) |5. 
к=0 
Итак, то, что ск, ({) однозначно определяются условиями (50), (51) на 
всем промежутке 0 <Е-< ео, доказано. Покажем теперь, что при п-—> <> 
функции 9” сходятся к некоторой функции о, которая и будет искомым 
обобщенным решением задачи (1). Для этого достаточно доказать, что 
существует такое Т`>0, для которого 


в 
} Ур 2лы Ра < сопа (54) 
ок 


при всех п=1,2,. 

Действительно, если соотношение (54) установлено, то из последова- 
тельности {п} можно выделить подпоследовательность {п’}, для которой 
о" будут сходиться в норме Г,.(0) равномерно относительно #6 [0, 7] 


ду" д” д" 


к некоторой функции 9 [см. (13)], 5Е * 22) * бк, будут сходиться 


слабо в Г,(От) к соответствующим производным. Для 9” справед- 
ливо интегральное тождество (4) с 


Ф(2,) = У& (0 (а), (55) 


К=0 


где 4х (1) — произвольные непрерывные функции, имеющие квадратично- 
суммируемую на [0,7] производную по &. Действительно, умножая (51) на 
к, складывая по К от 0 дом и интегрируя по Ё от 0 до Т, мы придем 
к тождеству, которое легко преобразуется к виду (4): 


И ‚©)— (0#5", Фи) +, $) 0, Ф] и 0. (56) 
0 


Переходя в этом тождестве к пределу по выбранной выше подпоследо- 
вательности их (при закрепленной функции Ф), мы убедимся, что пре- 
дельная функция 9 действительно удовлетворяет тождеству (4) при всех 


Ф вида (55). Но так как {0*} есть базис в /.1(0), то любую Ф из клас- 
са, указанного в определении обобщенного решения (см. стр. 658), можно 


приблизить в Г, (От) вместе с ее производными функциями вида (55), 
к 


следовательно, найденная нами функция действительно является искомым 
решением задачи (1). В силу теоремы единственности для таких реше- 


= ^ 
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ний, вся последовательность о” сходится к 9. Итак, для полного дока- 
зательства теоремы нам осталось показать справедливость неравенства 
(54). Это выводится из (51) так же, как мы это сделали выше, в $ 3, 


в леммах 7—9. Действительно, продифференцируем (54) по &, затем умно- 
ас Е 


къ 
жим на я и просуммируем по Е от 0 до п. В результате элементарных 
преобразований получим: 


м а ео пп т т 
Я -УУО, -- (ово 5) — 0.90) = 0. 
Е 


Это равенство совпадает с равенством (24) $ 4. Из него и из равенства 
(53), которое совпадает с (23), мы вывели в этих леммах оценку для НЫ 
и подсчитали нижнюю положительную границу для Т. Таким образом, 
теорема доказана. 

Если же выполнены условия леммы 7, то оценка (54) имеет место при 
любом Т и потому справедлива 

ТЕОРЕМА 5. Если 7=0 (т. е. внешние силы имеют потенциал) и 
выполнено условие 


ара |< -=, В=У3%, 


то задача (1) имеет единственное обобщенное решение при любом Т. Это 

решение при Ё—> со стремится к нулю как элемент И’. (0). 
Существование решения для всех >20 при условиях теоремы сле- 

дует, как мы только что показали, из лемм 6 и 7. Для этого решения 


справедливо неравенство 
1 


оо] Хо «а 


(см. $ Зи неравенство (26)) и неравенство 
й 


|1 (а ОРТ [о Ра < | и (0) № 
Е 


0 


(см. $ 3, лемма 7). В силу этих неравенств, для непрерывной неотрица- 
тельной функции 


х (0 = Хо» № 


имеем: 
со 


К хоае + рае 


0 
Но тогда существует последовательность точек {->00, для которой 
х (1) 0. С другой стороны, для #2 1 


со 


1 
хех хо + 11%, 
ы 
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откуда и следует, что х (1) ->0 при Ё —> ос. Теорема доказана. 
Исследование дифференциальных свойств обобщенного решения про- 
водится тем же способом, каким это было сделано для линейных задач в 


работе (14). О получении необходимых для этого априорных оценок дляо ска- 


зано выше в $ 3. 
Поступило 
16. 111. 1957 
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В. С. ВЛАДИМИРОВ 


ОБ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 
ПЕРЕНОСА ЧАСТИЦ 


(П редставлено академиком Н. Н. Боголюбовым) 


Работа посвящена обобщению и перенесению результатов, полученных 
автором в работе (3) для стационарного односкоростного уравнения пере- 
носа частиц при изотропном рассеянии, на случай анизотропного рассея- 
ния. 


$ 1. Введение. Основные предположения. Как известно, 
стационарные моноэнергетические процессы переноса частиц (например, 
перенос лучистой энергии в атмосфере, диффузия нейтронов в веществе 
и др.) описываются линейным интегро-дифференциальным уравнением 


вида *: 


1 ` ’ / 72 
В) (&, Вад 9) + э= _ 5) (5, Руа" + Р(в,Р). (14) 


Неизвестная функциях (5, Р) в уравнении(1.1) обозначает плотность частиц, 


т 

летящих в направлении $ = (=, еси р я =!) из данной точки 
1=1 

А), 

Назовем фазовым пространством ОХА» (2п — 1)-мерное множество пар 
точек (5, Р), где Р пробегает п-мерное эвклидово пространство Аи, а $ 
пробегает (и — 1)-мерное многообразие © — множество всех единичных век- 
торов направлений в А„. Таким образом, точки (5, Р) из фазового про- 
странства ОХ А„ можно отождествить с множеством всех несвободных 
единичных векторов в В„, точки приложения которых Р пробегают Аи, 
а направления $ пробегают ©. 

Обозначим через С и-мерное открытое ограниченное множество, где 
происходит процесс переноса частиц; пусть Г обозначает границу СО. 
Мы будем рассматривать уравнение (1.1) в фазовой области ОХ (С. 

В уравнении (1.1) символ (5, стад $) обозначает скалярное произведе- 
ние векторов 5 и стадф в В», т. е. производную функцию $ (5, Р) в точ- 
ке Р вдоль направления 5: 

ы. 
($, огаа Ф) = У, 5 рр. = Ее (5, О 85) 1. (1.2) 


1= 


= 
> 


* Подробности по поводу физического содержания уравнения (1:1) и библиогра- 
фию вопроса можно найти в монографии С. Чандрасекара (1) ив 0бзоре Г. Судэка, 


Ф. Адлера, Е. Грейлинга (°). 
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К уравнению (1.1) нужно присоединить граничные условия. Для 
ограниченной и выпуклой области @ с кусочно-гладкой границей Г гранич- 
ное условие может быть записано в виде 


ф(з, Р) =0 при РЕГ и ($5, пр) <0, (1.3) 


где пр обозначает единичный вектор внешней нормали в точке РЕГ. 
Для невыпуклой области С граничные условия записываются сложнее и 
будут приведены ниже. Физические основания для формулировки гра- 
ничных условий суть следующие: а) отсутствие падающего извне потока 
частиц в С и б) вне С поток частиц распространяется прямолинейно и 
плотность его не изменяется. 

В работе (3), $1 введена мера в фазовом пространстве ОХ А, и соот- 
ветствующий ей процесс интегрирования. Обозначим через «„ площадь 
поверхности единичной сферы в В», т. е. 


\4 =. 


Мы будем предполагать, что почти все прямые линии, имеющие с @ 
общую точку, пересекают С по конечному числу интервалов. Сформули- 
руем последнее условие в аналитической форме. Обозначим через т, ор- 
тогональную проекцию С на плоскость, перпендикулярную направлению 
$ и проходящую через некоторую фиксированную точку О. Множество 
п‚— (п — 1)-мерное, открытое и ограниченное. Пусть О обозначает пере- 
менную точку т.. Проведем через О прямую, параллельную направлению 
$, {О 5, — о << с}. Обозначим через т,о множество, получаю- 
щееся от пересечении указанной прямой с С. По построению, т. — не- 
пустое, одномерное, открытое и ограниченное множество. В силу нашего 
предположения, для почти всех точек (5, 0) 6 Охт, множество т, о пред- 
ставлябт собой соединение конечного числа интервалов: 


№8, 9) 


пьа = 2 +65, 0) << 65, 0}. (1.4) 

ай 
Интервалы в (1.4) можно считать занумерованными так, что выполнены 
неравенства ": < &-.. Кроме того, О зи—& 4, где 4— диаметр С. 
Формула (1.4) дает разложение С при каждом $ на декартово про- 
изведение п; и п,,0, @ =т,Хт.,0. Это разложение выражает взаимно одно- 
значное преобразование точек РЕС в точки (0, &) =т, хп. о по формуле 


Р=о-+. (1.5) 


Имеет место следующее утверждение [см. (3), $ 1], связанное с пре- 
образованием (1.5): для того чтобы функция Р(5, Р) была суммируема 
на ОХС, необходимо и достаточно, чтобы ' функция Е (5, О-- $) была 
суммируема на ОХя,Хт,0о, причем имеет место равенство: 


® 


\ Е (5, Р)4заР = \ Е (5, О- 5) 4340 4. 


охс Ото 


58” 
ИНТЕ0-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ: УРАВНЕНИЕ ПЕРЕНОСА ЧАСТИЦ 683 


Коэффициент а(Р), входящий в уравнение (1.1), предполагаем веще- 
ственным, измеримым, почти всюду положительным и ограниченным на 
С, 0<а(Р) <х. Кроме того, предполагаем, что 


1 — 

Введем гильбертово пространство © вещественных функций, сумми- 
руемых с квадратом на ОхС по весу а(Р), положив 

(>= | а(Р)э(, Руб, РзаР, || =Уб@: 9), $569. 

ох@ 

Предполагаем, что свободный член РЁ в уравнении (1.1) принадлежит 
пространству ©; Х — некоторый вещественный параметр. 

Сформулируем ограничения на функцию 0 (Р, $, 5’): 

а) 0 (Р, $, $’) измерима и почти всюду положительна на ОХО ХС. 

6) При почти всех (5, РЕ ОжС функция 0 (Р, $, 5’) суммируема на О: 


\ 6 (Р, $, 5') 45’ Во. (1 
о 


в) При почти всех (5, 5', РР ОхОхСс функция 6 (Р, $, 5') удовлетво- 
ряет условиям: 


(Ру 5, 5) = В (Риз (Руи5 6-3). (1.8) 
г) Для всех функций Р из Ф имеет место неравенство: 
| а(Р)Е ($, Р) Цо(Р, 5, 5) Е (5'Р)45' &аР>.0. (1.9) 
Оха Ге) 


д) Функция 0 (Р, $, 5’) удовлетворяет одному из следующих двух 
условий: 
`д1) Функция 0(Р, $5, 5’) есть сумма конечного числа слагаемых вида 
6: (Р) 6+ [($, 5')]: 
6(Р, $, 5') = УЫ(Р) в [(5, 5/)], (4.10) 


где функции 6; (Р) и 6, (№) измеримы и удовлетворяют условиям: 
1 


Оы(Р в, О =и(, \ и. (М) 


Условия (1.10) и (1.11), очевидно, обеспечивают выполнение условий 
а) — в). Г 
д») Функция 6 (Р, $, 5') суммируема с 4-и степенью (а >1) по $’ на 
О при почти всех (5, РЕ ОЖС, причем 
\°" (Р, 3, 5') 45'<С. (4.12) 
= > 
Приведем пример функции 9(Р, 3, 5'), удовлетворяющей условиям 
а)—д) при п = 3. Пусть функция 6 (р), —1 < <\1, удовлетворяет сле- 


дующим условиям: Е 


(в) =6(—в) >20, \#() <, 
6» 
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ЕЕ и 


1 ' 


т \ В (2) Р» (в) 41 >0, &=1,2,..., 


РЕ 


где Рь(») обозначают полиномы МЛежандра. Тогда функция 9[(5$, $’)] 
удовлетворяет условиям а)—д). Выполнение условий а)—в) и д) оче- 
видно. Условие г) следует из условия с» >20 и из теоремы Эрдейи [см.(*)], 
согласно которой  характеристические числа ядра 0 [(5, 5')] суть 


2-1 
Атсу 0 
мы некоторое $56 © и обозначим через Г, (п — 1)-мерное мно- 


гообразие в А»: 


Г, = {О + тн ($, 0) 5, О Е=). (1.13) 
Из (1.13) следует [см. также (3), $ 1], что 


Г. = {О-+ чм (— , 0) (— 3), Ок} = {О а (5, 0), ОЕ ка}. (4.14) 
Легко видеть, что если в точке РЕГ, существует внешняя нормаль Пр 
к поверхности Г, то р 

(5$, пр) > 0. (1.15) 
Если граница Г такова, что при всех $ Г, есть совокупность конечного 
числа кусков кусочно-гладких поверхностей, то, в силу (1.14) и (1.15), 
граничное условие (1.3) можно записать в виде 


5(5, Р=0, (3„РуЕ@хГ... (1.16) 


Примем следующее обозначение. Пусть для некоторой функции $(5, Р) 
существует интеграл, стоящий в левой части выражения (1.17). Мы бу- 


дем обозначать этот интеграл символом, стоящим в правой части выра- 
жения (1.17): 


\ о (5, О чм) 440 = \ (5, пр)ф (5, Р) 4заГ(Р). — (4.47) 


охк; охг; 


Заметим, что если функция $(5, Р) непрерывна на ОХГ, и при всех $ 
Г. есть совокупность конечного числа кусков кусочно-гладких поверх- 
ностей, то равенство (1.17) справедливо в классическом смысле и дает 
связь между поверхностными интегралами Ги П родов. 

Цель этой работы — построить математическую теорию уравнения 
(1.1) при сформулированных предположениях. При @(Р, $, 3) = 0 (8) 
уравнение (1.1) изучалось в работе (3), на оС результаты кото- 
рой мы будем опираться. 

$ 2. Постановка задачи. Определим класс функций Д, в кото- 
ром будем искать решение уравнения (1.1). Множество функций Д будет 
одновременно и областью задания линейного дифференциального выра- 
жения [ф, стоящего в левой части уравнения (1.1). В силу (1.2) и (4. 5), 
выражение {р примет следующий вид в точке (5, Р) = (5, 0, 8}: 


4 
ю == а(Б) (5, стад ф) Ро ОЕ я Ф (5, 9-55) (5, О-- 5). . (2.1) 


К классу О отнесем функции ф, обладающие следующими свойствами 
(при почти всех (5, 0) 6 Охх.): 


р 
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1) а © -+ #5) абсолютно непрерывна на замкнутом множестве 
по = М О-Ь, <} 
=] Е 
2) $(5, О -- 5) удовлетворяет граничным условиям: 


а) Ф (5, О-Ь, $) =Ои 
6) $ (5, О +15) =9(5, О 15), #=4,2,..., М1; 
3) Функция ф должна быть такой, что 1% 63. 
Имеют место следующие неравенства типа теорем вложения [см. ЗУ 
$ 1,2]: если ФЕД, то +69, причем 


Фи < (1—2) 11, 
(2.2) 
(<, пр) (5, Р)4з4Г(Р) < 2(4 — ем) | в |. 

охг, 

Множество функций Ш — линейное и содержится в 9. В силу усло- 
вий 1)—3) и (1.6), Р содержит в себе непрерывно дифференцируемые 
функции, которые обращаются в нуль в пограничной полосе области 
ОхС. Поэтому О плотно в 9. Линейное дифференциальное выражение /®, 
вместе с областью его задания Д, определяет линейный оператор Г, с 
областью определения Ш. 

Введем в Р метрику при помощи скалярного произведения и соответ- 
ствующей нормы: 


( Ф)ь = (9, (4), Пеь= У, Эь= Ме Ф 62. 


В силу первого из неравенств (2.2), введенное скалярное произведение 
удовлетворяет соответствующим аксиомам. Таким образом, множество 2 
мы превратили в гильбертово пространство (полнота его. доказана в ра- 
боте (3), $ 2). 

Приведем некоторые из свойств оператора Г, доказанные в рабо- 
те. (8). 812. 


‚1. Оператор Г/Л" существует и ограничен в 9, причем при всех РЕ 
ки ь 
Г а (Р—- #5) Е (5, Р— 85) ехр [ а \ а(Р—#з) 4 4%, 
0 0 (2.3) 
ЕР = 24а. 


Здесь, как и в дальнейшем, предполагается, что функция а(Р) продол- 


жена нулем вне (. 
П. Если РифЕР, то имеет место формула [см. обозначение (1.17): 


(е, 14) +, 19)= \ (пр э(х, Р)%(з, Р) @заГ (Р) + 2(ф 5). 


охгГ; 
В частности, при х =ф имеем 
4 р 
(Ф, 14) = 5. | (5, пр) 9? (5, Р) 4заГ (Р) +]. (2.4) 
: ахГ, 
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1. Существует оператор [^,- сопряженный © Г, причем Г“ = (ГО. 
Область задания оператора [^ равна ИД. Здесь И — оператор, действу- 
ющий в пространстве $, 


ОЕ(з, Р)=Е(—з,Р), ЕЕ9; 
Бе ОЕ 


(2.5) 


Обозначим через 5 оператор, стоящий в правой части уравнения (1.1), 


5Е = (6(Р, в, $) Р(5', Р) 4. (2.6) 
Ге] 


Принимая во внимание введенные операторы [, и 5, запишем уравнение 
'.1) в операторной форме: 


19 =159 +Е, ФЕБ. (2.7) 


Для уравнения (1.1) задача (2.7) ставится следующим образом: найти 
функцию © из 0), удовлетворяющую уравнению (1.1) при почти всех 
(5, РЕ ОХС. 

Сформулированная постановка задачи (2.7) для уравнения (1.1) яв- 
ляется обобщенной как в смысле удовлетворения уравнению (почти всюду 
в ОХС), так и в смысле удовлетворения граничным условиям: при почти 
всех (5, О) Охх, функция $ ($, Р) стремится к соответствующим гранич- 
ным значениям, если двигаться к границе Г изнутри С вдоль прямой 
О-- Е. В частности, граничное условие 2а) есть соответствующая за- 
пись граничного условия (1.16) для произвольной границы Г и неглад- 
кой функции $(5, Р). Заметим, что из условий 1)—3), определяющих 
класс О, следует существование у функции $(5, Р) обобщенных первых 
производных в смысле С. Л. Соболева [см. (5), гл. 1] вдоль почти всех 
направлений $ из ©, причем 


ПХ стад о) 6 Г, (ОхО). 


Условия 1)—3) определяют класс р обобщенных решений уравнения 
(1.1) подобно тому, как обобщенные производные в смысле С. Л. Собо- 
лева (5), определенные первоначально как функционалы, охарактеризова- 
ны в терминах теории функций действительного переменного [см. ($)]. 
Этот класс обобщенных решений О оказывается настолько широким, что 
если его взять в качестве первоначальной области определения операто- 
ра Г, то оператор [/* существует и ограничен на всем пространстве 
$ (см. свойство 1). 

Для определения обобщенных: решений уравнения (1.1) можно также 
воспользоваться общей схемой построения разрешимого расширения поло- 
жительно-определенного оператора (вообще говоря, несимметричного), 
данной М. И. Вишиком и О. А. Ладыженской [см. (?), гл. 1, $ 1], если 
за область первоначального определения оператора Л, взять множество 
достаточно гладких функций, удовлетворяющих соответствующим гранич- 
ным условиям. Возможность применения указанной схемы обеспечивается 
равенством (2.4). ь 
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$ 3. Дальнейшие свойства операторов 65’ и Г. Изучим 
свойства оператора 5, определенного формулой: (2.6). 

ЛЕММА 3.1. Оператор 5 существует и является ограниченным и 
самосопряженным в пространстве 9, причем | 


Я < Ва. ` | 2 (3.4) 


Доказательство. Пусть РЕФ. В силу теоремы Фубини, измери- 
мая неотрицательная функция а(Р)6(Р, $, 5')|Е(5'’, Р)| суммируема на 
ФхохС, так как, на основании (1.7) и (1.8), существует повторный 
интеграл от нее, . 


\ Г 0(Р, 5, 5") 45 [@(Р) | (5', Р)| 4’ аР <с|Е|. 
охс о о 


Отсюда и из (1.6) следует, что интеграл (2.6) существует при почти всех 
(5, Р) и является измеримой функцией на ОХС. 

Докажем, что 5РЕЭ. Принимая во внимание (1.7) и (1.8), при помощи 
неравенства Буняковского — Шварца получим: 


|5 = ор) [Д6(Р, 5) Е(х, Р) 45'] зар < 


оха о 
Е - \ а (Р) [\ (Р, 5, ') аз' || 15 (Р, 5; 5) Е? (5',Р) аз" 43 аР < Во? | Е |, 
оха о о 


что и устанавливает справедливость неравенства (3.1). 
Для доказательства самосопряженности оператора 5 достаточно уста- 
новить его симметрию. В силу (1.8), при любых РЁ и С из 9 имеем: 


О — \ а«(Р) [е(Р, 5,3) Е (5, Р)аз' | (5, Р)4заР = 
охс о 


ы | а(Р)Е(5', Р)[8(Р, 5', $) С (5, Р)аз] аз’ ар = (Е, 56). 


охс о 


Лемма доказана. 
Отметим, что из условий (1.8) и (1.9) следует: 


(Е, 5Е)>0, ЕЕ$, И5=50=5. (3.2) 


ЛЕММА 3.2. Оператор Г. "5 вполне непрерывен в пространстве ». 
Доказательство. Принимая во внимание (2.3) и (2.6), при лю- 


бом РЕФ получим: 
Г/"5Е = К Ш) ехр [15 —#з) | х 
оо 0 


х6(Р— 5, , 5) Е (5', Р- #5) 45', (3.3) 
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Оператор [/*5 не является интегральным. Однако оператор В = 
= (17 *5)`[/ 1$ является уже интегральным. Действительно, в силу свой- 
ства ПТ ($ 2), леммы 3.1 и соотношений (3.2), имеем: 


= (1. *5)* [715 = 5" (Г $ 5 ЗОБ ОГ, "5 = А ИЕ ИЕ 
Из (1.8), (2.3) и (3.3) и в силу теоремы Фубини получим: 
м 


ГЮЕ ИЕ = К ( (Р— Е1$) ехр [-- \ а(Р-Е $) а ] а(Р- 5—3) 
год 


о 
Е 
.ехр [-- \ а(Р-+Е5— Е15) | 9(Р + 5—Е1$, $, 5') Е (5', РЕ —&з)аз’ аа, = 
о 


21 & 


Дер — 15) а(Р — 15) ехр [-- а(Р—& $) 4, | ехр [-- Дар 5)аг ]. 


ава 


а 
аа 

-6(Р— 15, з, 5) Е (5, Р— 15) 45’ @ а = те 
ото 


1 Е, 
а $) аг | ехр [о : 


а- 1 


] а #'5) а | : 


0 


а 
.Е(5’, Р--15) а’ан а \ 
0 


1 


‘ехр [-— 2а(Р —#5) уае [6 (Р- 15,5, 5) Е(5', Р-- 15) 45 Ч, 4. 
0 


Принимая во внимание формулу 


Е, 2 


| - 2 “(р — 73) а" а = зехр[-— ор ае][ 


0 0 5, =6 


получим далее: 


= ее 15) ехр [-- | (Р— #5) а" | Е 
а 


-1 —ехр[--2\а(Р- из) а |6 (Р— в, 5, 5’) Е (5', Р— 13) 45' аЕ-+- 


р 

++ 15) окр [-— а(р+ и) аи . 
[1 0 

а— 


|1 ‚-— ехр| — \ а(Р— #з) а} 6(Р- 15, $, 5) Е(5', Р+ 15) 454. 
© 


ви 
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Применяя к обеим частям последнего равенства оператор 5, в силу 
(3.4), (2.6) и (1.8) получим: 


ВЕ== > Со (р. ‚ 3) а(Р — 15") ехр [- а(Р — ты 47| В 
. {1 — ехр [- р ( (Р— #5”) аи ]} 9(Р — 15”, 5", 5) Е(5', Р— 1) ах’ фа + 
: 
т = о (Р, 5", з)а(Р- 15”) ехр [- а(Р-+ #з") г | 
-{1 — ехр [-- 2 г а(Р— #5’) аи ]} 9(Р- 15, 5", 5) Е (5, Р- 15") аз’аг а" = 
0 
== о (Р — 15") 6 (Р, 5", 5) 0 (Р — 15", 5", 5') ехр - а(Р— #5’) г . 
00 о 
-{1 — > ехр [-- 2 т (Р— #5”) а — `-ехр [-- 2 $ а(Р- Е) аи]. 


1 


Е (5’, Р— 15”) 45’ @а5. 


Подынтегральная функция в полученном повторном интеграле изме- 
рима при почти всех (5, РР ОЖС [см. (3), $ 3]. В силу теоремы Фу- 
бини, этот повторный интеграл можно записать в виде кратного интег- 
рала: 

и 
вх = .а(Р— 15”) 6 (Р, 5", $)0(Р— 15", $", 5')ехр [2 \< (Р—г’5") а . 


эхех (0, а) 0 


а(Р— #5”) аи 1 


_-.—5 


1 — 5 ех[ —2 


— - едр [--2 г (Ри) а" | Е (5, Р— 5") ах’аз". = (3.5) 


0 


Фиксируем теперь ту из точек (5, РРЕО х С, для которой существует 
интеграл в (3.5), и совершим преобразование координат: 


РИ =. (3.6) 


| 


| 
’ Преобразование (3.6) — непрерывное и непрерывно дифференцируемое в 


обе стороны всюду в ОХС, кроме Р’=Р, с якобианом, равным 


ре". 
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== 


Таким образом, из (3.5). получаем: 


р а р-тЕЕт, Р.ТРЕРТ 
ха 
| Р--Р’-| 


отт] 
0 


1—5 ер[-—2 (Р-И-ЬЕРГ) а | — 


ВЕР 
г г (ре РЕГ) 4 ]| ра 4 ЧР". 
\ РР 


Совершая в экспонентах полученного выражения соответствующие 
подстановки, получим далее: 


ВР | «(РУЗ (Р.Р, *)8(Р', ТРЕВТ, °)- 
эха 


еж [- РР бе Р + и—9Р)4 ]. 
0 


[1 — техр[ —21Р— Ра (Р’-+(—9Р)&|— 


1 
со 


—еар[--2|Р-— Р'|\а(Р+и-ЭР)&]. 
1 
[Р— Р'|- "+1 (5', Р*) аз’ аР”. (3.7) 
Введем обозначение: 
А й РЕ р Р-—Р" о 
К ($, р;з', Р) =К(Р, РЗ (Р,-БЕр- 5) (Р.Е, ). 


{1 — еж[-21Р— РЦ ар +(—92)&|— 


: 
—Реар[ Р-Р РЭР) &}], (3.8) 
где 
К(Р, В) = кр [Р-Р бор ЭР Р-Р "4, (3.9) 
- 
а 
ВЕ = \ а(Р’) К (5, Р; 5', Р)Е(5', р’) аз’ аР.. 3.10) 
эха 


Таким образом, оператор В является интегральным с ядром К. 

Для доказательства полной непрерывности оператора / "5 в ®. доста- 
точно установить полную непрерывность оператора. В = (Г, *5)*[/*9 в.5 
[см. (8), гл. П]. Докажем полную непрерывность оператора В. 

Пусть функция 6 (Р, $, $') удовлетворяет условию д,). Тогда доста- 
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точно доказать полную непрерывность оператора В для случая, когда 
8(Р,5,5') =6(Р)9[(5,`5')], где функции и 6 удовлетворяют условиям (1.11). 
Так как 6 (р) суммируема на [—1,1], то существует последовательность 
ограниченных функций 6, (№) такая, что 

1 

вк = | 192) — 6% (>) |4в->0 при &-ою. 

1 
Обозначим через В» операторы (1/7 15,)“[- 1$; операторы г. опреде- 
ляются формулой (2.6), где 0 (Р, $, 5') заменено на 65 (Р)6, [(5', 5)]. В силу 
(3.7) — (3.10), операторы В» определяются симметричными ядрами К» 
< оценками (при почти всех (5, РЕ Ох С): 


(3.11) 


} [Кьк(ь, Р; =", РГ а’ ар’ < в РР А ар’ <, 


эха с 
1 <” —_ п — 1 
Полагая в теореме 3 $ 1 работы Л. В. Канторовича (°) + 
2—0. 1 т =1< ша (2, р), 


заключаем, в силу (3.12), что операторы Вх вполне непрерывны в 9. 
Используя (1.8), (1.11), (3.8), (3.9) и (3.11), оценим величину 


(3.12) 


бк = зар ©, В; 5’, 2’) —Кь (52; 5. Р’)| а аГ”. 
(з, Р)еехб эх@ 
Имеем: 
ок = зар \ Ь(Р)Ь(Р’) | 0 [(&, РР ЕР )] 0 [(=, Е | | 


а) 


{4 Рев[--2 Р-Р РИ ЮР) а] — 


Р_—Р” 
ГР Р'| 


РР’ 
Р-Р” 


со 


= о а(ЕР + (1 —9Р)& || К(Р, Р’) 45'аР' < 


ОО те), И 
ЕР) РЕРРУ 8 [© ТРЕРТГ 
—% [РРР "гар < 
< р [© трРЕРТ)+| [© ТРЕРТ 


—® [(&, а УНР РГ“ ар 


Р-Р | 
* В этой работе рассматриваются операторы, действующие в пространствах Г», 


Р-—Р”’ 
Р-Р] 


Р-—Р’ 


<е, зар ГРЕР 


—& ры ; Ле 


|: 


составленных из функций, заданных в конечной области О из А„. Очевидно, что 
используемые здесь результаты работы () р и в том случае, когда вместо 


Е. взято пространство 5. 
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Совершая под интегралом преобразование координат типа (3:6), получим: 


а 
р Зе вор | {вк 71 +1645, 5) — в. (5, 5) } 45" 4 езек. = (3.43) 
8 
оз 
Применяя к операции В — В», определяемой ядром К — Кь, нера- 
венство (5) теоремы 1 работы (9) при $5 =р=2, Е=г=1 и с: =с, = 
= езек, мы, в симу (3.13), получим: 


| В — В» || < еек, 


откуда, на основании (3.11), ясно, что вполне непрерывные операторы 
В» сильно сходятся к В в пространстве 9. Поэтому оператор В, а зна- 
чит, и оператор [/'5 вполне непрерывны в 9. 

Пусть теперь функция @(Р, $, $’) удовлетворяет условию д»). Выберем 
число г таким, что 


1<г< тщ (2, 4), (7—1 (п—1)< 1. (3.14) 


Принимая во внимание (3.8) и (3.9), оценим величину 


0<1= зар | К" (5, Р; 5", Р’) аз' ар’ < 


(з,Р)ЕЗх@ ха 


РР т , (Пг 7, р 
о (Р, ТРЕРТ,*)# (Р', {РЕРТ, Р-Р" УааР. 


Совершим в последнем интеграле преобразование координат типа (3.6) 
и применим неравенство Гёльдера. Учитывая (1.12) и (3.14), получим: 


< е зар ВЫ заса ох ©, 
(3, Р) 
0 о 
Полагая в теореме 3$1 работы (3) р=5=2 иг=, убеждаемся, в силу 
(3.14), что условия теоремы выполнены. Поэтому оператор В, а значит, 
и. 
и оператор Г, 5 вполне непрерывны в % и в этом случае. Лемма до- 
казана. 
Замечание. Четность функции Ре) по 5’ использовалась при 
доказательстве леммы 3.2 только ое сокращения я 
3 >. 
Следствие. Операторы (Г, ')*5 =0Г,"$, = (ОГ, *5)* и 
5 (171) = ([`15)* вполне непрерывны в Э. 


Выпишем явное выражение для оператора 51,‘ [см. мы $ 4]: 


ЕЛЕ = Да(Р')6 (Ре, ®)К(Р, РЕ (- 


2 | Р-Р’ | | Р- =. а 


(3.15) 
где ядро К(Р, Р’) определяется формулой (3.9). 
Наконец, отметим, оценки, которые следуют из (2.3) и (3.1): 


Ве (1—4), |527 Во, (1 —е—4). (3.16) 
$ 4. Свойства решений задачи. Наряду с задачей (2.7): 


19 = ^5о-- Е, ФЕО, (2.7) 


и 
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мы будем рассматривать И сопряженную к ней задачу (см. свойство 
Ш, $ 2): 
119 = 2550-Е, 50. © 


В силу сказанного в $2, задачи (2.7) и (2.7*) соответственно эквива- 
лентны задачам 


Ф=АР ‘бо -- Г", фА(Г")* 55+ (ГЕ, (4.1) 


где операторы // "5 и (Г, ")*5 вполне непрерывны в пространстве 9. 
Назовем собственным значением /; задачи (2.7) то вещественное зна- 
чение параметра ), при котором однородное уравнение /[ = бо, имеет 
ненулевое решение ©; из /) — собственную функцию, соответствующую 
собственному значению Хх, 
[9х — к к. 


Так как /[/^ =010 и 05 = 50 = 5, то собственные значения задач 
(2.7) и (2.7”) совпадают, а соответствующие собственные функции свя- 
заны соотношением ф, = Охх, где ф, — собственные функции задачи (2.7°). 

ТЕОРЕМА Г. Множество собственных значений 7, бесконечно (счетно), ' 
не имеет точек сгущения на конечном расстоянии и состоит из поло- 
жительных чисел; каждому 7. соответствует конечномерное собствен- 
ное подпространство. Наименьшее собственное значение }). — простое, 
а соответствующая ему собственная функция ©,($, Р) положительна 
почти всюду в ОХ С. 

Имеет место вариационный принцип: 


(5Е, [-15Е) (5Е, [-Ъ5Е) 


1 Е 
—= Ш зир = зар о, (4.2) 
т В. 
(Е, 5; )=0 (Е, 59:) =0 
1=1,2,.... К—1 1=1,2,..., К—1 


причем реализация зир в (4.2) осуществляется собственной функ- 
цией фк. 
Кроме того, 


(+, 9Фк) = ди. (4.3) 

Далее, при любом ЕЕУ имеет место разложение 
56 = У (Е, 59) 5%, |5Р[ «Во» У (Р, 69), (4.4) 

Е=1 &=1 


причем ряд в (4.4) сходится в пространстве %. Система функций Фк не 


полна в 9. 
Собственные значения \к удовлетворяют соотношенияим: 


И 


а авы при Е-> оо. (4.5) 
т 


Доказательство. Собственные значения и собственные функции 
одноредней задачи (2.7) совнадают с характериетическими числами и 
собственными функциями оператора // “5. По лемме 3.2, В р 
вполне непрерывен в пространстве Ф. Поэтому к оператору Г. *5 можно 
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применить результаты общей теории линейных вполне непрерывных опе- 
раторов в пространстве Банаха [см. (10), гл У]. 

Далее, симметричный, неотрицательный оператор 5 (лемма 3.1 и фор- 
мулы (3.2)) симметризует оператор [/'$ слева. Действительно, в силу 
свойства Ш ($ 2) и условий (3.2), 


О Ее 


Очевидно, 5; = 0 (почти всюду в Ох С) и ($, 5%) >0. Это значит, 

что оператор [7/15 вполне симметризуется оператором 5$ >20 [в термино- 
логии Рида (1')]. Поэтому к оператору Г 1$ можно применить резуль- 
таты, полученные Ридом в п. 5 работы (11). В частности, имеет место. 
непустота множества собственных значений ), задачи (2.7). Соответству- 
ющие собственные функции ‹; удовлетворяют условиям ортогональности 
(4.3). Кроме того, имеет место вариационный принцип (4.2), если заме- 
тить, что, в силу (2.4), 


(Ф»› 2х) 1 


Лк каво ея Ая ы (5, ИР) ФЕ (5, Р) азаГ (Р) = |9« |? >> 0. (4.6) 


Прежде чем переходить к доказательству формулы (4.4), докажем 
более слабое утверждение: при любом РЕФ имеет место разложение 
(обобщение теоремы Гильберта — Шмидта): 


=: Е, 5Фу 
Г5Р=У в, (4.7) 


к 
причем ряд в (4.7) сходится в пространстве ®. Обозначим 
РА =Е-— У (Е, бл) вк. (4.8) 
КТ 


Так как (Р+, 59) =0, &=1,2,...,[, то из (4.2) следует, что 


(5Рь, Г-5Р) < я = 


1 
г в бу у (Е, 56| < Зы (©, 5Р). 


—1 


Если система собственных функций Ф, конечна, то при достаточно боль- 
шом #& будет 


(Е Г *5Е)) = 0; 

если же система ф;, бесконечна, то \; —> со при #—> со. Поэтому 
(5Рь Г 15Е;) 0 при #- оо. 
Обозначим Г, "5ЁР, = (;. Тогда 5Е: = ГС; и (С:, [С;) 0, 1-» оо. При- 
нимая во внимание (2.4), получим: 
1 ` 
Иов «Па -+х | ($ пр) СК, Р)аз4Г(Р) = 
®хг. 
= (@:, Г&;) 0, 1—5. 


г 
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В силу (4.8), отсюда следует: 


в. с + (1,59) 
ав = ИЗ ВаВ = ВР — Уфы 0, р-коь, 
А— 
что эквивалентно формуле (4.7) 


Докажем теперь формулы (4.4). Из (4.3) при любом РЕУ следует 
неравенство Бесселя: 


УХЕ, 59)? < (Р, 5Р). (4.9) 


Е 


Из полноты пространства % и из (4.3) и (4.9) следует, что функция 


Р, = У(Р, 5$) 5%, 69. 
Е 


Действительно, 
| У, 595 < 151 ( У (Е, 5 вы, № (РГ, 59) 5е,) < 
А=т К=т К=т 


т, 


«Во, > (Г, 540 
А=т 
при т и т, > о. 


Принимая во внимание доказанную формулу (4.7), получим: 


Е "(Е — 5Р) = У (Е, 59) [5 — ГР = 
Е 


ую ь 
аи 
^ ' 
откуда следует: 
м =5Е = УР, 5%) 69ь 
Г: 
что и устанавливает справедливость первой из формул (4.4). Вторая из 
формул (4.4) получается из первой: 


|5 |2 155 1 (Е, 52) «Во» У (Ё, 5}. 
Е 


Докажем бесконечность числа собственных элементов задачи (2.7). 
Если бы их было конечное число, то из (4.4) следовало бы такое пред- 
ставление для оператора 5: 


И == а(РТ акр в. РЕР) 45’АР’, (4.10). 
охС 
где 


„Т ($, р; $ 2) = \ \ [2 (2) 5) (7% 5 5) 4 (р, С) Ф Гр 5") 45" 45” Е 
оо 
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Но представление (4.10) находится в противоречии с представлением 
(2.6). 

Докажем, что $, (5, Р) положительна почти всюду в ОХС. Из (3. 3) 
следует, что вполне непрерывный оператор Г. 15 оставляет инвариантным 
конус неотрицательных функций в пространстве ®. По доказанному, 
у оператора [/*.5 существуют собственные значения. А тогда из теоре- 
мы Ентча, обобщенной в работе (1?) на вполне непрерывные операторы, 
оставляющие инвариантным конус в пространстве Банаха (теорема 6.1), 
заключаем, что собственному значению }, принадлежит, по крайней мере, 
одна неотрицательная собственная функция $, ($, Р)>0. Докажем, что 
Ф1 ($, Р)>0. Имеем: 


о = №2 (219) = [1 (5Г "59. 


Принимая во внимание (4.6) и (3.15), получим: 


м Р-Р оо 
от о - Е Еыт,8) 8 (2, рр, 


хК(Р, Р’) в, (5', Р’) а5' аР", 


где ядро К (Р, Р’) определено формулой (3.9), К (Р, Р’) > ‹>0. Отсюда 
и из условия 0(Р, $, 5’) >0 следует, что 


525, >0: 


Я 
Так как оператор Г ` преобразует положительные функции в положи- 
тельные [см. (2.3)], то 


= Е "(5 591) > 0. 
Докажем простоту №, [см. (1?)]. Пусть, кроме функции $:, существует 


функция ф,, удовлетворяющая уравнению ф, = ^, [/*54,. Тогда 


1$. 1 < 2" 5|$, 1, (4.11) 


откуда 
(|фь |, 59) < (25|, 991) = №, (1$: | › 527" 591) = (|фи, 591). (4.42) 


Так как $, >0, то из (2.6) следует, что 6%, >0. Отсюда и из (4.11) 
и (4.12) заключаем, что почти всюду в Оха 


фа = 22" 5 $1 |, 
т. е. |ф,| есть собственная функция оператора Г. "5. Но тогда 


(14:1, 5) = \ а(Р) 59 (з, Р) фа (5, Р)|@аР =0. 


ох 


Так как 25$, >0, то |$, (5, Р)| =0 почти всюду в ОХС, что невоз- 
можно. Следовательно, \, — простое. 


=” 
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Докажем, что система собственных функций Фь не полна в 9. Пусть 
непрерывная в С функция п(Р) имеет ограниченные первые производные 
по всем координатам и обращается в нуль в пограничной полосе откры- 
того множества С. Пусть 1(5) — функция из /5(0) такая, что 51=0 
(в силу (1.8), такие функции существуют). Пз (1.6) следует, что функ- 
ция 


с (5, РР = Эп(Р) 


принадлежит Ри 55 =0. Обозначим 5х =(12. Очевидно, 2,6 и 5, Е 0. 
Однако при # =1, 2.... 


. 
(Фо, к) = (ИГ, 9%) = (2, ИГО) = 
= ($, ОГ) = ($, ж 05%) = № (5$, к) = 0, 
что и доказывает неполноту системы функций х. 


Наконец, из доказанного и из (3.16) следуют соотношения (4.5). 


Теорема доказана. 
Замечание 1. Пользуясь результатами Рида ("), можно было бы 


только утверждать сходимость ряда 
со 

Аа (8% 5$) 

ЕВ № —_ 


Е=1 


5х 


при любом РЕФ вместо сходимости ряда (4.4). 
Замечание 2. В случае 0 (Р, $, 5’) =6(Р) формула (4.4) выражает 


собой полноту системы функций (9 (5, Р) 4$ в пространстве функций, 
Г) 


суммируемых с квадратом на области С с весом а(Р)Ь(Р). Этот резуль- 


тат был доказан раньше в работе (3), $ 4. 

Замечание 3. Действуя подобным образом, можно построить тео- 
рию уравнения (2.7) при менее ограничительных предположениях о функ- 
ции 6 (Р, $5, 5’), а именно, если условия (1.8) и (1.9) заменить на сле- 


дующие: 


=, 0, 5) 
а(Р)Е(— 5, Р)\ 6(Р, 5, ') Е (5', Р)45' @&арР>0, ЕЕ$. 
ох о 
Тогда вместо (3.2) будем иметь: 
(Е, 05Е)>0, ЕЕЗ; И5=50. 
Неотрицательный симметричный оператор (5 вполне симметризует (слева) 
вполне непрерывный оператор Г Го: 
О ЕР боб 05 в, 0. 

Поэтому к оператору 1 '5 применимы результаты Рида ("), а также 


теорема Ентча (!?). Однако доказательство положительности собственных 
значений и справедливости разложения типа (4.4) здесь не проходит. 
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ТЕОРЕМА П. При ^=^» оператор (Г, —75)* существует и огра- 
ничен в 9, т. е. при любом ЕЕУ задача (2.7) имеет единственное ре- 
шение 


Е,0 о 
по И ЕЕ ВО (4.13) 
ДЕ 


причем ряд (4.13) стодител в пространстве В и, тем более, в простран- 
стве %; 


а: ы за: ЛА кк А 
Но !! < (1 —е““) эр < [1+ РН а Е “| х 
х (1—е-=4) Е. (4.14) 


Для того чтобы при 1. = 7; существовало решение задачи (2.1), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы свободный член Е был ортогонален ко всем 
функциям Озь, где зь образуют собственное подпространство, соответ- 
ствующее собственному значению №. 

Доказательство. Так как оператор [/*5 вполне непрерывен в 9, 
то при ^ == ^, существует ограниченный в 9 оператор (1 —2//' 5)", где 
1 — тождественный оператор в Э. Поэтому из уравнения (4.1) имеем: 


= (-—^ РЕМ В (4.15) 
Докажем формулу (4.13). Принимая во внимание (4.1) и (4.4), получим: 

ред "5-Е =АЕ" У ($, бе) ЕР = 

к-1 
сх (59) а 
=) о > р хх Е Г, о (4.16) 
К=1 з 
Отсюда, в силу (4.3), найдем: 

2. (ГЕ, 5Фу) ^, (Е, 205) (Е, ИФ, 
лы 3-Й) м чу аб таи АСВ 


Подставляя выражение (4.17) для (2, 55,) в формулу (4.16), 
(4.13). 


Докажем, что ряд (4.13) сходится в пространстве Ш. Из (4.4), (4.16) 
и (4.17) имеем: 


получим 


Пе = И 6} = || №99 + Е ЗЕ 5 < 


со 


4 С р и й. и 
< ИЕ] 5 УВа» |1! Вы ([71 Е, ея ме 


[3 Г, в |= 


Аи - Уве, < — 


на 
2 


=! 2+ УВо; вар 
А 


м |7 17, ов я < 


< 1+: Вензир] х, =. а ЧЕ! зы Па 


=” 
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Здесь мы воспользовались неравенствами (2.3) и (3.1). Отсюда и из (2.2) 
следуют неравенства (4.14). 

Пусть теперь ^ =)». Оператор 1) "5 вполне непрерывен в Ф. По тео- 
реме Фредгольма, для того чтобы при =)» неоднородное уравнение 
(2.7) имело решение, необходимо и достаточно, чтобы 


5 У) * 
(Е, =0, 
где ф, — собственные функции оператора 
7-1 с\* у ут 1 тт 
(Бо) = 57 О, 
соответствующие характеристическому числу 1: 
* - О Е 
ф, — Ак Г, Оф,. 
Легко видеть, что ф, = 53», так как из 
- И 
к — Ак 7: 5х 
следует, что 
ы . ит 
к = Ак 5, 05 3ь, 


а размерности соответствующих собственных подпространств операторов 
Г‘би (Г '5)’=5['0 равны и 6%; линейно независимы (5 вполне 
симметризует 1, `5). Полученное необходимое и достаточное условие 
разрешимости задачи (2.7) при 7. =7. можно переписать в виде: 


ии” Е 
0 = (2 Е, ф,) = (Ё Е, 99) = (Е, 2к) = (Ё, Фк) = с . 


Заметим, что функции Оз, суть собственные функции задачи (2.7°). 


Теорема доказана. 
Замечание 1. Дадим оценку решения задачи (2.7) при условии 


а Е. (4.18) 
Из (4.5), (4.14) и (4.18) имеем: 


ь а и Пре 
о [Я та 11 < 


3 Ч. —©а ь К 
[7% | 2%, ( е т [иж | || 
Вы, “9 


<! + 
Замечание 2. Установим вариационный принцип при ^<М- 
к 
Пусть о есть решение задачи (2.7) при ^< А 
ме -1 = 
од ‘9-Е, ФЕР. 
Тогда для того чтобы функция / из Ф сообщала минимум функционалу 


Н (= (0,5) —)^ (51, Е ` 5) —2(5/ ВИ (4.19) 
и: 
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необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла соотношению 
К 
Сформулированное утверждение следует из тождества 
ид = (54-9, И 5) 0—9) — (56, (1—7 5) 9) 
и из неравенств: 
ри < 0-9, 1-м 90-9) < 


< И -|^ Во» (1 —е—“4)] (7—9, 51 —9)), 


полученных из (3.16) и (4.2). 

$ 5. Метод последовательных приближений. Мы рас- 
смотрим метод последовательных приближений применительно к двум 
задачам, связанным с задачей (2.7) и имеющим практическое значение: 
задача Г — определить }, и $; задача П — при |\|< ^ определить 
ф — решение задачи (2.7). 

Последовательные приближения строим по схеме 


Го) = 5-0, р=1,0,.... (5.1) 


Для задачи | в качестве ф®) берем любую функцию из ® такую, что 
(Ф1, 50) = 0, например положительную функцию. Приближения к ^, 
и х, строим соответственно по формулам: 


и 
2 


(Р—1), 52-0) ф(Р) 
№) = ЕВА цю) — Ре = 1, 2,... (5.2) 
($), 5(Р)) 2 (ФР), 5%) 2 


Предлагаемый здесь метод итераций является модификацией извест- 
ного метода Келлога (13) отыскания собственных значений и собствен- 
ных функций вполне непрерывного и симметричного оператора. 

Для задачи П в качестве 5$©) нужно взять функцию Ё — свободный 
член уравнения (2.7). Приближение $(р) для решения задачи (2.7) возь- 
мем в виде 


р 
‹ . хр 
Ну МЫ - 4, ра, (5.3) 


$=1 


где $ определены формулой (5.1). 

Идея изложенного приема, уточняющего обычную слему последова- 
тельных приближений (в виде оборванного ряда Неймана), была впер- 
вые предложена Л. А. Люстерником (М) для улучшения сходимости 
итераций при решении систем линейных алгебраических уравнений. 


Докажем теорему относительно сходимости последовательностей (5.2) 
и (5.3). ` 


РЯ 
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ТЕОРЕМА Ш. Последовательность \‹р) сходится, монотонно убывая, 
к №, причем 


^: \22-2 (Ф®), 5б(0)) — (©) 2 
Оо ое. 5е) 
р (Ф › 5Ф1)2 


Мора р=12,.:., (5.4) 


й 


Последовательности Ф1(р) @ Фр) сходятся соответственно к ф1 и фв про- 
транстве О) (и, тем более; в пространстве $), причем 


|| Фр) — $1 |< || Фцр) — $1 | р < УВ м . 
„И 9, 55%) — (9, 50) 


ре С 
(98, 55) е в. 
| 2 —Ф || аи о 5.6 
Фр) — $11 < | Фр — р < 5, Е. [Р|, р=2,3,.... (5.6) 
Доказательство. Из (5.2) следует: 

2) = (Г '5)РФ®, р=1,2,.... (5.7) 


Принимая во внимание формулу (4.7), из (5.7) получим: 


| оо 


Ст. > 
9 = ХУ ры > Аи (5.8) 
| ва АК 
Ге, в силу (4.4), 
| ск = ($, 59%), «>0, Ха=(90, 550). (5.9) 
и=1 
Гак как ряд 
| У ск бе» = 590 
ЖА 


транстве Л (и, значит, в 9). 
Из (5.8) следует, что 
:2 


ее ео ро Чары (5.10) 
К—1 


ходится в пространстве Ф (теорема Г), то ряды (5.8) сходятся в про- 
И 
| 
| 
| 


Докажем мснотонность последовательности /4р). Имеем: 
(©), 5) = ( Г 5-5, 59) = (9-1, 5, * $9) = (©@-5, 5ф@+5). 


Применяя обобщенное неравенство Буняковского — Шварца, получим: 
Е м. 


($(Ф), 5Ф(Р)) < (9@-—, бо@-1) 2 (ФФ), бФ@Ф-) 


откуда имеем, на основании (5.2): 
н Е 
у (ФФ, 55) 2 (фФ-Ю, 5%@—) 2 
А(р-у = 


—- №р) * 


1 Е 
(ФП, бо) 2 (ФР), 5%) 2 
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Далее, из (5.2) и (5.10) находим: 


Принимая во внимание первое из неравенств 


(5.14) 
>20, у>0 
и учитывая (4.5) и (5.9), получим: 
Вела: 2 
1 м С / М \22-2 м ь 
о<®-ы< 5 + (5) Е 
са лев 
да) а аа 
что и доказывает неравенства (5.4). 
Докажем оценки (5.5). Из (5.8) следует (р>1): 
.. кн. при А =1, 
ф@—0 хе), $%(Р)) 2 
= — Ма, 9Фк ) = Р 
(®), 5х)? ыы. при > 1. 


р (ФР), 5ф(®)) ? 
Отсюда и из (4.4), (5.1), (5.2) и (5.40) будем иметь: 


Яо@Ф-—П 2 
|Фбру — $1 || *, = || (фир) — $1) |? = ы —/, 5$: || < 


= 
2 


(Ф(Р), 5$()) 


С1 з ыы с = 
<В “| — № а > ар (ФФ), 5) | 9 


з 1 
Е ($), 5(Р)) 2 К= | 
= * >) 62 Е. = | 
Г: 
ии У < — р 
К=2 | 
ВР Ск [Гм \25 
"230 Уча’ — 
в Е я 
ыь ка‘ * 2 + 


Е о 
Принимая во внимание второе из неравенств (5.11) и учитывая (5.9). 


получим: 


со 2 
с = 
т 2 К [№1 \20—2 
| Фр) Фр < Вов ы р (=) < 
с \^ь 
К-2 | 


Во, № ь 5 


че бы (90), 590) — с? 
1 


с 


г 
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Докажем оценки (5.6). Из (4.18) и (5.8) получаем (р > 2): 


р 
ах } ХР 
У —1о-0 ЕВА вы г 
оз а. о 
ы — и ХР Ч ^ а 
ы = =. = К 
Е х 1 в: 5 хр И Ак —л 


5 Ак — м 
Е И 
хрРЬ—1 (2 —^) (^^, —^)’ 


где 


со а со 
Як = (Е, Ок), У] <= 73 (ОЕ, Г. '5фк)? = 
= Ак К=1 


Поэтому, в силу (4.4), (5.1) и (5.3), имеем (р> 2): 


И Фр — ФР = ИС (2) — ФВ = 


со в р 
= НИ + ХХ 11° + — > ПА == 
1—2 и 


ну 1154 2-1 — 7.55 |? < 
1=2 
х2р (Ак — ^,) Зо АР у й 
< й и обе а ее 
РЕ 2 А —^ — ГЕ ЕЕ 7, № - 
Во =. 71 ро " о 
и —. о в го и 


Теорема доказана. 

$ 6. Вариационные принципы. В этом параграфе мы устано- 
им, помимо вариационных принципов (4.2) и (4.19), новые вариацион- 
ые принципы, связанные непосредственно с дифференциальными частями 
равнения (1.1) и его сопряженного. Для этой цели, пользуясь тем, что 
*—= (У, преобразуем задачи (2.7) и (2.7") к другой задаче так, чтобы эта 
овая задача была самосопряженной (и положительно определенной) и 
вала бы все решения задач (2.7) и (2.7°). К исследованию и прибли- 
енному решению полученной самосопряженной задачи можно эффек- 
ивно применять прямые методы вариационного исчисления (Ритца, наи- 
ньших квадратов и др.) Подробности о применении вариационных ме- 
дов к самосопряженным. и положительно определенным задачам можно 
йти в монографии С. Г. Михлина (°), гл. 1. 

Итак, рассмотрим новое интегро-дифференциальное уравнение вто- 
го порядка относительно неизвестной функции и. (5, во б: 
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ЕЕ (5, БАЙ Ру (5, стад и))-+ й = 
= 8(Р, в, $) и(з, Р) 45 Р(з, Р). (6.1). 


о 


Решение уравнения (6.1) будем искать в классе функций Ду, который 
будет также и областью задания линейного дифференциального выраже- 
ния [ и, стоящего в левой части уравнения (6.1): 


4 1 НЕЕ 
и р) ($, стаа (р) ($. ста@ и)) в = 
= = (ву (5, стад) 1) (- РУ (8 отаа) 1) = 


= Иль = (— ру, гад) + 1) (ву 7: (5, ота@) 1) . (60.4 


К классу Ду отнесем функции и, обладающие следующими свойст- 
вами (при почти всех (5, 0) ЕО хтк.): 
1 д па 
1) в ($, О+ =) и 0-Е) ЕЙ (5, О-- =5) абсолютно непрерывны на 
замкнутом множестве пт, д. 
2) и (5, О-- 5) удовлетворяет граничным условиям: 


В 1 д | 
а) и (5, О- 615) = а (О - 25) дЕ и (5, О - 55) ы 


и (5, о-в) = — орви, 9+), _ 
и (5, О 15) =и($, О 1:5), 


д р 9 < 
а(9- Е5) Е в, | т 55) ны а О 0 Е 5) О 
и ол №М— 1. 


3) Функция и должна быть такой, что ИЕ 
Имеют место следующие неравенства типа теорем вложения [ем. (3), 


$7]: еели и@Дь, то и бЭ и С ($, стадии) Е Э, причем 


пи | < (1 —е “9) |4, 


о 
= (5, та и) | < (1 — 2—4) | [и], 


|(8, пр) | м? (5, Р) 4загГ (Р) < (1 —е-9) и |2. = (6.3) 
ох(гГь Г) 


Множество функций Ш. — линейное, содержится в ® и плотно в $ 
[см. (3), $ 7]. Линейное дифференциальное выражение и, вместе с об- 
ластью его задания /%., определяет линейный оператор /. с областью: 
определения Д.. Введем в Д, метрику при помощи скалярного произве- 
дения и соответствующей нормы: 


(и, ©), = (Ги, [0), ` Ишь, = У (и, ив)ь, = Ти ||; и, 6ЕЛ,. 


‚= 
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В силу (6.3), введенное скалярное произведение удовлетворяет всем 
аксиомам скалярного произведения. Таким образом, Ду превращается в 
гильбертово пространство (полнота его доказана в работе (3), $ 7). 

° В силу (2.6), уравнение (6.1) можно записать в операторной 
‘форме: 
Ги = ли + ЕР, иЕБ.. (6.4) 


Отметим некоторые из свойств оператора Г» [см. И 
Е О А аа 0 


П. Если и иъЕРО, то имеет место формула: 


Е = \ |(5, пр)|ш(з, Р)ъ(5, Р)4заг(Р) + 
ох(Гь Г ,) 
24 (© р и) (5, то ")) + (и, 5). 
В частности, 
(в, 5) = \ | ($, пр) | и? ($, Р) азаг (Р) 
Ох +Г_.) 


(5, ота@ и) |} 


а И 


| -- 


И =. 
Установим связь между задачей (6.4) и задачами (2.7) и (2.7*). 
ТЕОРЕМА ТУ. Если Е удовлетворяет условию 


5 Е = 5Г ОЕ, (6.7) 


Ни. (6.6) 


'то функция и — решение задачи (6.4) — и функции $, ф — решения со- 
"ответственно задач (2.7) и (2.1") — связаны соотношениями 

| 
’ Доказательство. Пусть и — решение задачи (6.4). Это значит, что 
в ЕД. и [см. (6.2)] 


= (+4), т (ь вади) = (ф—9). (6.8) 


пи == У ИЛи == ОЛ = би - Е. (6.9) 
Обозначим 
1 
е = ОШи == — — т ($, вгаа и) - и, 
в (6.10) 
ф = Ш = а (5, ртаа и) + и. 


28. 


Так как и@Ду, то из (6.9) и (6.10) следует что х и ® удовлетворяют 
| уравнениям: 
19 =^5би 1 Е, ФЕШ, 1 =)5и-- Е, УЕ60Р. (6.11) 


Но из (3.2), (6.4), (6.5), (6.7) и (6.11) имеем: 
ба во Л. 
Я РР, 
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би = Аб био ОЙ = 
5 би 5 №5 ("би + 


И 


Поэтому построенные в (6.10) функции ф и $ суть решения задач (2.7) 
и (2.7°). Формулы (6.8) следуют из (6.10). | 

Обратно, пусть функции ф и ф суть решения соответственно задач. 
(2.7) и (2.7°). Это значит, что ФЕ РБ, ФЕД и $, $ удовлетворяют соот- 
ветственно уравнениям: 


@ 
а. рта х) {+ ф = Або - Ё, 


Иф= — 


О: (5, стад Ф)  ф = 5% - 2. 


Складывая и вычитая полученные уравнения и обозначая 


ф--ф = 2и, ф—ф = 2%, Ф=и- о, ф=и—®, (6.12) 
получим: 
1 1 
(в) (5, втадо) Ри = зб (Ф + ®Ь, 
у (6.13)! 
2(в) (°' зтад и) Но=У ($ — 4) 
Но, в силу (3.2) и (6.7), имеем: 
9` =^5Г "5 -+ 5Г, "ЕР, 5 = АГ 150 --5Е "Е. 
Отсюда следует, что 5ф = 5%. А тогда из (6.12) получаем: 
е 
5и = (59 + 5$) = 5% = 5%, 
что, в силу (6.13), дает: 
1 ь 1 
а) (5$, ога@ 5) Ни = )5и + Е, (в) (° ота@ и) о = 0. (6.14) 


Исключая из последних уравнений о, получим уравнение (6.4) для функ- 
ции и. Из (6.12) и (6.14) следуют соотношения (6.8). Так как ФЕД и' 
+ СОР, то из (6.8) следует, что ие Б.,. Теорема доказана. 

Установим вариационные принципы для однородной задачи (6.4). За- 
метим предварительно, что из теоремы [У следует, что собственные 
значения задачи (6.4) равны ^»„, а соответствующие собственные функции 
равны 


па = (к) = 2 (к 09». (6.15) 
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Из (4.3), (6.4) и (6.15) следует: 
(м., Гоих) —= № (и, бик) = Лкдиа. (6.16) 


ТЕОРЕМА, У. Собственное значение }, равно наименьшему значению 
функционала 
(м, Три) 
(и, би) 


при условии, что и Пу и (и, 5и) =0, #=1,2,.... Е—1. Это ‘наи- 
меньшее значение достигается на собственной функции их. 

Доказательство. Из (6.16) следует, что для доказательства тео- 
ремы достаточно установить невозможность неравенсте 1 


(и, Гош) 
(и, би) 


= А < Ак (6.17) 
ни при каком и@)., удовлетворяющем условиям: 
(: 0) =0,'1=4,2,. КЕ (6.18) 
Цопуская противное, обозначим 
Гри — би = К. (6.19) 


Очевидно КЕ®. Из (6.17) и (6.19) имеем: (Ё, и) =0. Из (6.5) и (6.19) 
‚ледует: 


и = 1 би + Е = (ЕН ИР) би + 4", (6.20) 


ткуда 
| 


| (и, би) =) (5и, Г. би) + (би, [6 “Е). 
Из (6.15) и (6.18) имеем: 


(ф, би) = 1 (фь би) +5 (И 5и) = (ш, и) = 0, 


| 

тсюда и из (4.2) следует неравенство: 

| 

(и, би) 


(би, ПВН = > 


к 
| 
| тогда (6.24) дает: 


в ВО И (и, би) > 0. 
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Последнее неравенство в сочетании с 


` 


0 = (Ё, и) = (Е, 1 'би) + (Е, № 'Е) 


[см. (6.20)] приводит к равенству (Ё, [% Е) =0, из которого следует, 
что (5, [40) =0, где о == [+ \Р. Последнее, в силу (6.6), дает © =0, 
значит, Р =0, что невозможно. Теорема доказана. 


Следствие. 


Ак = 90 101 а (6.21) 
С о 
(Е;, ви) =0 
$=1,2,..., К—1 
причем реализация зар ш{ осуществляется при Е; = и, 1=1,2,....&—1, 


и = и» (максимально-минимальный принцип Куранта). 

Докажем, что в (6.22) множество Ро функций сравнения и можно за- 
менить более широким множеством О, > Д.. К множеству О, отнесем 
функции и, удовлетворяющие условиям: 

а) при почти всех (5, О) ОХ т, функция и(5, О- $) абсолютно не- 
прерывна на х.,, о и удовлетворяет граничным условиям 


и ($, ОЕ $) =и(5, О-+ 11$), 1=1,2,..,М— 1; 


6) функция и такова, что 


р \ '(8, пь) | и? (5, Р)@заГ (Р) + 
ох(Г; а) 
ва в |пыа < оо. (6.23) 


Для доказательства сформулированного утверждения воспользуемся 
теорией Фридрихса самосопряженных расширений положительно опреде- 


ленных симметричных операторов, изложенной, например, в работах (3), 
аи ео рае. 


Из (6.23) следует, что оператор Г, заданный на линеале ., плот- 
ном в 9, — положительно определенный: 


|и]| 2 < (и, Ги) == [и]?, ие [.. 


На множестве Д, определим новое скалярное произведение [и, *], по- 
лагая 


[#; #] = (и, Гр), ®, вЕБ.. 


Легко проверить, что в силу такого определения, множество До пре- 
вращается в новое гильбертово пространство, которое мы обозначим че- 
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рез О». Норму в О, будем обозначать через [и]. Пространство О» может 
оказаться неполным —в этом случае мы обычным способом пополним 
его. По теореме Фридрихса, элементы полного пространства О), можно 
отождествить с некоторыми элементами из $, т. е. Р.С ®. Попутно от- 
метим, что 0» = уг. [см., например, (*), гл. 1, стр. 25]. 

В работе (3), $ 8, доказано, что 2, с 2,. Таким образом, 


Перв, с Б, = $, 


причем ПД, плотно в 9 в метрике | | и Д, плотно в О. также и в 

метрике [ |. Следовательно, Ду плотно в О, как в метрике (|| ||, так 
г 

и в метрике [ |]. Так как оператор 5 ограничен в %, то из (6.22) сле- 


дует: 


+ = ви 10 Е 
к, — р й. 5 (6.24) 
(Е;, Зи) =0 


1=1,2,..., К—1 


причем реализация зарш{ в (6.24) осуществляется при ЕР; =, 
ЕО, им, 

Как и в работе (3) ($ 8), легко устанавливается справедливость сле- 
дующего вариационного принципа: решение и задачи (6.4) при ХХ 
сообщает функционалу 


С (и) = [и, и] —^(и, би) —2(и, Е) 


наименьшее значение в Л);; обратно, функция и из О;, реализующая ми- 
нимум функционала С (и), является решением задачи (6.4). 

Пользуясь случаем, выражаю благодарность Н. Н. Боголюбову за 
плодотворные дискуссии при выполнении данной работы. 
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С. Б. СТЕЧКИН 


О ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДАХ, РАСХОДЯЩИХСЯ 
В КАЖДОЙ ТОЧКЕ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе исследуется, с какой скоростью могут стремиться к нулю 
коэффициенты пары сопряженных тригонометрических рядов, расходя- 
щихся в каждой точке. 


Введение 
Как хорошо известно, Н. Н. Лузин (3), (4) [см. также (5), стр. 274 
и (6), стр. 25] впервые построил степенной ряд 


и) = У ела” 
п=0 


с коэффициентами, стремящимися к нулю, который расходится в каждой 
точке единичной окружности |2|=1, и показал, что тригонометриче- 
ский ряд 

Т, (7) = Ве (е**) 
расходится для почти всех т. Вскоре после этого Г. Штейнгауз (8) 
построил тригонометрический ряд 


со 
И (42) ==->° -- » (а» с0з пд - В» зш пл) 
п=1 
с действительными и стремящимися к нулю коэффициентами а» и 6, 
расходящийся в каждой точке. 
В $1 настоящей работы устанавливается, что сопряженные тригоно- 
метрические ряды с коэффициентами, стремящимися к нулю, 


Т, (1)=Ве 5; (е*) и 0, (2) = 5! (е®), 


представляющие собою действительную и мнимую части степенного ряда 
Лузина 5\(2) на окружности 2 =е" (0 << 2"), оба расходятся в каж- 
дой точке и даже имеют в каждой точке неограниченные частичные 
суммы. 

Пользуясь теми же методами, я рассматриваю в $ 2 следующую 
задачу: с какой скоростью морут стремиться к нулю коэффициенты пары 
сопряженных тригонометрических рядов 


со 


о (а» соз пх -- 6 эт и) 


О 
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со 


о (а, з1ш ид — 6; с0$ пт), 
0=1 


расходящихся в каждой точке? В частности, в $ 2 впервые дается дока- 
зательство следующей теоремы А. Н. Колмогорова: 
Для любой последовательности псложительных чисел {и}, удовлетво- 


рающей условалм и и ый и» = со, сузиествует тригонометрическай 
ряд 


со 


> (аи соз пх + В зщ их) 


П=1 


с коэффициентами аш, 6, =О (х„), расходящийся в каждой точке. 

Основные результаты этой работы сообщались мною на заседании 
Московского математического общества 19 декабря 1950 г. (9) [см. 
также (5), стр. 496 и (5), стр. 394]. 


$ 1. О примере Н. Н. Лузина 


1.1. Конструкция Н. Н. Лузина. Конструкция Н. Н. Лузина 
состоит в следующем. Он полагает 


р р _; ты 
9, (2) =ХУ^, Нр(2)= У 229, (е ТН) (р=0,1,2,...), 
у-0 в=0 


и определяет степенной ряд 9, (2) посредством формулы 


4 
УР 


51 (2) = Но (2) + У 


р=1 


2^РНр (2). (1.1) 


Как нетрудно проверить, этот ряд не содержит подобных членов 
и представляет собою степенной ряд 


со 
У с" 
П—=0 


с коэффициентами, стремящимися к нулю. Заменяя Нр(2) и ©, (2) их 
значениями, получаем, что 


= р р Е: РЕВ 
5 (2) —4 м У 2^Р м д(р--ь № ео 2% — 
р=1 "Р ь=0 у=0 
© р р о 2. 
Е № 1 У У е РН Др. (4.2) 


м у 
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В силу этой формулы, действительная и мнимая части ряда 0, (2) 


на окружности 2 =е"* (0 <т<_2=) представляются тригонометрическими 
рядами 


Т. (2) = Ве), (2) =1-- ва (аи со их + 6, зш их) = 


НО 
с й р › 
ее ея У ы 1 __ 2щыу 
о т ры! а а | (1.3) 
и 
И. (5$)= т 9, (>) —= хх (а» 311 7% — 6, с03 и2) те 
= 
У У ++ и 
== У 1 3 [А ев : 
ре Ур т р (р ды + Ух ыы (1 4) 


Понятно, что мы имеем формальное соотношение 


91 (е**) = ТГ, (2) +20, (2) 
и что 
ат, би-—>0 (п-> о). 


Введем в рассмотрение тригонометрические полиномы 


рЬ—1 
м; р (т, 1) = № 003 {(М+ 2—1} (1.5) 
х=0 
и 
| р—1 
им, р (т, 1) = У» зш (М 2—1}. (1.6) 
= 
_В этих обозначениях формулы (1.3) и (1.4) принимают вид: 
| УЕ 2 
Т, (2) =1+ > ПА У врньнь, Е» Е (1.7) 
И ы=0 
и 
И У 2пи \ 
| 01 (2) = р Ур 21 АрНр+ь, р (= 2-1) (1.8) 
р=1 ь=о 


Ряды Т,(2) и 0,:(2) мы будем в дальнейшем называть тригоно- 
метрическими рядами Лузина. Цель этого параграфа — пока- 
`зать, что ряды Т', (2) и 0,(2) имеют в каждой точке неограниченные 
‘частичные суммы и, следовательно, расходятся в каждой точке. Для 
этого нам понадобится одна лемма о тригонометрических полиномах, 
к изложению которой мы и переходим. | 

1.2. Лемма о тригонометрических полиномах. Пусть 
р — натуральное число, ф — произвольное действительное число и к > 0 
(& =0,1,..., р 1). Положим | 


р—1 


О» (х, $) = У би с0з (#2 - $) (1.9) 
Е =0 
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и условимся называть отрезком этого полинома любой полином вида 


Ка 
о ок с03 (Ах -- Ф), 


К=К: 


где О<А, < № <р—1. 
ЛЕММА 1. Пусть р> ро = 24 и 


А (1.10) 


Каково бы ни было число х, удовлетворяющее условиям 


п ЭП 


найдется отрезок полинома О» (х, $), для которого 


| неее 


К=Ка 


(1.12) 


Здесь, естественно, #, =, (2, ) и Ё. = А, (2, $). 

Доказательство. Положим о, = Ах-Фф и исследуем поведение 
последовательности {9х} (Ё =0,1,..., р-1) для х, удовлетворяющих 
условиям (1.11). Имеем: 


= (<< 3»). (1.13) 


Поэтому при увеличении А от 0 до р последовательность {©} моно- 


тонно возрастает от Ф =ф до $» = +, п соседние точки ®х на- 


ходятся друг от друга на расстоянии ый 


Рассмотрим функцию у = с0$$Ф для ФЕ / = [5%, 5]. Так как, по усло- 
вию леммы, р>. ро = 24, а согласно (1.13) 3 т, то для длины |1| сег- 
мента / имеем оценку: 


а ® = (1— 5) > ((— ==) >=. 


Отсюда нетрудно усмотреть, что, какова бы ни была «начальная фаза» 


< п 
Фо = ф, сегмент Г содержит целый сегмент /, длины х, на котором 


с08Ф >> —. ‚ или же целый сегмент /_ длины + ‚ на котором сое < ыы 
Возможен также случай, что Г содержит и Г, и Г. 

Пусть, ради определенности, Г содержит сегмент Г.. Покажем, что 
всегда найдутся точки $х, принадлежащие сегменту Г,, и оценим число 
таких точек. Так как р>. р, =24 и расстояние между соседними точ- 


5 Зп п 
ками Ф; равно т 228 то на сегмент /, длины - точек $; попадет 


4 
не менее чем 


[= «|= [5 > т (1.14) 


=> “ 
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Обозначим через К, наименьший, а через А, — наибольший номер К, 
для которого $ © Г,. Тогда, в силу монотонности последовательности 
{9}, к @Г, для К ЗА АЬ, и, согласно (1.14), 


А а. (1.15) 


Отметим также, что так как ДС 1 10 бр 
Рассмотрим сумму 
Аа Ка 
№ ок с0$ (Ах - ф) = 2 ок С0$ Фк. 
К: К-в 
1 


Используя неравенство (1.10), оценку (1.15) и неравенство 608$ > > 


(ФЕГ,), получаем, что 


К 
1 вр 
У ри соз (йа + $) > (№ — № +5288, 
КК: 
откуда непосредственно вытекает (1.12). 

Если бы мы предположили, что [ не содержит /,, но зато содержит 
сегмент /[_, то, аналогично предыдущему, нашли бы номера К и А, для 
которых 

ко 


ОР 
я рк с0$ (#2 Е $) < — в, 
/ 
кА 
откуда снова вытекает (1.12), и лемма полностью доказана. 
Грубо говоря, эта лемма устанавливает, что для любого д из сегмента 
„т - 
| х — Е | < — тригонометрический полином О, (х, ф) обладает достаточно 
Р Р + 
большими отрезками. 
Отметим, что доказательство леммы сохраняет силу и в том случае, 


когда ф произвольным образом зависит от 2 иотр (но не зависит от #!!). 
Заменяя в лемме 1 р—1 на р и полагая рь =1 (# =0,1,..., р), 


получаем такое 
Следствие. Пусть р>.24. Каково бы ни было число х, Удовлетво- 


ряющее условиям 


п _ эп 
р-+1 о. 
найдется отрезок полинома 
7) 
„Рь(, ф)= > воз (#2 +4), 
к=0 


для которого 


К2 
| с0$ (#5 +7 >27". 


1.3. Теорема 1. Теперь мы в состоянии доказать основную теорему 


этого параграфа. 
8* 
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ТЕОРЕМА 1. Тригонометрические ряды Лузина Т\ (5) и И, (1) имеют 
в каждой точке неограниченные частичные суммы. 
`Доказательство. Положим, как в следствии из леммы 1, 


р 
Ор (х, $) = 2 с0$ (#5 + $). 
=0 
“Тогда имеем: 
р 
к 2 2 
Врно-оь, рН (2, Я 5 > соз [0 + ь 2 — Я = = 
уе) 
: и 
= 2) 60$ Ух — + + Ф- ПО ыа 
Хе -) № 
= (2 — И, рр + ф-+ы) (1.16) 


и, аналогично, 
2 р - 
ПАН, ры (с. ы = Ор (#— ыы ‚ Хр-Е(р - 1) в] #— 5) - (140) 
Поэтому, в силу (1.7) и (1.8), 


Г®-аьУ = 3», (2 т: + Ф+ =) 


©=1 


> у Уз У тер,» (4+2). 


р-1 
Таким образом, как ряд Т, (2), так и ряд 0,(5) является частным слу- 
чаем ряда 
2 
Г (2) = +, Ув 2$), (1.18) 
где ф зависит от р, и их и удовлетворяет условию 
ф (2 - 2т, р, в) ==$ (2, р, в) (шо 2"). 


Поэтому достаточно установить, что ряд Г,(1) имеет в каждой точке 
неограниченные частичные суммы *. 


Зафиксируем натуральное число р>.24 и рассмотрим отрезок 


"ее - 
В) 449) 


ряда Г. (2). Покажем, что, каково бы ни было число д [0, 2], найдется 


отрезок полинома ([,(5), по модулю не меньший, чем и В силу пе- 


риодичности [, (2), достаточно показать, что такой отрезок найдется для 


* Заметим, что ряд Г (1), вообще говоря, не является обычным тригонометриче- 
ским рядом. 
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п п ь 
любого хЕ [5 ‚жж - Е] . Зафиксируем произвольно число 2 из этого 
сегмента и подберем такое целое р (0 < <р), чтобы 


(и - 1) п 


Е ть ие 


(если таких чисел и имеется два, то возьмем какое-нибудь из них). 
Поскольку условие (1.20) эквивалентно неравенствам 


2 З= 
и < —— 
И 
то, в силу следствия из леммы 1 я найдется отрезок полинома 


2 
№ (= мо 5) ‚ для которого 


п 
ни 


ое 28) +9 


К=К: 


Тогда при А и Ё›, соответствующих ф=ф(х, р, и), отрезок. полинома 


(р (2) 


является искомым, так как для него 


че лю] >. ва 


Теперь остается только заметить, что, заставляя р пробегать все 
натуральные числа, начиная с р =24, мы получим для каждого 
хе [0, 2=| бесконечную последовательность непересекающихся отрезков 
ряда /[,(2), удовлетворяющих неравенству (1.21). Теорема 1 доказана. 

‚ Отметим два следствия. 

Следствие 1. Тригонометрические ряды Лузина (1.3) и (1.4) рас- 
ходятся в каждой точке. 

Следствие 2. Степенной ряд 5'(2) расходится в каждой точке 
единичной окружности. 

Это — теорема Лузина. 

1.4. Замечания. Сделаем в связи с теоремой 1 несколько заме- 
чаний. 

1) Повторяя дословно доказательство теоремы 1, находим, что триго- 
нометрические ряды 


к ро 
т.д > Усов [++ рН 
ет во 
И 
$ 1 | у 2пру 
п. =х-- У а [ре 
Ри Е 
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расходятся в каждой точке, а степенной ряд 


5, (=) =» РН р (2) 


РЕ 


— в каждой точке окружности |2| =1. 

Эти ряды имеют несколько более простую структуру, чем ряды Лу- 
зина 5' (2), Т, (2) и 0,(2), и их коэффициенты стремятся к нулю значи- 
тельно быстрее. Однако теперь уже не утверждается, что частичные 
суммы этих рядов не ограничены в каждой точке. 

2) При помощи леммы 1 нетрудно усмотреть, что тригонометрические 


ряды 
2пил 
ыы Ри - сов ПА (+в! 
т =У хх ШП, РЕЯ 
в 


2пиу 

о ра О - р] 

Оз (2) = А Ш, Е ФО» 

2 щ=0 у=0 

расходятся в каждой точке. Отсюда, в силу одной теоремы Харди (15) 
[см. также (1), $ 3.71], вытекает любопытное следствие.Именно: тригоно- 
метрические ряды Лузина Т, (х) и 0, (2) не являются рядами Фурье. Тем 
более, степенной ряд 5, (2) не принадлежит классу Ну. 

3) Ряды Лузина Т, (5х), (1 (х) и 5, (2) расходятся в том смысле, что не 
существует ни одной точки х (или 5 = е"), в которой частичные суммы 
одного из этих рядов стремились бы к конечному значению. Однако 
это не исключает возможности того, что для некоторых х частичные 
суммы ряда Т,(2) или И,(5) стремятся к бесконечности определенного 
знака, а для некоторых 5 =е" частичные суммы ряда 9, (2) стремятся 
к бесконечности. Насколько нам известно, задача построения тригоно- 
метрического (или степенного) ряда с коэффициентами, стремящимися 
к нулю, который ни в одной точке 5 (2 = ей) не сходился бы ни к ко- 
нечному, ни к бесконечному значению, до сих пор не решена. Возмож- 
но, что такого рода ряды вовсе не существуют. 

4) Чтобы получить тригонометрический ряд вида 


со р 
Ур У У соз (И (р, в) + =—5(р, в), 
р=1 


№ у=0 


расходящийся в каждой точке, нет надобности производить для каж- 
дого р суммирование по р от 0 до р. Достаточно взять столько слагае- 
мых, чтобы каждая точка х6[0, 2*] оказалась покрытой бесконечным 
числом сегментов, на которых колебания отрезков полиномов 


уе] 
8 (р) >) с0з {[# (р, и) НУ #— (р, в) у} 


были больше абсолютной положительной константы. Мы воспользуемся 
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этим соображением, чтобы получить в следующем параграфе более силь- 
ные результаты, чем теорема 1. 


$ 2. Расходящиеся тригонометрические ряды © быстро убывающими 
коэффициентами 


2.1. Постановка задачи. В этом параграфе рассматривается 
следующая задача: как быстро могут убывать коэффициенты пары сопря- 
женных тригонометрических рядов 


со 


> (а, 0$ пх -Е 6» 1 их) 


П=1 


со 


в (а, з\п их — 6, с03 их), 


П=Т 


расходящихся в каждой точке? 

Насколько нам известно, эта задача до сих пор не рассматривалась, 
однако имеется ряд работ, посвященных аналогичной задаче для сте- 
пенных рядов 


со 
У с" 
п=0 


на окружности |2| =1. 
Как отмечает Р. О. Кузьмин (2), для ряда Лузина 6, (2) 


ЕВ 
6» = Оп, №); 


нетрудно также подсчитать, что для построенного в $ 1 ряда 5. (2) 


ть 
и =оО(й ?). 


В 1916 г. Харди п Литтльвуд (11) [см. также (1), $ 5.33] построили 
степенной ряд с коэффициентами 


ре 
си =О(п ?), 


расходящийся в каждой точке окружности '|2| =1. Далее, Недер (7) 
доказал следующую общую теорему: 

ТЕОРЕМА НЕДЕРА. Какова бы ни была последовательность положи- 
тельных чисел {„}, удовлетворяющая условиям „| 0 и У = со, су- 
чцествует степенной ряд 


5 (2) = № вр 
п=0 


с коэффициентами с» = О (х„), расходящийся в каждой точке окружности 
2 = 

Наконец, Р. О. Кузьмин (2) дал новый, весьма простой способ по- 
строения степенных рядов с быстро убывающими коэффициентами, рас- 
ходящихся в каждой точке единичной окружности. 


720 С. Б. СТЕЧКИН 


Что же касается построения всюду расходящихся тригонометрических 
рядов с быстро убывающими коэффициентами, то А. Н. Колмогоров 
сообщил мне в 1942 г., что им установлена теорема, аналогичная тео- 
реме Недера: 

ТЕОРЕМА КОЛМОГОРОВА. Какова бы ни была последовательность 
положительных чисел {и}, удовлетворяющая условиям и | 0 и >=. = ©0, 
существует тригонометрический ряд 


со 
р (а» с0з их.-- би эт пт) 
=1 


з 


с коэффициентами ап, 6, =О (ж), расходящийся в каждой точке. 
Фомулировка этой теоремы уже сообщалась ранее [см. (3)], но дока- 
зательство ее не было опубликовано. Ясно, что теорема Колмогорова 
содержит в себе в качестве следствия теорему Недера. 
Здесь я обобщаю эту теорему Колмогорова и показываю, что, какова 
бы ни была последовательность положительных чисел {„}, удовлетво- 


ряющая условиям „|0 и УХ = со, существует пара сопряженных 


тригонометрических рядов с коэффициентами а», 6, =0 (*»), расходящихся 
в каждой точке. 

Сравнение нашего доказательства этой теоремы с доказательством 
теоремы Недера показывает, что при переходе от степенных рядов к три- 
гонометрическим возникает ряд дополнительных трудностей. В частности, 
нам понадобится одна лемма о числовых рядах, которая в случае Недера 
сводится к тривиальному замечанию. | 


2.2. Лемма о числовых рядах. 


ЛЕММА 2. Пусть функция ® (и) (и >0) удовлетворяет условиям: 
$1) Ф(и)>0, (и) >0 (и> +0}; 

$2) х(и) не убывает; 

$3) для любого а>.1 о (аи) < с, (а) ® (и) (0<и<1); 


4) ряд У (у сходится и 


со 


о С ВД (2.1) 


К=п 


Далее, пусть „| 0 и 


У о(в) = оо. (2.2) 


й=1 


Тогда существует  последовательность натуральных чисел {р}, об- 
ладающая следующими свойствами: 


Р1) Ри < Ри (п ре в) 


< им, где № = юм ри; 


` 


й 
2) р 
К=1 
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р3) У, Р"Ф(рь’) = оо. 


П=т 


Для ориентировки: условие р2) показывает, что р» не слишком малы, 
а условие р3) — что р„ не слишком велики. Таким образом, лемма 
утверждает, что можно одновременно удовлетворить обоим условиям. 

Доказательство. Определим индуктивно возрастающую после- 
довательность целых неотрицательных чисел {№} (п=0, 1, 2,...). 
Именно, положим № =0, и если числа №, М,,..., №„— уже опреде- 
лены, то положим //„ равным наименьшему натуральному числу М, для 
которого | 

КУА а, —1. 


Такое число И, существует для любого п=1, 2,.... В самом деле, 
если бы для некоторого натурального п и всех М№М`>> №, выполнялось 
обратное неравенство 

ИА ев 


то при М—>со было бы «, =О0О(М 1), что, в силу условий $3) и 94), 
противоречит расходимости ряда Уф («,). 


Итак, 
Ао Е ОМ) (2.3) 
и 
(М» — М1) я», >1 В (2.4) 
Положим 
ПА — М =...) (2.5) 


и покажем, что эта последовательность удовлетворяет всем требованиям 
леммы. Так как {/Л№,„} — возрастающая последовательность целых неот- 
рицательных чисел, то числа р„ — натуральные. Далее, в силу (2.4), 


т 
1 
м, для № = У, ри, 
ыы К-т 
так что выполняется и условие р2). Установим теперь монотонность 
оследовательности {ри}. Согласно (2.3), имеем 


(№ —1 — Ми) ами а <, (2.6) 


откуда, в силу (2.5) и монотонности последовательности {м}, 


(Р»— 1 ми = И 
С другой стороны, 
Ри М1 > 1, 
откуда ри! > —Ти д 
Рт-1 > Рп. 


—1 ы 
Остается доказать расходимость ряда У, рф (р»’). Заметим предвари 
тельно, что из (2.6) вытекает оценка: 


(Рм— 1) “м, < т 
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откуда 
Рим, < 1-Е ам, < 1-Е, = 63 
и 
ан, (9.0) (2.7) 
п 
Ми1-—1 
Оценим сверху сумму > Ф (ам). Имеем: 
М=Ми 
Ми-1—1 Ми ЕРи1 М1 
ХУ (м) = ХУ ом У (м) =9: 5». 
ММ, М= Мп М=Ми-ЕРи 


Для суммы 51, в силу монотонности {я„}, неравенства (2.7) и условий 
Ф2) и $3), имеем: 


МиЕРи—1 Мои —1 
= УХ 9(м)< У 9(м,) = рьз(ам,) < 
м-Ми ММ» 


< р (>) < сари (ра). 


т 


Для суммы 9,, используя $2), $4) и (2.3), получаем: 


М1 Ми-1—1 Й Ри--1—1 
= У эх У +(м)- ХУ < 
= М=Ми Ри Ё ^=Ри 


< УФ) < ера (ра.). 


К=ри 
Сопоставляя эти оценки, находим окончательно: 


М т--а-1 


ХУ +(ам) < сыр (рр) пт=4,0,...). 
ММ 


Так как ряд Уф(ом) расходится, то отсюда вытекает расходимость ряда 
Ур»Ф(р»*), и лемма полностью доказана. 

Ясно, что в этой лемме можно, в частности, положить © (и) = и?. 
Поэтому справедливо такое 

Следствие. Пусть „|0 и Уа2 = сю. Тогда существует последо- 
вательность натуральных чисел {р„}, обладающая следующими свой- 
ствами: 


1) Рь < Ри (=. 2, С 
1 п 
2) бы где №, = У рик; 
К=1 
3) У ры = 


-#” 
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2.3. Теорема 2. Докажем основную теорему этого параграфа. 

ТЕОРЕМА 2. Какова бы ни была последовательность положительных 
чисел {и}, удовлетворяющая условиям о | 0 и У а? = со, найдется пара 
сопряженных тригонометрических рядов 


Т (2) = > (а» 60$ пд -- 6. 11 ил) 


п=1 


О (2) = У, (авт их — 6, 008 из) 
п=1 - 
с коэффициентами 
й,, дн (9), (2.8) 


расходящихся в каждой точке. 

Доказательство. Зафиксируем последовательность {а} и при- 
меним к ней следствие из леммы 2. Получаем, что существует последо- 
вательность натуральных чисел {р»„}, удовлетворяющая условиям: 


Ри < Рим (П=1, 2,...), [8 
У Ри = (2.10) 
\=1 
з 7% 
Ра" < ам, для М» = У! ри. (2.11) 
К-1 Е 
Так как «м ->0 (№М-> о), то, в силу (2.9) и (2.11), 
ри со (п->оо). (2.12) 
Кроме того, согласно определению последовательности {М.}, 
Миа Р— 1 = М —1< М... (2.13) 
Далее, положим 
2—2 У рЕ'— Зир' (2.14) 
К=1 


и построим ряды 


со 
1 
Т (2) 5 У в. ть Ри, (т, 1») 


п-=1 
со 
1 ^ 
И (+) — у Мир РФ» (%, у), 
П=1 


где (м, р(2, 1) и им, р (1, 1) имеют те же значения, что ив $ 1. Так 
как, в силу (2.13), старшие члены полиномов м„_,, ри (7, п) й 
Им. р, (2, п) для любого натурального п имеют порядок, меньший 
порядка младших членов полиномов вм, ри, (7, Ти-1) И Ими, ри (®, Тин), 
то построенные ряды являются обычными  тригонометрическими 


рядами. 
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Покажем, что эти ряды удовлетворяют всем требованиям теоремы. 

Прежде всего, так как полиномы @м\,р(2, 1) и им,р (2, 1) являются 
сопряженными тригонометрическими полиномами, то и ряды Т (2) в 
0 (х) — сопряженные тригонометрические ряды. 

Далее, оценим коэффициенты рядов Т (2) и 0 (2). Имеем: 


1 : 
ам |, |6м| <>. для М. < М < М,. 
т 
Используя (2.11) и монотонность последовательности {ам}, получаем. 
отсюда: 


4 
| ам |, [бы | < < ям, < м (М.М М, це а 
т. е. нужное соотношение (2.8). 
Докажем, что ряд Т(5) расходится в каждой точке. Зафиксируем 


произвольно точку 26[0, 2т). Так как, согласно (2.10), ряд У и 
расходится, то для любого целого неотрицательного [ найдется такой’ 
номер пи, что 


#1-—& т] 
2 У рее 251 9к У рр". 
К=1 К=1 
Вычитая из каждой части этих неравенств 
т п 1—1 
—1_ —1 —__ —1 —1 
Ты + 2тры =: 2= У р — пры =2= У рк + тры, 
К=1 К=1 


получаем, что 
—\ т ‚ ЕЕ Е 
— пы 5 +2 Чи, 2иры < пры, 
откуда 


[20 -- 2=] — 1, — 2при, | < ри. (2.15) 


Ясно, что п, —> со ([-—> со). Обозначим через Г наименьший номер [, 
обладающий тем свойством, что ри,, > 24, и рассмотрим полином 


Ри] —1 
ТЕ бп (т, 1") =: о 605 {Ми яг К) жа т} — 
К=о 
= Вр, (х ге тр» М" 15) (1 >. О (2.16). 


Так как = лу удовлетворяет условию (2.15), то, согласно следетвию 
из леммы 1, найдется отрезок полинома (2.16), для которого 


и 
Ри 
У, воз {(М,— + № — 1} > 8 8 
К=К у у 


откуда 


Ни 
ты У воз (Мы +) 2—1 |238. 


Аи, 
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Но выражение внутри абсолютных скобок в этом неравенстве является 
‘отрезком ряда Т (2) для х = 2. Мы имеем, следовательно, бесконечную 
последовательность отрезков этого ряда, на которых колебания не 
‘меньше — откуда и вытекает расходимость ряда Т (5) для х = 2%. 


Аналогично устанавливается расходимость ряда И (7), и 
полностью доказана. 


теорема 


Ясно, что эта теорема содержит в качестве следствий теоремы Кол- 
могорова и Недера, сформулированные в п. 2.1. 

В точности такими же рассуждениями можно доказать несколько 
более общую теорему: 

ТЕОРЕМА 3. Какова бы ни была последовательность положитель- 


ных чисел {и}, удовлетворяющая условиям в» | 0 ам и = со, существует 
степенной ряд 


5 (2) = о Ра 
п-0 


< коэффициентами с, = О (“,) и такой, что для любого вещественного 
В тригонометрический ряд 


Т (2) = Ве {е'85 (е*)} 
расходится в каждой точке. 

2.4. Дополнительные замечания. Конструкция, использо- 
ванная при доказательстве теоремы 2, может также служить для уста- 
новления ряда родственных предложений. Мы укажем здесь некоторые 
из них. Поскольку доказательства этих предложений мало чем отли- 
чаются от доказательства теоремы 2, мы будем их только намечать, 
обращая внимание на те места, где имеются отличия. 

Прежде всего, конструкцию теоремы 2 можно изменить так, чтобы 
частичные суммы рядов 7(5) и 0 (5) были неограниченными в каждой 
точке. Для этого по заданной последовательности {„} находим после- 
довательность {„}, обладающую теми же свойствами, что и {0}, и 
кроме того, удовлетворяющую условию 


’ 


бп == 0 (жи). 


у 
Далее, по последовательности {„} строим, как и раньше, {ри}, 
{№}, {п} и полагаем 


Т (2) = м о ; (т, и 


п—1’ Ра 
П=1 


и (1) = ь С И г (х, и). 


п=1 ох № 
Тогда, очевидно, 


@т» [7 = 0 (ии). 


Кроме того, рассуждая, как при доказательстве теоремы 2, получаем, 
что для каждого х существует бесконечная последовательность отрез- 
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—— 


ков ряда Т (5), каждый из которых принадлежит некоторому полиному 


р ‚ (1, 1.) и удовлетворяет условию: 
№, № т ) 
Е 
а = 
3 . ВртВ 
“к, ра 60$ {(№—1 + ) 20 — 11} |2 “у а = 
ч т 
КК 
а, к 
Ми, 1 / й Я т] 
= ам Ры >48 —> < (1-05), 
ых т ия 


, , и 
так как ор, >21 и-->ою. В силу этого, Т(2) имеет для д = 1 
п а 
м 
неограниченные частичные суммы. Аналогичное рассуждение проходит 
и для 0 (2). 
Переходим ко второму видоизменению теоремы 2. Недер (7) рассмот- 
рел следующую задачу: пусть дан степенной ряд 


со со я 
5 (2) = У сил" = У [сн | в пл. 
п=0 


П==0 


При каких ограничениях на модули чисел с„ можно так распорядиться 
их аргументами ®„, чтобы получить степенной ряд, расхоцящийся в 
каждой точке единичной окружности |2|=1? Недер показал, что это 
всегда возможно при выполнении условия 


со 
*. о 
У {с = <, 


п=о0 


где 


® . 
С® = шш |6 
=0,1,....П 


Рассмотрим аналогичную задачу для пар сопряженных тригонометри- 
ческих рядов. Именно, покажем, что, какова бы ни была последова- 
тельность положительных чисел {0„}, для которой, полагая 


будем иметь 
со 
2 
рые 
п—=0 
существует пара сопряженных тригонометрических рядов вида 


Т (а) = у бь ©08 (Их — Ф,), ОП (2) = у би 11 (Их — ра), 


п=0 п=1 


расходящихся в каждой точке: 


Ра 
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Для этого возьмем последовательность {„}, удовлетворяющую усло- 
2 Ф= 
виям о, | 0, У = со, “и < ри, Построим для нее последовательности 
{Р„}, {М} и {в} и положим 


< Мп 

те=х У роз, Юа А, (2.16) 
ПЕК = М1 
т 

О (1) = У, о ок 81 {(Л,— + А) — {й}. (2.17) 


п=1 К=М—1 


Нуждается в проверке лишь расходимость этих рядов, и она устанавли- 
вается точно так же, как в теореме 2, только вместо следствия из 
леммы 1 нужно воспользоваться самой леммой 1. 

Аналогично тому, как это было сделано выше в связи с теоремой 2, 
можно также добиться того, чтобы частичные суммы рядов (2.16) и 
(2.17) были неограниченными в каждой точке. 

Наконец, Недер доказал следующее предложение: какова бы ни была 
последовательность положительных чисел {1„}, м-—> со (п-> со), суще- 
ствует степенной ряд 


(а) у в, 
о 


И = 
расходящийся в каждой точке единичной окружности и такой, что 


Бои: э 
т 
<) 5 << 


у 


|2 


п=0 


Доказательство этого предложения Недер редуцирует к своей теореме 
сформулированной нами в п. 2.1. Такая же редукция проходит и в 
рассматриваемом нами случае пары сопряженных тригонометрических 
рядов, и мы получаем, что, какова бы ни была последовательность 
положительных чисел {)^„}, \„->со (п->с0), существует пара сопря- 
женных тригонометрических рядов, расходящихся. в каждой точке и 
таких, что 


Ув +16, В} < =. 


В заключение заметим, что все результаты п. 2.4 можно обобщить 


в духе теоремы 5 доказательства не меняются. 
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НОРМАЛЬНАЯ ПО МАРКОВУ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ЗНАКОВ 
И НОРМАЛЬНАЯ ЦЕПНАЯ ДРОБЬ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Доценту Георгию Вячеславовичу Ложеницыну 
этот труд посвящают, авторы. 


Настоящая работа служит продолжением работы авторов (1), посвя- 
щенной нормальной по Бернулли последовательности знаков. Здесь вво- 
дятся и изучаются с той же точки зрения понятие нормальной по Маркову 
последовательности знаков и понятие нормальной непрерывной дроби. 


$1 
Докажем нужную для приложений теорему. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть на пространстве динамической системы заданы 
две инвариантные нормированные меры № и в, причем существует кон- 


станта С`>0 такая, что для любого измеримого по мерам в ив имно- 
жества 


в 0 < Сьт. 


Предположим, что система не разложима по отношению в мере цв. 


Тогда меры в и в совпадают, т. е. для любого открытого множества 
БО = в. 


Доказательство. Рассмотрим какое-либо множество 9 и пред- 
положим, что Ф(2) — характеристическая функция И. По теореме Бирк- 
гофа (2-я часть), почти для всех «6 А по мере р 


К 
ое) > в. 
Пусть 5П° — множество тех «, для которых это не выполняется: |1" = 0. 


Тогда е; 
и < СО в =0 


(множество ЭП” измеримо и по |1). Итак, почти для всех & по мере р 


к 
ОЕ т 1) ит 
1 
Применяя вторично теорему Биркгофа, получаем, что почти для всех 


х по мере в 


ва 2 (Га). (о), 
1 : 
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причем 


\ф еда = \ 24, 


В 


5 


т. е. в данном случае 


\федаь = в. 
В 


Но мы уже установили, что почти для всех х по мере | ф (а) = в; сле- 
довательно, 


во = ( ф(ад ав = | воаь = вой в — воть 
В В В 


что и требовалось доказать. 


$2 
Будем. ради простоты, рассматривать цепь Маркова с двумя состоя- 
НИЯмМи. 
Рассмотрим некоторую систему, которая может находиться в двух со- 
стояниях Ви Е,\. Пусть р, 1=0,1, ] = 0,1, есть вероятность перехода из 
состояния Ё; в состояние Ё;. Мы предполагаем, что все р;; больше нуля. 


Очевидно 
Роо + Ра =1, 


Рло -- Ра1 = Ъ 


Пусть начальные вероятности‘ ро и р: определяются формулами: 


рее Р1о 

Ро Роз Рю’ 
ое Ро 

Ра Рол + Ро’ 


В этом случае цепь называется стационарной и справедливо соотношение: 
при п-> © р®-—р, 


где р) -— вероятность перехода за п шагов из состояния Е. в состоя- 


ние Ё.. 
Результаты осуществления подобной схемы будем записывать в виде 


неограниченной последовательности чисел: 0, если система находилась в 

состоянии Ех, и 1, если система находилась в состоянии Ё.. Получен- 

ную последовательность будем называть последовательностью исходов. 
Пусть имеется последовательность знаков 0 и 1 


© —= (1, 05, го :)- 


Сопоставим ей вещественное число из отрезка [0, 1), которое будем 
обозначать тоже через а: 


> “ 
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Известно, что такое сопоставление не является взаимно однозначным, 

однако в разбираемых вопросах это обстоятельство не является сущест- 

венным (взаимная однозначность нарушается на счетном множестве). 
Введем на отрезке [0, 1) меру р следующим образом: мера полуинтер- 


ИА СЕЧ 8 ее Ее 
вала Е р =) ‚где п> 0— целое, А`> 0 — целое, А—2” и -- 2. а, 
+... -%, равна 
Ре Ра, ве Ра, 


т. е. мера в [= и 


шагов исходов, записанных в виде (%1%,...и»). Опираясь на введение 
А лА-1 
меры р для интервалов [ Ех 


т’ т 


) равна вероятности осуществления за первые п 


й мы можем построить теорию изме- 


рения и теорию интеграла, аналогичную лебеговской. 
Пусть Д = (е1е5...е.) — какая-либо 5-членная комбинация знаков 0 и 1: 
тогда выражение 


Ре. Реь, РВ 


28—12 
будем называть вероятностью этой комбинации и обозначать через рД. 
Рассмотрим некоторую последовательность знаков (или число «) 
= 6, ЗО. 
и первые Р-+{ $ —1 знаков запишем в следующую строчку: 
(м1... 95) (можз.. . 541) + - (Ярир-а +. - ИР 5—1). 


Назовем такую строчку гусеницей длиной ,Р и ранга $ числа «. Обозна- 
чим через № («, А), или просто № (А), число, указывающее, сколько 
раз встречается комбинация А в гусенице длиной Р числа а (или по- 
следовательности знаков %). 

Последовательность знаков х (или число «) назовем нормальной по 
Маркову, если для любого $>1 и любой 5$-членной комбинации А 


‚  Мр(А) 
Им 
Р-© р 
существует и равен »Д. Очевидно, что Мр(А) равно количеству дробных 
долей {=2”}, х=0,1,....Р—1, попавших на интервал вида 
д=|[5, 2+"), И рН ооменнной 
28 р 


Нормальность последовательности знаков на языке теории чисел озна- 

> х 
чает, что для любого такого интервала количество дробных долей {2”} 
с О<х<Р-— 1, попавших на Д, удовлетворяет асимптотическому закону 


Р-+© 


а поскольку интервалами А можно приблизить любой интервал, то это 


означает, что соотношение 
Мр (А) 

: Р Е. 

Пт р 


Р-+ © 


А 
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верно для любого интервала. Таким образом, дробные доли {«2*} распре- 
делены по закону, соответствующему мере (. 
Введем на отрезке [0,1), который будем обозначать буквой А, пре- 


образование 
«> {2«}, Та = {2%}. 


Это же будет преобразованием в пространстве последовательности знаков 
Т (иоау:. .) ==, ба». -.). 


Такое преобразование не является взаимно однозначным. Через Т*х обо- 
значим преобразование ТГ, повторенное Ё раз. Справедливо очевидное 
равенство: 

а 


Таким образом, мы имеем дело с динамической системой. 
ЛЕММА 1. Мера № есть инвариантная мера для преобразования Т, 
т.е. мера полного прообраза измеримого множества равна мере образа. 


д оказательство. Достаточно доказать это утверждение для 


Е а | 
интервалов вида от, от 


} Полный прообраз этого интервала состоит 


ЕЯ 
дреи г. ана | мАч! 
из двух интервалов: [= и =: о Если 


п—1 
А=? би, 
то это также значит, что © 


АД = 2". 0. 2. 


И , 
= 2-2, +... + 9; 
` РоРа, Раза ^* Рин Ч Р.Р Раны, ^^ Ра _даи = 
т / РуоРоа, РотР1а )= 
Раза Роза ты ВН жет Ро! Ролте Ро зы Ра Рыла, кож, Рае” 
ибо 


Р1оРох, + РозРла, = Рав, а, 


{отдельно проверяется для х, =0 и для. о, = 1). Это доказывает лемму. 


вы В 

Мы будем обозначать через Е - > множество тех «, у ко- 

2$... 8; 

за 5 
торых 1-й двоичный знак есть в,;, &-й двоичный знак есть з;,,...,&-й 

“ . . . ны ЗС м 
двоичный знак есть в, (< &<... <). Через ьЕ ь Е, эбозначим 
> 1722 оС 1 15 


меру этого множества. Очевидно при п >. 2 


гв в. ты. т. 


2; ь а 5; 
И Го 65 


Поэтому при 90 << —1 


Ты Чи Др 
Е ме _ = ВЕ $; Эр --е ). 
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ЛЕММА 2. Отрезок [0,1) нельзя разложить на сумму двух инвариант- 
ых множеств П\ ЦИ, без общих точек, оба положительной меры. 

Доказательство. Допустим, что нам удалось разложить отрезок 
),1) на ‚сумму двух инвариантных множеств положительной меры без 
бщих точек. Обозначим 9 = вО1, 0< < 1 (строго!). Пусль у (2) — ха- 
актеристическая функция множества ПИ; и О < А?” —1-— целое число: 


Е а 


оскольку 


{А 
9 


есть один из прообразов точки х (если взять и раз 


х(2=^) = х (9) 


реобразование Т-*), то 


ля любого Е [0,1). Подсчитаем меру р части И., лежащей на отрезке 
А А+1 
в 


) . Она равна 


У А 


от 


ассмотрим переменные у и . Пусть у пробегает некоторый отрезок 


Е. 2], о в 


пробегает отрезок 


23АВ 2АУВ+1 
28-1 2 оз+т 2 


ричем, поскольку 
А Ва 2" та |... 2, | 2° Ча, +. вы 


› мера этого отрезка равна 


Р.Р, 8, ау Ревеле Реле `В Рае, У) 


г. [а ты те —_ 
Е. т Ра, 28 ? 28 7 


е Рз,., И Р., — некоторые функции у, ибо з; есть функция у, а именно, 


о первый двоичный знак. Так как 
У+А 
хи =х (^^), 


эт 


734 А. Г. ПОСТНИКОВ и И. И. ПЯТЕЦКИЙ 


то 
Аа 
г Де АИТ Ра 
== — :Е а =— 
} х(2) 4 в[-, о ] «6 р 
РАВ 0 
20 
р 
Рё. о 8 671 ( 
— Ее а ь а ) - 
=в[-*, 4 | -. хе В+ }х@) в 
я 
А АИ] | Ро Ре 
==, Ро | № ПТ ть), 
где 
Е 
2 т 
1х9) 44 =, ха =. 
о е 
2 
Далее, 


и поскольку 
т + 2 =1< Ро + р1 =1 


(неравенство строгое), то по меньшей мере одно из неравенств *. < ро, 
12 < р: строгое. Поэтому 


25» Р5 1 
- -т1 + —^— 12 < Ра + Ра =1 (строго!), 
Ро Рл 
т. е. 
А 
2\® 
Е В № 
\ хода» == о |", 
А й 
эт 


где ’ (возможно оно ‘зависит от А) строго меньше некоторого о<1, не 
зависящего от пи А. 


Итак, 


Зададим => 0 и 1 —р>>е (оба неравенства строгие). По аналогу теоре- 
мы Лебега, множество И1, как множество положительной меры р, должно 
иметь точку плотности 3, т. е. для е>0 можно найти такое о,, что 
какой бы интервал Дз с „Л; < 5, мы ни взяли около точки %,, 


и (0: ПА,) 


1 —е. 
нА; . 


и 
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& 
озьмем и столь большим, чтобы для любого (0 < Ах2— 1) интервала 


кр базе 
й |. , а <%, 
д А Ал 
за Д возьмем интервал [5=. т } на котором лежит 35. Мы имеем: 


№ (0, П Дз) < р-вА.. 
другой стороны, 


в (О, П 4.) >> (1 — =) ыА.. 


то дает: р>>1 —е, что противоречит условию 1 —р›>:. Значит, наше 
редположение было ошибочным, и лемма установлена. 

‹ ТЕОРЕМА 2. Мера в множества нормальных по Маркову чисел & 
авна 1. 

Доказательство. Применяя вторую часть эргодической. теоремы 
иркгофа, получаем, что, какова бы ни была абсолютно интегрируемая 
> мере на [0,1] функция $(5), почти для всех 


1 
о. ея! ( 

Ф (а) + $ ( }) - $ ({ Я е(г) ан 
0 


[и 


т со 


еря, в частности, за ф*(х) характеристическую функцию интервала 
А А +1 
А — [5 Й "| Й 
22 
›лучаем, что 
№, (а, А) 

Им“ ——=нА, 

п со п 
еорема 2 вытекает теперь из того, что интервалов А (с любыми А иг) 
етное множество и что такими интервалами сколь угодно точно аппро- 
‘имируется любой интервал отрезка [0,1). 

Замечание. Эту теорему можно доказать и непосредственно, однако 
кладки при проведении такого доказательства очень громоздки. 

Докажем следующий критерий нормальности по Маркову последова- 
льности знаков «. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть последовательность знаков такая, что, каково 
‚ ни было $>1 и какова бы ни была з-членная комбинация А, выпол- 
ется неравенство: 

> ЧЕ 
И - ра СьА, 
Р- © 
е С — константа, не зависящая от $ и А. Тогда х — нормальная по 
аркову последовательность знаков. 

Доказательство. Предположим, что х — не нормальное по Мар- 

ву число. Тогда имеются интервал 6, последовательность целых чисел 


‚} и число => 0 такие, что 
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По теореме Хелли, из последовательности {их} можно выбрать такую 
последовательность {их;}, Что для любого интервала ДА существует 


№, (а, А) — 
а 
1- со №: 
Поскольку 
Мр (А) МБР № 
РЕ Е 
то 7. ре 
ьА — оТ ый, 


то ©. А — инвариантная мера в динамической системе. 
Далее, по условию, 


ла 
Па Ай < СвА, 
Р- со 
тео # 
ьА < СьА. 
Применяя теорему 1, получаем: 
ВА =ЬА. 
Но условие 
(«,Д) 
: К 
Им = №1А 
1 Пк; 
противоречит условию 
Ми, (А) 
—вА|>е. 
пу, 


Теорема доказана. 


Замечание. Эту теорему можно было бы доказать непосредствен- 
но, подобно тому как в работе (!) доказана теорема 2 (т. е. используя 
аналог метода Виноградова оценок тригонометрических сумм). Однако 
при этом выкладки получаются очень громоздкими. 

Используя критерий нормальности (теорема 3), мы дадим эффектив- 
ное построение нормальной по Маркову последовательности знаков. Оно 
будет типа построения Чемпернуона [см. (?)]. 

Пусть имеются последовательность целых чисел 2<В << 
для которой 


а =1+0(+ ), 


тт 


и четыре последовательности целых положительных чисел «0, «7, а 
(т) 


1, для которых выполнены соотношения: 
(т) (т) 
60 1 = р», 


(т) (т 
ло Е о = == 


„> = 
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зи при г—> © 
до д 
8, —Рь, со а 


"Рассмотрим для каждого г вспомогательную цепь Маркова с двумя со- 
хтояниями и соответствующим ей мероопределением на [0,1] №), в кото- 
рой начальные вероятности задаются величинами 


(т) 
г “10 1”) м в 
(т) фи , 
Что “1 в + 


а переходные вероятности задаются в виде 


а(т) 
ый 


Ти В 
'Это будут стационарные цепи и при любой комбинации знаков А 
ВА = рА - 0(1) при г-> со. 


' Обозначим через 5, последовательность всех г-значных чисел в си- 
юктеме счисления с основанием 2 (включая числа, начинающиеся с нуля 
и с нулей) и каждое число А будем повторять 


| (+ в ь°А 


раз. Написанные г-значные числа будем отделять друг от друга сверху 
запятыми. 

' Докажем, что последовательность знаков, символически записанная в 
виде 

| 0 = 51505846. 


| 


-_ нормальная по Маркову. Для этого, по теореме 3, достаточно пока- 
зать, что существует постоянная С такая, что для любого $>1 и лю- 
| 2 

бой 5-членной комбинации А, = (618,...5.) 


| (д 
| Вт Е 
| Р-» со 


Введем обозначения: 

х, — количество знаков 0 и 1 В $5;.. 

5, — последовательность 515553... 5». 

Х,— количество знаков 0 и 1 в 9,;; Хх = +2... +1. 

2; — количество появлений Д, В 5+. 

С, — количество появлений ДА, в 5... 

Подсчитаем л,. Мы знаем, что каждое г-значное число содержит г 


 Внаков и повторяется (0 - ©) В! ‘А, раз. Значит, 


в ел, «ув. 
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Сумма распространена по всем комбинациям Д, и поэтому 
№ РА, = % 


А; 


Комбинация А, может входить в 5, разделенной и не разделенной з 
пятой. Если г<«$, то ДА, не может входить в $, неразделенной. Если г>. 
то ДА; входит в $, не разделенной ровно 


(РАЗНО (о р) в, 


раз. Действительно, существует ровно г—$--1 способов, посредств‹ 
которых Д, может занимать неразделенное положение в г-значном числ 
первый знак Д, может совпадать с первым, вторым,..., (г—$- 1). 
знаком г-значного числа. Зафиксировав к-е положение, найдем, что в 
существуют 


— — 
В С ОЕ 


(равенство написано на основании стационарности вспомогательной цег 
Маркова) г-значных чисел, в которых Д, занимает это положение. Таки 
образом, Д, входит в $, не разделенной точно 


(Ще (6 ар) ВА, 
раз. Далее, 5$, содержит 
рн 


запятых. Данная запятая не может делить более $ различных А,. П 
этому ДА; входит разделенной в $, не более 


№ х 
0 ($ (&0 + <) в.) - о - ) 
раз (5 можно относить в константы, ибо растет г). Таким образом, 


= (г—$-+ 1) («® + 02) В А, - о(2,) = жь ФА, + 0(х,). 


Так как 
иИД, = рА, + о(1), 
то 
О А, --о (2,). 
Далее, 


с: = У О(т), Х, = Ух». 


К=1 К=1 


Мы получаем: 


=ьА.. 


И 2 
—— Х, 
Пусть 
а < Р = А. 
Очевидно, ЛМр(А,) < С, и 


Ха (= Е Г 


 *“ 
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Поэтому 
Е ао НО жи 
Р Х,_1 Хх, 1 т 
а) а в"—1 
ря 10 01 т ра 
п 
Так как 
в 
= + 0(+) 
т—1 
ГИ 
Е. 
В ем Е — Ро + Ра >0 (строго!), 
7—1 тт 
то. 
5+ Л 
> < а 
] г. 
Ги 
— Мр(А,) 


Р- с 


Критерий выполнен и нормальность по Маркову последовательности « 
установлена. 


$3 


Пусть В — множество иррациональных чисел отрезка [0,1] с обычной 
метрикой. Пусть «6 В — иррациональное число — имеет следующее раз- 
ложение в цепную дробь: 


9 -— 


у 
с 
: ох 62 +. .. 
Ради экономии места будем записывать это в виде: 
& — С1С5Сз... . 


Мы будем употреблять также символическую запись 


& = 5$15253..., 
ГДЕ $1, $5, $5з,... — группы натуральных чисел: 
$1= С11.-.С1м., $52 = Сол... С2т,, 53 = С31... Сзп. 


Эта запись означает цепную дробь 
0 = С... Си ба1 + + СамСа1 + 2 > Сзщь › 
Рассмотрим некоторую цепную дробь 
@ — С1б5...СРр... 
первые Р + р— 1 знаков запишем в следующую строчку: 


(с, Со, ...у бо) (с, Сз, ...у Со) ... (ср, СР .... ПСР). 
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ии —6——6—6—б6—6ШФШШШ 


Назовем такую строчку гусеницей длиной Ри ранга р цепной дроби & 
Определим в А преобразование 7: 


Тов) бабье: 


Та = { 


Очевидно, .что 
Та, ыы Те Ра 


т. е. мы имеем дело с динамической системой во множестве иррацио 


нальных чисел на [0.1]. 
112..й 
множество тех («, у которы: 


Будем обозначать через Ё ( у 


2 1, +. 

1-й двоичный знак есть в, 2-й двоичный знак есть в,,..., й-Й ДВоиЧ 

ный знак есть в... | 
Введем в А меру р посредством формулы: 


1 ах 
рае Е 1+ = ° 
д 


В работе (3) доказывается, что мера р есть инвариантчая мера в это: 
динамической системе. Отсюда, в частности, следует, что при 0<1< 


<й —14 
ив... и... 
ВЕ |. =...) = в (8 =. ь . 
11 1% 8 \ А м 
х. 1... — 4 кой. 
ибо полный прообраз Е ыы в, ) есть Е я и 
ее. 87 


Заметим, что мера „Е мало отличается от лебеговской ‘меры шезЁ 
так как 


щеках < шей, 


2105 2 108 2 
Рассмотрим последовательность 
И 


и некоторый интервал Д на [0,1]. Обозначим число членов из послед 


2 = 
вательности а, Та, Т”а,....ТР«, попавших на Д, через № («, А) из 
просто М№р (А). Если интервал А имеет вид 


А=Е() 2 р 


а1 а2...а 
то, очевидно, Мр(Д) равно количеству появлений в гусенице длин 
Р дроби « комбинации (а а,...а,). 
Цепная дробь « называется нормальной, если, какой бы интервал 


М№р (а, А 
на [0,1) мы ни взяли, РАН существует и 
Р-+ с 
№, («,А 
В 1082 ) 1-х 


А 


=> “ 
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В работе (3) доказывается, что динамическая система не разложима 
относительно меры п. Отсюда непосредственным применением второй 
части теоремы Биркгофа получается 

ТЕОРЕМА. Почти все дроби х по мере в (или по мере Лебега) нор- 
мальны. 

Рассуждая совершенно аналогично тому, как это делалось в доказа- 
тельстве теоремы 3, установим справедливость следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть цепная дробь « такая, что, каково бы ни было 
5>1 и какова бы ни была $-членная комбинация А = (я, Зее 
выполняется неравенство: 

= 

По << СшезЕ (110. ), 
где С — константа, не зависящая от $ и А. Тогда «— нормальная цеп- 
ная дробь. 

Сконструируем нормальную цепную дробь. При этом мы используем 
только что установленный критерий. Предварительно введем обозначения: 


ъ 
1, г — натуральные числа, [-> со, г—> о, 0. 


3) — строчка, состоящая из всех г-местных групи а:а,...а» где 41 < 
<и<Ь...,1<а,. < Ца, а.,..., а’ — натуральные), причем а1а....а, 
повторяется ана шез Е [в _ е м] раз. Эти г-местные группы отде- 
ляются друг от друга запятыми. Порялок этих групп в строчке не имеет 
значения. 


Покажем, что 


2" НЕ шезЕ (в... 1,)> 1, 


- (1) - 
т. е. комбинация а, а›...а,, действительно встречается в $, ’. В самом 


деле, 


| 2т--112г 4 (21)” 
ога 12 ет а 
2 [’` тез Е [а аз...а, 9,(9. 4—1) __ 242 4? 2 


ибо по индукции легко доказывается, что 
О 


4+ < (21), 4-1 < 14: + 4+ < 29: < ор 


(1 
Пусть, далее, у) — количество групи в $). Очевидно 


У... У ше (1 2." = 


а. =1 а. =1 
. ь Л р) . .П [г 
— ат рт У р м шезА (з, а. Ой +0О(г). 
а:=1 а т=1 у 


Обозначим дополнение к множеству 
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через 0 ®. Ясно, что‘ 


= Ч ЕФо (0,0203) (06 0 2019) и... 


=1/=17=1+ 
1 1 > реа 
24 Е й о 
р-1 о и Да. Л 


Поскольку [см., например, (“), стр. 69] 


Дер т ВН 
и о ны т 


‚и, очевидно, 


5 -0(1, 


Г 
то 
| 
тез 0 = о(т(1 + Х ие Е(, ) о р вес, е Ао 
-+. Хыев( о и 
Но 
Хин) < Х Хшенв(, < вк. ше 0—0 (7) = о (1), 


ибо о —0. Очевидно 
1 | 


а и тов Е (^^ + шез 0? 
а. =1 а, =1 а - @ 
Поэтому 
| у у пез Е(" й 1 - 
м ее о 


а: =1 а. =1 
Итак, мы получаем: 
1 
и И Е 


Пусть 2) — количество чисел в 5). Легко видеть, что О = гу® „ 
откуда следует: 


хо ее рот т чо (ар 
Далее, пусть 
ААА (а. 9), 


1 
где 1 <, <), ] =1,2,...,р (верхнее и нижнее неравенства могут не- 


достигаться), Х и р фиксированы. 


+ “ 
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Обозначим через 9% число, указывающее, сколько раз Д встречается 
в 5(). Комбинация А может входить в $} разделенной и не разде- 
ленной запятой. Д может входить не разделенной в какую-либо груп- 
пу г—©-+1 способами: первый знак Д может совпадать с первым, 
вторым, ..., (г—р + 1)-м знаком группы. Поэтому искомое количество 
равно 


х ео у [Нез (, т: Е 


ар 1=1 а, =1 1 9... 0$ Чт... 
1 1 1 
ПР р-р. г] 
в Г пе ое 
+ > х х[ к а ‹ о 
а, =1 ар 2—1 а, =1 
: - гро 
ЕЕ ... 227 [7 тез Е = 
р У У [ в. +- ео ъ @т—в [21 и 
а: =1 Яр =1 
1 1 
о вр р 
о" Е шез Е и 
х У т 
Чр--1=1 а, =1 
: } 1... рг—р-+1... г пы рЕ 
а нь шез Ё ) +09 = 
— — Ты рр... 
27-1 72т я, 
3 го ‚2. Х ше Е (т ей 
ар 1-1 а. =1 


со со 1... рг—р-И... Г\\ ет 
о Е т Ораеуаы 
а р ) а а ат |1 т 
а. = = 


2" (шез Е (* _ Р)-+ шез Е (* и а 


‘01 бо... о 1 0... бо 


И ВЫ Г))+ 007 < 


ао 5 
< 62" (ьЕ( - Е О 
3 О | м 
Поскольку 
ро 
Е 
а: 


есть полный прообраз при преобразовании Т множества 
Вер А 
д 
[21 ..о [04] 
которое, в свою очередь, есть полный прообраз при преобразовании Т 


множества 


т 


ее 5 


Г. 
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то 


вв (* ая ву ле (Аа ана рае ВР ВАН Г). 


1 


Поэтому искомое количество будет 


«СеРЬЕ(* Ре Гу-+о(т °) < 
1-2... о 
< СН ьз Е( +0 °) — 
тео 0 
в) 
< С ше Е ( м Ро у 
бон: = 0 


Подсчитаем, сколько раз А может входить разделенной в $7. В 5) имеется 
О 
у =—— запятых. Данная запятая не может делить более о различных 


групп. Поэтому мы имеем самое большее 


=) 


6—0 («7 
возможностей. 
Итак, 
< са с 
80 < Са шез Е( на +0(2(0). 
| 102... р 
Пусть [ =1,2,.... Положим г=[ш И + 1. Очевидно, т-—0 при [-> со. 


Обозначим 5) просто через 5) и рассмотрим символически записанную 
цепную дробь: 


@, — $@)5$(2)5(3) . 


Докажем, что это нормальная дробь. 


Введем обозначения: 

20 — количество знаков в $. 

#0 — количество появлений ДА В 
5$® — строчка 51)5®... 50. 

Х‘0 — количество знаков в 5“). Очевидно хо — о т 
С — количество появлений А в 5“: 


(1) 


69 = у 8% +0(1). 


К=1 


Ре ы 
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С ЕВ 
Поскольку 


20 < С; шезЕ (: - т 4 0 (27), 
1“... 0 
получаем: 
со «СХ шьь в (* ВЕ Ро (х®, 
и... 
т.е 


Мо (4) < СХ тез Е(* ба +0 (хо). 
бр 


О 


Пусть Х® <Р< хе. Имеем: 


12 
(1 о) 1 
Мр (А) № 1+1) (4) СХ тез Е( ыы о (Хх +1) 


1 “2... 
Е И 
Так как 
хе _ Хх 5+0 + о (+1) ео +) 
Е = о (т ) 
и так как 
ае+и 0 Ш (1+1) 22 1 (1) 2112 (14-1) 
ка ( т ШГ авто )= 0 (1), 
то 
ха 
х( < 
Таким образом, 
и, (а А) и 
ии —— езЁ 3 
р а 00 ых. 


‘ритерий проверен и тем самым нормальность дроби « установлена. 


Поступило 
17. Х1. 1956 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
21 (1957), 747—184 


И. И. ВОРОВИЧ 


О НЕКОТОРЫХ ПРЯМЫХ МЕТОДАХ В НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ 
КОЛЕБАНИЙ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе рассматривается одно общее операторное нелинейное урав- 
нение, описывающее процесс движения некоторых механических систем. 
В качестве приложений рассмотрены две задачи из нелинейной теории 
пологих оболочек. 

$1 


Г. Основные функциональные пространства 


В конечной А-мерной области © с достаточно гладкой границей Г 
задана [-мерная век”. чкция ®(Р), РЕО. Будем считать, что (Р) 
имеет в О суммиру ме с квадратом составляющие и, 9, ш,..., 0. На 
множестве таких вектор-функций введем скалярное произведение 


(1 62) но — \ (или, + 91 -е.--...-- 8-9.) а@ (аа 

О 
и полученное при этом гильбертово пространство обозначим через Нло. 
Через С5 обозначим множество вектор-функций «, имеющих в О 


непрерывные составляющие и, о,..., 0. 
Пусть А: — линейный, в общем случае неограниченный оператор, 


заданный на некотором множестве Е. @Сз, всюду плотном в Нло, и 
удовлетворяющий следующим условиям: 

1) Ал — симметричный _ положительно-определенный оператор. 

2) Если <@ЁЕ;, то Але 6 Сб. 

Введем на Ё; скалярное произведение 


(1.2) 


(< +65) Ньо = (Але - 6) Нло 
Замыкание Ё, в норме (1.2) обозначим через Н»о. 
3) А, обладает собственными векторами ф„, образующими полную си- 


стему в Н.о. Е 
Под собственным вектором фь [см. (1)] и собственным числом А». 


данном случае понимаются вектор- функция ф, Е Н»а и число №4, удов- 
летворяющие соотношениям: 


ф-но —- Ф-)нь 1$. то =. 


для любого вектора «ЕН. о. 
р 
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Эа 


Рассмотрим множество Е, элементов ®(Р, й), зависящих от некоторого 
параметра { так, что выполнено следующее ‘условие: при любом 
0<2<7 оЕЁД,, ® 6 Со; ® как элемент Н»„, и «, как элемент Ну» яв- 
ляются непрерывными функциями параметра # на [0, Т]. 

Введем на Ё. скалярное произведение 


Т 


(61. 8,) но = \ [(@и- вы нор Е (и - а) ны] 48. (1.3) 
0 


Через Нзо обозначим замыкание Ё» в норме (1.3). Очевидно, основные 
свойства пространства Нзо, в частности характер вложения Нзо в Но, 
определяются оператором Ах. 

Мы предположим, что вложение пространства Но в Н:о обладает 
следующим свойством: 

4) если о в Нзо, то бл = 600 в Но равномерно относительно 
0<#<Т. ыы 

Из (1.3) видно, что если «6 Нзо, то почти при всех {Е «Е Ньо и соот- 
ветственно Н\о. 

В дальнейшем будет использован класс функций 0° [см. (1)], явля- 
ющийся замыканием в Нзо множества 0’ вектор-функций «ЕЁ. таких, 
что &«==0, ели ТЕТ, где 9— некоторое определенное для каж- 
дой функции число. 

ЛЕММА 1.1. Пространство Нзо сепарабельно. 

Поскольку Е» всюду плотно в Но, то достаточно доказать существо- 
вание счетного множества, принадлежащего Нзо и плотного в Ё.. 

Пусть «ФЕЁ,. В этом случае имеют место два разложения: 


< = № сяфи, Сп — Сп (2), (1.4) 
п =1 

о» —я № а,фи, Чл == 4» (0), (1:5) 
п=1 


причем ряд (1.4) сходится в Но и Но, ряд (1.5) сходится в Но, спи 
4» непрерывны на [0, 7]. 

Легко видеть, что поскольку «Е Е,, то ряды (1.4), (1.5) сходятся в 
соответствующих пространствах равномерно относительно 0<Е< Г. 
В самом деле, из (1.4), (1.5) имеем: 


ово = № < (0-м, 


т=1 

со 
= > 4 (9. 

п=1 


При этом с„(®), а, (1), |» [© | непрерывны на‘ [0, 7], откуда и 
следует, что ряды (1.4) и (1.5)`сходятся в соответствующих пространствах 


+= “ 
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равномерно относительно 0 << Т. Кроме того, 
аси 
ы Я» —- а * (1.6) 
Следовательно, при достаточно большом р имеют место соотношения: 


[5-Х 5% 


Т—=1 


в, 
На ® 2У2.Т 


(1.7) 
= 
но < И 


У 2, 
п=1 


для любого => 0, О << Г. 
Далее, на [0, Т] для каждого с» возможно построить полином Р, (1) 
с рациональными коэффициентами такой, что 


4с„, АР» 


и. 


сп — Ри| <еп, 


где =г„ подобраны так. чтобы выполнялись неравенства: 


5 


г 


р 

р = 

т 

ино (1.8) 
би Ве 

р (а 2х п”) $" 


Из (1.7) и (1.8) следует, что 


5 


< ——. 
Я 


у) 
= Е = 
[5—2 2% |< урл: и 
РИ (1.9) 
ы Е 
| 2—2 р в У2Т ` 
Из (1.9) получаем: 
р 
ш >, Рф <: 
|5 > — Но ^ 


Таким образом, счетная совокупность 
п т 
У Ур, 
&=11=1 
где Р» (2) — полиномы с рациональными коэффициентами, образует в Е. 
плотное множество, что и исчерпывает доказательство леммы. 
П. Основное уравнение. Введение обобщенного решения 
Рассмотрим уравнение следующего вида: 
би = — Ал®— Ао — Кох -- Р(Р, 1) (1.10) 


при начальных данных: 
910 =8(Р), | - =й(Р), РЕФ. (1.41) 
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2 
Уравнения более общего вида, но линейные рассмотрены в работах (2), 
(3). В уравнении (1.10) А’ ® есть некоторый нелинейный оператор, дей- 
ствующий из Е; в Сё, К — линейный ограниченный оператор, действую- 
щий в На ‚ #(Р, #) — заданная вектор-функция. 
Будем предполагать, что на ЕЁ, имеет место соотношение: 


Ао + Азь = вта@н оФ, (1.12) 


где Ф — функционал, заданный в Ноо. 

Уравнение (1.10) можно рассматривать как уравнения Ньютона, опи- 
сывающие движения некоторой механической системы. При этом Аб 
соответствует линейной части упругих сил, действующих на систему, 
А. — нелинейной части упругих сил, Ки — силам трения, ЕР. 
внешним силам. 

Заметим, что движение механической системы может быть определено 
не уравнениями Ньютона, а посредством интегральных принципов меха- 
ники, например, посредством принципа Остроградского — Гамильтона. 
Этот принцип при соответствующем его обобщении вполне заменяет 
уравнения Ньютона, однако дает возможность отнести уравнению (1.10) 
в качестве решения некоторую Гвектор-функцию « в гораздо более ши- 
роком классе случаев, когда уравнение (1.10) может не иметь классиче- 
ского решения. Поэтому для введения обобщенного решения целесообразно 
использовать принции Остроградского — Гамильтона. Определение обоб- 
щенного решения с помощью принципа Остроградского — Гамильтона для 
линейных гиперболических уравнений систематически использовалось 
в работе (1). 

Допустим, что для любых о, «Е Н.о имеет место соотношение 


и — \ (Аза - Аа!) 40 а (в, ®), (1.13) 
о 


причем 
Га | 


Па = 0, если |<, |н‚о —0. (1.14) 


11 Во 
В формуле (1.13) Аз о» есть некоторый нелинейный оператор, ставящий 
в соответствие каждой вектор-функции в» @ Н»о о-мерную вектор-функцию 
с составляющими, суммируемыми с квадратом в ©; Ал, есть ограничен- 
ный линейный оператор, ставящий в соответствие каждой функции 
в, @ Нью р-мерную вектор-функцию с составляющими, суммируемыми с 
квадратом в ©; (А, в»: А.) обозначает скалярное произведение двух 
б-мерных векторов. 
Определение. Обобщенным решением уравнения (1:10) при на- 


чальных условиях (1.11) будем называть вектор-функцию с, @ Но, 
удовлетворяющую интегральному соотношению 
р 


\[- бы-в)дною + | (4 - ивы) 0 + (Ком — Р, ва) 
0 о 


— (р, п (Р)аР о =0 (1.15) 


о* 
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для любой вектор-функции <, 62° и первому из начальных условий (4.11) 
в следующем смысле: 


Неа [6 — & [во | 1+0 = 0. (1.16) 


При определенном выборе операторов Аз, А. обобщенное решение «5 
можно трактовать как вектор-функцию, удовлетворяющую принципу 
Остроградского — Гамильтона, чем и определяется механическое значение 
этого решения. 

Заметим, что введенное таким образом обобщенное решение, конечно, 
далеко не всегда будет иметь вторые производные по времени и не 
всегда будет принадлежать Ё›. Но необходимость существования старших 
производных у функций, дающих решение какой-либо механической 
задаче, не всегда определяется сущностью задачи. 

В самом деле, если проанализировать вывод уравнения равновесия 
или движения в наиболее распространенных задачах сплошной среды, 
то оказывается, что старшие производные появляются обычно тогда, 
когда формулируются условия равновесия элемента среды с применением 
уравнений геометрической статики или же записываются уравнения 
движения элемента среды с применением уравнений Ньютона. 

Если же условия равновесия среды записывать с помощью принципа 
возможных перемещений, а уравнения движения —с помошью принципа 
Остроградского — Гамильтона, то необходимость в существовании стар- 
ших производных (по крайней мере, к моменту вывода) у [соответствую- 
щих функций отпадает, хотя при этом нисколько не теряется их меха- 
нический смысл. 

Заметим, что для частного случая колебаний струны механическое 
значение обобщенного решения выясняется в работе (“). 

Однако, на наш взгляд, толкование обобщенных решений как вектор- 
функций, удовлетворяющих принципу Остроградского — Гамильтона, наи- 
‘более полно соответствует их механическому существу. 


1. Построение обобщенного решения 


| 
® Для нахождения обобщенного решения применим метод Бубнова — 
'Галеркина, отыскивая приближенное решение в виде: 


о. —= У Е (1.17) 
1=1 


где у: — некоторая полная система в НМ»о, которую, для удобства, будем 
|считать ортонормированной в Н1о; 4и!: — функции времени, определяемые 
из системы дифференциальных уравнений 

(Фти -- Алот -- Азот +- Коми — Е, Х)нио = 0, па. т. (119) 
Начальные данные для системы (1.18) берутся обычно в следующем 


иде: ры 
Чт (0) = (8 Х)нию, (1.19) 


Чт (0) = (В х)нио: (1.20) 


752 И, И. ВОРОВИЧ 
к ААА 
ТЕОРЕМА 1. Пусть Аш удовлетворяет условиям 1) —4) п.Г и 


пусть, вроме того, выполнены условия: 
т 


5) Если 56 Ню, то 0 < (Ко-однню. 


0 


6) Ф — неотрицательный функционал в Н»о такой, что из Ф (<) <’ 
следует 


| но < $ (7), (1.21) 
где ф(г) — функция, ограниченная на каждом конечном отрезке измене- 
ния г. 

7) Если в, и. Е Нз, то | (Азо- Ам) 4О есть суммируемая функция 


О 
а (0, Г), причем имеют место соотношения [см. (1.13)]: 


ино. (1.22) 


если |1 [н.о —> 0, 


Т 
а | \ (Азвл: Аз) 40 41 = 
оо 


Е + 


\ (Азсо. Ав) 40 а, (1.23) 
а 


если с и © Е Нао. 
В этом случае уравнение (1.10) имеет по меньшей мере одно обоб- 
щенное решение в смысле (1.15), (1.16) на отрезке [0, Т], каково бы ни 
т 


ЦО 


было Т, если только Е Ньо, ПЕНю и МЕ: 
0 


ТЕОРЕМА П. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть Хх: — не- 
которая полная в Но и ортонормированная в Но ‘система. В этом 
случае система дифференциальных уравнений (1.18) при начальных данных 
(1.19), (1.20) имеет для каждого т по меньшей мере одно решение на 
всем отрезке [0, Т]. 

Множество приближенных решений т_ слабо компактно в Нзд и с0- 
держит бесконечное подмножество ®„/, каждая предельная точка кото- 
рого есть обобщенное решение уравнения (1.10) в смысле (1.15), (1.16). 

ЛЕММА 2.1. Функционал Ф (5) сильно непрерывен в Ноо. 

Пусть «%, &„ @Ньо и п = © в Ньо. Из (1.13) имеем: 


Ф (©) — Ф (&) = \ [Аз во. Ау (6. — 620] 40 -|- (©, в, — в), (1.24) | 


о 


причем в силу того, что в, > ®, в Но, «0 при п-> оо. 


=> “ 
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Рассмотрим 
1 \ [Або - Аа (&, — в) 40. 
о 


В силу ограниченности оператора А., имеем: 


[71 | 4 - Аа (&, — в) [99 < 


о 


Е с а = а а и — 
< (ль ао). (14, ©, — 6%) 149) 3 < | Аз ан 1 44-18, — 655 но 
о о 


(1.25) 


Из (1.25) следует, что в наших условиях [->0, если п-> со. Этим лем- 
ма 2.1 доказана. 

ЛЕММА 3.1. Пусть выполнены все условия теоремы П. Если при 
этом система (1.18) при начальных данных (1.19), (1.20) имеет решение 
Эля каждого т, то справедливы неравенства: 


[от нор ры [бы но 3» | =нзд < В (1.26) 


причем р1, рэ, рз не зависят от т=1,2,..., со, О%ЕХТ. 
Неравенства (1.26) имеют характер закона сохранения и доказываются, 
как все аналогичные предложения. 
Легко видеть, что систему (1.18) можно записать следующим образом: 


т = — = — (Кот Ха) но РЕ (Е. Хднуо- (1.27) 
712. 


Умножив каждое из уравнений (1.27) на бт и сложив все уравнения, 
получим: 
т о т 4 
ео — Е И, 
1 


=1 


Из (1.28), в силу условия 5), получаем: 
Ч = 
т |5 оо + Ф} <(Е-в)нив, (1.29) 


откуда 
т 


1 
о #2 т | + 2Ф (> ч'и)+2 (вдвое. (4-30) 
=1 0 


В силу условия 6) и сильной непрерывности Ф в Ньо (лемма 2.1), из 
(1.30) следует: 
+ 1 


По < И 2М + а + а, (43) 
0 0 


т, 


Здесь через ЛИ обозначен максимум Ф(У Ч), ЗИ МИ боба ©55 
1-1 
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Из (1.31) получаем: 
{ 


оо 5 + Па 46, (1.32) 
0 


где 
Т 


БА + 2М + ПЕ 


0 


Из (1.32) следует: 


|4 
а [042 < (6—1) = Ё, (1.33) 
0 


[им < ЕЕ: = р. (1.34) 


Таким образом, второе из неравенств (1.26) доказано. 
Неравенство (1.30) дает: 


1 


1 
= 1 — 1 =. р 
ФОМЫ + о 06, (1.35) 
0 0 
или 
Ф<У+. (1.36) 


В силу условия 6) из соотношения (1.24) получаем: 


От < 05, (1.37) 


что и доказывает первое из неравенств (1.26). 

Третье неравенство (1.26) есть следствие первых двух. 

ЛЕММА 4.1. Ири выполнении условий теоремы 1 правая часть систе- 
мы (1.27) непрерывна по Чт, Чт Оля всех — © <9ш« +.%, —®ю« 
<< + со и почти при всех О <Е<Т. [ 


В силу линейности Кс, достаточно, очевидно, рассмотреть только } 
9Ф 


ат ' 
Из (1.13) имеем: 
9Ф 


м = \ (435-490) 40, | (1.38). 


о 


7 
и, следовательно, необходимо доказать непрерывность правой части (1.38). 
Пусть имеется числовая последовательность 4) такая, что 


$ 0 
Им 9%) |6. ® = 9%. 


В этом случае, очевидно, ©? > &® в Ньо. и, поскольку ®® от вре- 
мени не зависит, то и в Но. 


„> “ 
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В силу (1.23), 


т 


5. 
Неа (455 Ан) 40 а |= = (45%. Аах,) ао 4. — (4.39) 
02 оо 
Из (1.39) вытекает: 
И (Аъы® Ау) аб. = \ (455%, - 44.) 40. (1.40) 
о о 


что и доказывает лемму 4.1. 
ЛЕММА 5.1. В условиях теоремы 1 решение [системы: (1.18) суще- 
ствует на [0, Т\], где Т, определяется соотношением 


а 


ро (1.441) 
Ма, Чт (0), ати (0)] + 17 6 04 


В формуле (1.41) М [а, Чпи (0), Чи (0)] определяется следующим образом: 
в пространстве 4, Чта рассматривается куб Оз: 


а а, аз 5 


М (а, де (0), дн (0) = тах [4 | но 


если Чт, Чт ® П.. 

Лемма 5.1 может быть доказана непосредственным применением 
теоремы Шаудера. В самом деле, перейдем от системы (1.27) к эквива- 
лентной системе интегральных уравнений: 


1 { 
дФ ео; т 
бт 9 — [т + (Котва [4 + (7%), (1.42) 
0 
1 


ти = т (0) + ды. (1.43) 


0 


Рассмотрим пространство С систем непрерывных на [0,7] функций 
Чт (#), Чт (#) © нормой 


|9» Чт с = тах { | Чьи, |4 |, 1=1,...,т, О«Е«Т. (4.44) 


Легко видеть, что оператор правой части системы (1.42)—(1.43) дей- 
ствует из Св Си, в силу (1.41), преобразует куб До в свою внутреннюю 
часть, будучи при этом вполне непрерывным. В силу теоремы Шаудера, 
система (1.42)—(1.43) будет иметь по меньшей мере одно решение, 
удовлетворяющее системе (1.27) почти всюду. Таким образом, лемма 5.1 
доказана. 

Покажем, что построенное решение может быть продолжено на весь 
отрезок [0, 7], чем и будет доказано одно из утверждений теоремы П. 
Это продолжение может быть сделано с помощью априорных оценок 
(1.26). В самом деле, в силу (1.26), решение системы (1.27), в случае 
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а ооо В ВВ ЕВЕЕЕ НИВИЕЕЕНН 
его существования, не может выйти из некоторого куба О с центром 
в начале координат и стороною 26, где 6 — некоторое число. 
Положим 
М (а) = шах М [а, ди (0), 4та (0)], 


ли 9 т (0), 4» “` пообегают куб 2. 
В силу леммы 5.1, решение может быть безусловно построено на 
Т.], причем Т; можно определить соотношением 


т, = 


М (а) + \ Ра 


$. —>5 а 


Будем полагать, что Г. < Т, иначе вопрос о продолжении решений си- 
стемы (1.27) на [0, 7] был бы решен. 

Примем 4»: (Т!), 91 (Т!) за новые начальные данные. В силу агриор- 
ных оценок (1.26), 4 (Т1), р (ТЕР. Поэтому 


М (а, 9т (Т\), дп (Т,)] < М (а) 
и решение снова может быть продолжено на отрезок 


ее 


№ (@ + \ ПЕ, са 


Ф-—>5 э 


Если 2Т, >Т, то вопрос о продолжении решения системы (1.27) решен; 
в противном а повторяя снова все наши рассуждения, можно 
убедиться в возможности продолжения решения на [0,3Т,] и т. д. 
Таким образом, на каждом этапе продолжения решения оно либо ока- 
зывается построенным на [0,Т], либо его возможно продолжить на 
конечный отрезок времени Т\. 

Очевидно, в результате конечного числа шагов решение окажется 
построенным на [0, Т]. 

Далее, в силу априорных оценок (1.26) и леммы 1.1, заключаем, что 
<„ слабо компактно в Но. 

Рассмотрим подмножество приближенных решений ик, образованное 
следующим образом: «„, содержит только одно из приближенных реше- 
ний ®„, получаемых на каждом этапе применения метода Бубнова — 
Галеркина._ Очевидно, о, также слабо компактно в Нъо- 

Пусть с» — слабый предел в Ньзо некоторой последовательности из 
<и’ (мы ее по-прежнему будем обозначать через <„,). Докажем, что во 
есть обобщенное решение нашей задачи. 


ых : У 

ЛЕММА 6.1. Множество в, = о о; (Их, где у=1,..., оо, 
11 

если Т—8, ЗЕ<Т ино, а, непрерывны на [0, Т], всюду плотно в 0*. 

Поскольку ° есть замыкание 0”, то, очевидно, достаточно доказать, 

что в: образуют всюду плотное множество в Г”. Пусть «6 0’. В этом 


в 
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случае имеют место разложения (1.4), (1.5), сходящиеся равномерно 
относительно 0 <<. Т в соответствующих пространствах. Поэтому для 
любого наперед заданного = возможно найти такое р, что будут иметь 
место соотношения: 


р 
5 
|2 в а Но — 87 
| (1.45) 
эБ>: ИИ =. 
| у 5, Н1о —- 8Т’ 


где с, ==0, если о И. 
Далее, поскольку х образуют в Н.о базис, имеют место следующие 
разложения в Н.о: 


фь = № ых, , 
1=1 


причем возможно найти такое М, что одновременно будут иметь место 
неравенства: 


м 
т а р 
ых [За И.Р (4.45) 
20 \2 
где а= Р° (шах [%, (3^) |), если р 01. 


Из (1.45’) получаем: 


р 

Фе» (®- № З, |, <, 

п—=1 1=1 Но (1.46) 
р 

а) <= 

п=1 1=1 

для О <Е<Т. 
Далее, из (1.46) вытекает: 

р М 2 ы р |. р в М Г 2 
С ых | О ) с фи + Же ы к х вби < 
п=1 1 п=1 п=1 1—1 Но 

АО | 2 
<2 С +2 5+ (& Ро =). < 
П=1 20 п=1 1=1 
а р (1.46) 
р. х ЖА [2 ы Вы р 
|5 $5% и ЗЕ Зы Хы) |. — 
| п=1 1о п=1 пв=1 11 
р в Г Ра 
== Хы +2 5% (+ Хы) | < 
п=1 [9] П=1 1=1 Но 
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Из соотношений (1.46’) следует: 


| 


| 


что и доказывает лемму 6.1. 


2 


<е, 


до ии 
@.— У Хейыи ти 


®=1 1=1 


Очевидно, для всех приближений ®„,, у которых т’>»у, имеет ме- 
сто соотношение 
Т 


\ Е (отн и) но 


(Азии - А. 5) 40 + (Кол — Е, в рии а | 


+ \ вы (Р, В (Раб ъ =0. (1.47) 


Здесь 


пи’ 
Рл —= р ИтХл- 
В—=1 


— © 
Пусть теперь ®„,-®, в Нзо. В формуле (1.47) возможно перейти 
к пределу при т’ —> со. В самом деле, 


Е 
| ни -быднноЯ0 


0 


73 


\ (Коти» вл) н.о 
0 


являются линейными функционалами в Нзо. В выражении 


| (зб - Але) 40.4 


оо 


возможно перейти к пределу при т’-—> со в силу условия (1.23). Оче- 
видно, и в последнем интеграле формулы (1.47) {возможно ‘перейти к 
пределу при т’ -> со. 
—— С — 
Таким образом, если ®„,-—> % в Нзо, то «», удовлетворяет соотноше- 
нию (1.15). 


В силу леммы 6.1, (1.15) будет выполняться для любой ое р°. 
Проверим выполнение (1.16). Имеем: 


| ® — 8 | о < | 60 — Фи ню - 
ея ет. (1.48) 
СЕ и — 6 ти зо Е | 8 — 8 нло 
И ` 
В силу того, что ®„, >, и вследствие условия `5) теоремы |, заклю- 


=> “ 
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чаем, что для всех достаточно больших т’и для О << Т имеет место 
неравенство 


= 


1% — би [но < 5. (1.49) 


Далее, поскольку т > & в Н:о, при достаточно больших т’ будет 
иметь место неравенство 


5 


|5’ — в но <. (1.50) 


Кроме того, ||, — Ви’ н.о есть непрерывная вектор-функция времени, 
причем 


Ио (Р, 0) 8» [но = 0, 


и поэтому если Е достаточно мало, то 
з (1.48), (1.49), (1.50), (1.51) заключаем, что 
Шиа [© — & но о = 0. (1.52) 


Таким образом, теорема П доказана полностью, а вместе с ней и 
теорема 1. 

Отметим в заключение, что энергетические соображения в несколько 
другой схеме использовались в работе (5) для доказательства существо- 
вания обобщенных решений в динамике вязкой жидкости. 


82 


Рассмотрим на основе предыдущей теории задачу о нелинейных ко- 
лебаниях пологой оболочки. 

Предположим, что оболочка в плане занимает конечную область О 
с границей Г класса Л, (т, 0) * 

Уравнения данной задачи на основании результатов работы (5) можно 
взять в следующем виде: 


д 
ори + ОУ“ ш = 8 Не: о (Муш) ду (М1ошх) + 


+ 5х (Мм) г. (Мм) — Мы — М.А, (2.1) 
М: = и (=, + ие), №, = 1— № НЫ + ы=,), № = 5 Не ав"! (2.2) 


1 
в = из + м + и, > = 9, + Е ро. 12 = И 9х + Шу, 
(2.3) 


* Определение классов Лу, (т, ^) см. в книге (14). 
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и 
тии — Аи бы 
= Е и [( шо) + ших - в (Киру + ооо] + клеи + шашии +Х, (2.4) 


Е ги — Ах а а 9, = и. р [(Кш), + шушии - в (Е54)х + ишушхи] 


- шхишу + фур -+У (0 =и» 5). (2.5) 


Для примера рассмотрим заделанную на Г оболочку, которой соответ- 
ствуют граничные условия: 


И ры о. | ы ) (2.6) 
иг =е| ==: (2.7) 


В уравнениях (2.1)—(2.8) и, з — продольные перемещения точек средин- 
ной поверхности оболочки, и — поперечное перемещение точек срединной 
поверхности оболочки, О — изгибная жесткость оболочки, Е, и — упру- 
гие постоянные, й — высота оболочки, М.:, №, №!» — продольные усилия 
в оболочке, е1, &›, в1.— характеристики деформации срединной поверх- 
ности оболочки, №, А. — кривизны оболочки, которые считаем непрерыв- 
но дифференцируемыми в ©, Х, У, 2 — составляющие внешних сил, дей- 
ствующих на оболочку. 

Мы предполагаем в дальнейшем, что массовая плотность и линейные 
размеры измеряются в таких единицах, что имеют место соотношения: 


2 
А-В =1, й=1, 


где р — массовая плотность, й — высота оболочки. 

Для случая пластины уравнения (2.1), (2.4), (2.5) приведены в ра- 
боте (?)*. 

В некоторых случаях находит себе применение упрощенный вариант 
нелинейной теории движения оболочки, основанный на пренебрежении 
в уравнениях (2.4), (2.5) инерционными членами с ин, %и. Не разбирая 
подробно вопрос о том, в каких случаях такое пренебрежение законно, 
заметим, что, как правило, частоты собственных продольных колебаний 
оболочки весьма высоки и значительно больше собственных частот по- 
перечных колебаний. Поэтому такое упрощение задачи практически воз- 
можно, если основные частоты внешних сил значительно меньше первых 
собственных частот продольных колебаний оболочки. В настоящем па- 
раграфе мы рассмотрим именно этот упрощенный вариант теории нели- 
нейных колебаний пологой оболочки, используя вместо уравнений (2.4), 


* Заметим, что уравнение (2.1) в работе (?) записано не совсем точно. Поскольку 
учитывается инерция продольных движений оболочки, то, строго говоря, нельзя 
в правой части (2.1) отбрасывать м с первыми производными по 2, у от М,, 
М 2, М 12. 


=> “ 
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(2.5) следующие уравнения: 


1 2 
Ди -- 1 Ея ы 0. = Е 11 (Аш) -- мхшхх + в (54) х НЕ иФушх] — 
— Шир, — ши, —Х=Л, (2.8) 
А-+ы о 
До - ТЕ 9, = — ето (Аш) у Е фишуи + в (Кю) + ишхшии] — 
— Шхушх — Шур — У =]. (2.9) 


При этом уравнение (2.1) запишется следующим образом: 


ии -- БУ = 2 М, (ших — №) + М, (ши — №) Е 2М рии. (2.10) 
Начальные условия возьмем лишь для и: 

№ |1. =8(Р), (2.11) 

ино = А(Р). (2.11) 


Теперь система (2.2), (2.3), (2.8), (2.9), (2.10) может быть сведена к од- 
ному интегро-дифференциальному уравнению относительно т. Для его 
получения рассмотрим дифференциальные уравнения (2.8), (2.9), пред- 
полагая, что }1, р Е Дро, р>1 *. 

Введем гильбертово пространство Нзо пар функций ).(и, 9) таких, 
что и, о суммируемы с квадратом в ©. Рассмотрим в Нзо множество 


Е. пар функций ^ (и, 5), лважды в © непрерывно дифференцируемых 
и равных нулю в некоторой определенной для каждой пары погранич- 
ной полосе. На ЕЁ. введем скалярное произведение 


о - И Ат в) В (- Дон= = вы) ох | 40. (2.12) 


Замыкание Ё. в норме, даваемой (2.12), обозначим через Нао. Следует 


отметить, что Ню содержит вектор-функции ^ (и, 5%), у которых и, 9 
имеют в О суммируемые с квадратом первые обобщенные производные. 

Определение. Обобщенным решением системы (2.8) — (2.9) при 
граничных условиях (2.7) назовем пару функций /\ (и, 9%) © Нао, удовле- 
творяющую интегральному соотношению 


(о-Х)нно + \ (ш + 2) 0 =0 (2.13) 
[е) 


для любой пары функций ^(и, 5) © Нао. 

Отметим, что соотношение (2.13) имеет и определенный механический 
смысл. Именно, (2.13) фиксирует тот факт, что № удовлетворяет урав- 
нениям равновесия сплошной среды, если эти уравнения выражены при 
помощи принципа возможных перемещений Лагранжа. 


* В дальнейшем под Го будем понимать пространство функций, суммируемых 
в О со степенью р. Под Го будем повимать пространство функций, суммируемых 
в пилиндре О =Ох (0, Т) со степенью р. 


3 Известия АН СССР, серия математическая, №6 
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ЛЕММА 1.2. Пусть р, Е Гро. В этом случае система (2.8)—(2.9) 
имеет обобщенное решение и притом только одно. 

Единственность следует непосредственно из положительной опреде- 
ленности оператора плоской задачи теории упругости [см. (®)]. Доказа- 
тельство- существования обобщенного решения в данном случае лишь 
несколько видоизменяет обычный в этих случаях ход рассуждении, 


когда Дл, /2 6 Гьо. 
Докажем, во-первых, ограниченность снизу на Но функционала 


Л. — 
Ф, = ИА — бе - 12) 40. (2.14) 
| 
Для этого заметим, что в силу неравенства Корна [см. ()] 


а ну -+ 2+) 90 За Ш 
о 


Поэтому для всякой вектор-функции ХЕНао 


аз -ний 0 + 2.) 40 < со, 


о 


откуда, в силу теоремы вложения [см. (10)], и, о@ [ло при любом_9>1. 
Из (2.14) получим: 


Ф, > с, \ (из ши + 9) 90 — |7 ша Пи шо — Ива" 12 Пер» 
о 


(2.15) 
1 1 
т - а 1. При переходе от (2.14) к (2.15) применялось упомя- 


нутое неравенство Корна и неравенство Гёльдера. 
В силу теоремы вложения [см. (19)], 


аи ни > и + |1) (2.16) 


о 


при любом 421. 
Из (2.15) и (2.16) получаем: 


Ф, > с, ши) — 


Го) 
ИЛ № +11 ° 1 
ро Гро 2 2 а 
— УЕ | (из м-н + аа *, (2.17) 
[о] 
откуда непосредственно вытекает ограниченность снизу Ф.. 
Пусть м, т=\1,..., соо, — минимизирующая — последовательность 
для Ф,. 


В этом случае Ф, <Ф, (\,), а из (2.17) следует, что 


(ель иъич я 0) 40 < а. (2.18) 
2 


и 


—- 
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Из (2.18) вытекает, что последовательности ит, т слабо компактны 
в пространстве с нормой 


- и 
[ (ион 22) Е 
[9 - 


Пусть Ит», Фт/ — слабо сходящиеся в этом пространстве последователь- 
ности. 


Тогда в силу теоремы вложения [см. (1)], им, 9’ сильно сходятся 
в любом Го, 921. 


Используя прием, данный в работе (1), докажем, что ит, 9т, в дей- 
ствительности сильно сходятся в пространстве с нормой 


| ти РИО) НЕ 


Г) 
Пусть 
а = Пт Ф, (к) оо 


В этом случае, если А’и т’ больше некоторого М, то 


Ф, 0) <4-+--, Ф0„) 4+, о, 


где = — сколь угодно малое число и, кроме того, 


Е 
Ф, ("> о (2.20) 
Из (2.14) следует: 
у — ат 
а м) Е я ТА о + 2 м ло + 
+1 р 40, (2.21) 
о 


или 


и 


^ й —^ 1 о ДЕ 2 1 
а, (5) < Пао + 6 По + 


= \ (Лик 129) аб 


о 


1 


=) (шк + рн) 49 — =) (ни 2) 0+ >) (лили 1») 90 < 


-. Е Г. 2 59 А (Ри + 2!) ао — > \ (Пик — Рек) ао | =. (2.22) 
о о 


Из (2.22) получаем: 


1 и — Аи ь + \ |2 (и ‚— и ‚) +] (к — 6] ао < 
5х = 2 Ни 2 ) 1 К [ т 2 
< ++ ши 4 ры) 49 — 5 | лини Ро) 9. — (2.29) 
о о 


3* 
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Отсюда имеем: 


Ав — Жи [40 Е, (2.24) 


чем и доказана сильная сходимость ^„, в Нао. Из (2.24), в силу не- 
равенства Корна, заключаем, что ит’, Фи’ сильно сходятся в пространстве 
с нормой 


. 1 
й (их Ниро 2) НИ 


о 


Отсюда немедленно вытекает, что предельная пара функций №» (шо, 0.) 
придает функционалу Ф, минимум и, следовательно, удовлетворено со- 
отношение (2.13). 

Заметим, что существование обобщенных решений в условиях леммы 
1.2 можно непосредственно доказать при помощи функционального ме- 
тода. Приведенное же здесь доказательство наряду с установлением су- 
ществования решения обосновывает и метод Ритца для его отыскания. 

Таким образом, лемма 1.2 доказана. 

На основании леммы 1.2, систему (2.8)—(2.9) можно рассматривать 
как некоторый оператор 81, ставящий в соответствие каждой паре функ- 
ций ]1, /»@Гро пару функций и’, % Е Н.ю. Соотношения (2.2) ‘дают воз- 
можность утверждать, что для каждой пары ], » @Гро можно найти 
и обобщенные компоненты напряженного состояния №,, №, №2 и со- 
ответствующие компоненты деформированного состояния. 

Заметим, что из (2.13) вытекают следующие интегральные ‘соотноше- 
ния, которым удовлетворяют М№;, №., М2: 


\ (Мих ++ Ме) 40 = 0, \ (№: 50» + Мру) 40 =0 


о о 


для любой вектор-функции ^ (и, 5) Е Н.о. 

Подставив М:, №, М1», найденные из (2.8), (2.9), (2.2), в уравне- 
ние (2.10), мы получим некоторое операторное уравнение относительно 
и, которое и будет в дальнейшем исследоваться. Укажем некоторые 
свойства оператора %1. 

ЛЕММА 2.2. Обобщенное решение уравнений (2.8), (2.9) удовлетворяет 
неравенству 


А чо < св (19 а а По). (2.25) 


В самом деле, из (2.13) следует: 


]] № |[о= го | (Лишь + 1200) а® < | А [ро | о [ао 1 | гро" | 55 Ио < 
Ге] 


АВ о 1 о 
2 ` 


— + 5 що а Е [о а, (2.26) 


м 
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‘где е>>0. Используя теорему вложения [см. (см. (19)], неравенству 
| 26) можно придать следующий вид: 


А НА | 
| Сима лаем с. \ (иох- иви + 08 0) 40. (2.27) 
| ы о 


Применяя неравенство Корна, получаем отсюда: 


НИИ 


И 1. ||, — 2.2. 
По ой © 
Из (2.28) находим: 
НА о +11. 
У о = (|| + Ио). (2.29) 
2= (1 — т: сил) 
В силу неравенства Корна, из (2.29) вытекают неравенства: 
| Иох [12 < т (|| т а НУ рол 
|| 2ох [ос 
(2.30) 


< 
|| оу р < (Л: О Ил |? 
< 


| 
с ть. 
св (| Л [о + [№ Ио) ро 


|| 2оы [ао 


В случае, если контур ГЕЛ. (т, ^), ^ > 0, можно получить другие оценки 
для №, из которых неравенства (2.30) будут следовать как частный слу- 
чай. В самом деле, если ввести тензор Грина плоской ‘задачи теории 
упругости при граничных условиях (2.7), то обобщенное решение си- 
стемы (2.8)—(2.9) можно записать в следующем виде: 


и(Р) = \ Сы(Р, 9) (0) 40 + \ @ь(Р, 0) 1») 40 
о |] 
›(Р) = (бы(Р, 0) (0) 40 + | 6 (Р, ©) 1» (©) 46. 


о 


При этом если ГЕЛ. (т, ^), то справедливы оценки: 


дс; 
дх 


А 9С;; А с т 
р. Е? =, 2, 7=1, 2, 


которые можно получить на основе методов теории функций комплекс- 
ного переменного. Используя эти оценки и некоторые свойства интегра- 
лов типа потенциала [см. (10)], можно получить следующие неравенства 


для Их: 


о ео ЬьЬ ЧР. 
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> 


Если р>2, то функция и» просто ограничена в Фи 


| | ЗС {Ишь + 17} 


Аналогичные неравенства справедливы и для Иу, 9х, Фу. 

Пусть теперь /1, /› зависят от х, у и параметра #, причем ]\, 2 ог- 
раничены * в 0=Ох [0, Т|. В этом случае, очевидно, их, Шу, 9х, Фу 
также ограничены в 0. 

Приведенные свойства оператора ® будут нам необходимы при до- 
казательстве существования и единственности обобщенного решения на- 
шей задачи. 

Если использовать в данном случае результаты $ 1, то следует по- 
ложить 


Аш = РУ“, (2.31) 
Аш = М, (, — эх) Е М№, (Е ры Фи) а: 2/12. (2.32) 


В силу того, что мы не учитываем здесь трение, Ка» = 0. 
Под Но, в соответствии с п. 1 $ 1, будем понимать множество 
функций ш(Р) с суммируемым в О квадратом, причем 


(ил -оз)нуо = | и (Р) о (Р)аР. 
[Ф) 


Е, есть множество функций, имеющих в О непрерывные четвертые 
производные, каждая из которых равна нулю в некоторой пограничной 
полосе. 

Легко видеть, что на Ё, 41 — симметричный и, в силу неравенства 
Фридрихса [см. (8)], положительно-определенный оператор, т. е. усло: 
вие 1) $1 выполнено. Очевидно также, что выполнено и условие 2) $ 1. 

Н»о будет замыканием Ё,; в норме, порождаемой скалярным произ- 
ведением 


(ом) ны, = (Алан) ‚= \ Ручь, шьао. (2.33 
о 


Известно, что Но в данном случае содержит функции и, имеющи‹ 
все вторые обобщенные производные, суммируемые в © с квадратом. 

Можно показать, что оператор ВУ“ имеет в О полную систему соб 
ственных векторов, которые будут ортогональными в На и Н.оо, а так 
же нормированными в Н\1о [см (%)]. Условие 3) $ 1, таким образом, вы 
полнено. 

Рассмотрим множество Ё, функций и (Р, таких, что при каждом & и: 
[0, Т] шШЕЕ,, ш ЕСь и, кроме того, ш как элемент Нь»о, и} как элемен: 
Но непрерывны на [0, 7]. 


* В дальнейшем мы будем считать функцию } ограниченной в О, если существуе 
константа А такая, что неравенство |] |< А имеет место почти всюду в О. 
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Введем на Е, скалярное произведение 


НЫ 
(ини) = \ (фи шы ++ РУчил +) 0 46. (2.34) 
[Ф) 


[-] 


Замыкание Ё., в норме (2.34) есть Н»+о. 0% в данном случае, очевидно, 
есть замыкание в норме (2.34) множества функций ДЕЕ, и равных нулю 
для Т 5 <Е<Т, где 8 — некоторое определенное для каждой функ- 
ции из Д число. 

ЛЕММА 3.2. Пусть шЕНзо. В этом случае шх, шу 6 [4д и [12 но 
есть непрерывная функция времени, если Г —граница класса А. (т, 0). 

‚ Докажем, во-первых, что если шЕНзо, то шх, шу Е [4о. Для этого 
построим круговой прямой цилиндр % х [0, Т], содержащий цилиндр 
0 =Ох 0, Т]. Очевидно, любое сечение ©, этого цилиндра плоскостью 
: =Ш№6[0, Т] будет содержать область О. По- 
скольку граница © Г является контуром класса 
Л.(т,0), то, на основании результатов работы (11) или 
(12), можно в каждой плоскости # =& Е [0, Т] про- 
должить 1 на все сечение © с сохранением диф- 
`ференциальных свойств по х, у. При этом легко 
видеть, что продолжение возможно осуществить 
так, что продолженная функция будет в области 
О, х [0, Т] иметь суммируемые с квадратом их, 
о т ху. Продолжим ш на область 5х 
х (Т, 2Т). Для этого положим 


и (х, у, =ш (т, у, 2Т— 1), Ай. | 


Наконец, определим ш для О, х [— 2Т, 0], поло- 
жив 


(2,  — = (лу $): 


Легко видеть, что продолженная функция будет в области О, х (—2Т, 2Т) 
иметь суммируемые с квадратом и, шхх, ши, хи. Построим теперь об- 
ласть 0’ так, как указано на рисунке. Поверхности вращения АВС и 
А’В’С’ имеют непрерывные кривизны и сопрягаются с поверхностью Ци- 
линдра О, х [—Т,Т] так, чтобы вся поверхность (цилиндр АВС -- 
+ А’В’С') имела непрерывные кривизны. Область 0’, таким образом, 
ограничивается поверхностью цилиндра О, х [—Т, Т] и поверхностями 
АВС и А’В’С’. Поскольку 0’ имеет непрерывные кривизны в каждой 
точке, то на основании результатов работы (П)или (12), функцию #2 можно про- 
должить за О’ с сохранением дифференциальных свойств так, что она 
будет равна нулю вне некоторой области 0” > 0’. Теперь уже ш опре- 
делена во всем пространстве и принадлежит классу Н®”? (ем. (13)]. 

В силу теоремы 12 работы (13) можно утверждать, что №», шу 6 Го, 
ФЕ Го, ге р— любое положительное число. 
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Таким образом, если ш 6 Нзо, то, безусловно, ил, шх, №, 6 Го. На ос- 
новании теоремы вложения [см. (10)], можно утверждать, что при любом 
1 шЕ[л, а следовательно, и подавно 1 Е Г»о. 


ЛЕММА 4.2. Пусть и, 5 ш в Нзо. В этом случае и > щ, в Нию, 
причем равномерно относительно 0 <Е<Т. 

Рассмотрим гильбертово пространство Нао функций, имеющих в © 
суммируемые с квадратом первые производные %,, фу, и! со скалярным 
произведением 


т 
(1 "з)над = \ \ (шла - шов Е Шлх- Шах -Е Или Шзи - Ш - 12) 4® 4Ё. (2.35) 


оо 


По лемме 3.2, если ш 6 Изд, то №. 6 Гао, шу 6 [ло, поэтому Нзос Нао- 

Далее, легко видеть, что любой линейный функционал в Над есть 
также линейный функционал в Нзо. Поэтому, если и, и, в Нзо, то 
1 < и, в Нао. Однако в силу полной непрерывности оператора вложе- 
ния Но в Н:о [см. (15)] заключаем, что ш, = ш, в Н\1о, причем 


1 [420 — п [нло о = 0 


равномерно для О<Е<Т. Этим доказано выполнение условия 4) 
ты С 

Функционал Ф для нашего случая есть потенциальная энергия из- 
гиба и растяжения оболочки: 


1 4 ; 
Ф = (ав [9 + аь, + (1—8) 5} 40. (2.36) 


о 


Ф можно считать зависящим от ш и определенным на Нъо. В самом 
деле, если шЕНЬо, то, в силу теоремы вложения [см. (15)], ш.., ш, 6 Сью» 
р>1, и ш непрерывна в ©. Поэтому р} и > суммируемы на © со сте- 
пенью 2—е, где => 0 — сколь угодно малое число. 

В силу леммы 1.2, система (2.8) — (2.9) определяет з1, ео, е1› через 
ш и Ф, следовательно, определяется только через ш. Далее, из (2.36) сразу 
можно заключить, что Ф>0и из Ф <г вытекает 


[< уг... 


Эти обстоятельства имеют место вследствие того, что в квадратных скоб- 
ках формулы (2.36) стоит положительно определенная относительно 
Е1, $», ®1» квадратичная форма (потенциальная энергия растяжения сре- 
динной поверхности оболочки). 

Перейдем к операторам Азшу, Алил. 

Рассмотрим две функции: №, и + м ЕН» и вычислим ©, е,, 212, 
М1, №, №15 для + и). ` 


= 
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Из (2.2) и (2.3) следует, что ви, в», в», М, №, №!» являются нели- 
'нейиными операторами второй степени над ил: 


21 {5 - ш1} = {о} -Е вал {№, ши} + ел» {шо, 1}, (2.37) 


Где ео соответствует 1%, в! — некоторый линейный оператор над ил, 
|1 — однородный нелинейный оператор второй степени над \. Аналогичное 
разбиение произведем для в», в1», М, №, М». 

Из (2.36) имеем: 


Ф (#1. - #1) —Ф (и) = 
=. \ {РУ Уи - (Мое + Мьоз1 М12ое121)} а® + < (#., м1), (2.38) 


о 
1 где х = [11 [вс + В и 


Е! 
| В = \ етот ь фе + 2е1озлз + вы -- 2елое» Е р (елшеал + зоба Е вле») + 
2 


| не м (ыы (ел Е азов | Е 
| + [2эллз1> + я + 24 (1152 - ©1221) + (1 — [) в1213122] + 


= [2 ель $52 2ре1озь> + — (1—1) =1 |} ао. (2.39) 


Легко показать, что х удовлетворяет условию (1.14). Очевидно, сле- 
дует рассмотреть только члены (2.39). Из (2.3) следует, что е11, вл, е1э1 
могут быть представлены в следующем виде: 


Фа = их + №1, -- хх, в = И | оа Ша Е Или, 
о) 
2121 = Или | Шох лу -- 91х + Шзиилх. (2.40) 
В равенствах (2.40) и, ®, определяются как обобщенные решения си- 
| стемы. 


бу = Дзь (2.41) 


й 1+ 
Ди, Ев = Ль и - 


где ]11, /›1 — некоторые линейные операторы над и\, определяемые соот- 
ношениями: 


9 9 т 
Ла {1} = 9 Л {шв т ‚ = 9 {Ш + вм] 2.42) 

`В силу теоремы вложения [см. (15)], имеем: 
[12 [о < 9 [1 [Е [2х ам со [№1 оо» [21 [1.0 < со | 1 ыы (2.43). 


Рассмотрим более подробно ил, 91. Из (2.30) заключаем, что для ил», 
Или, б1х, 01, справедливы оценки типа 


[[алх шью < в (Уи [Еро + Ма вор) (2.44) 


если |1, [1 @ Гро. Из (2.8), (2.9) видно, что 1: содержит слагаемые вида 
Вил, ИлхШхх, ШохИлхх. ... ‹ Каждое из этих слагаемых суммируемо в (9) 
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со степенью 2— в, где => 0 — сколь угодно малое число. В самом деле, 
из теоремы вложения [см. (1°)] следует, что если ш @ Н»о, то Шъх, Шу ВЁрю 
при любом р>1 и и просто непрерывна в ©. Поэтому члены вида 
Ки) будут просто непрерывны в ©, а члены вида и’хил»х суммируемы 
со степенью, сколь угодно близкой к двум. 

Таким образом, оценки типа (2.44) будут справедливы, если 


р=2—е. 
Далее, легко видеть, что 


[7 в Со| п: › |1 [рю < `С1о | [но- 


Отсюда имеем: 
[их | Зе ил | 


Из (2.40) получаем: 
[ел [с < Сл? [921 [о (2.45) 


Аналогичные оценки могут быть получены и ДлЯ $1, е1о1. 
Рассмотрим теперь оценки для е1о, 51, 8121. Из (2.3) получаем: 


ев а (2.46) 


1 
Рассмотрим более подробно и›х,, так как оценка 5 и через |2 [о оче- 


видна. и., 95 определяются из системы 


Н 
ге - 6х = 72, Ао | ЕЕ ие и ба = = ]2э, (2.47) [ 


где 
92 4 
АЕ: де №1 {о - и}, ар. Зуя {и + ви}. (2.48) 


Легко видеть, что /1», /›› содержат слагаемые вида #1х, их. Илу, илу и по- 


этому | 
| 


[Ио ес < сз | 1 [о [755 а Зе И о: (2.49) 


Из (2.30) получаем: | 
хо < сы [4 (2.50) 


Аналогичные оценки могут быть получены для Иру, 9х, 9эу. 
Из (2.46) находим: 


[вла [во < Св [1 ур (2.54) 


Такие же оценки справедливы и ДЛЯ ©5о, е1оз. 
Используя (2.45) и (2.51), легко убеждаемся в справедливости соот- 


ношения (1.14). После этого нетрудно убедиться, что если о«Е Е, то 


отадн,„Ф = Ао Ао. 


=> “ 
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Рассмотрим более подробно формулу (2.38). Имеем: 


Ф (м, + и) — Ф(&) = БУчо тих + [Мо (их Е Ки + Фин.) + 


-- М. (ли -|- Кош + дули) ие 
-- Мо (или - 1х + шох лу -- Шиш х)] } а® - < (их, ш). (2.52) 


| 
В силу того что и, ®, есть обобщенное решение системы (2.8) — (2.9), 
‘имеют место соотношения: 


| 


\ (Млоилх + Млои1и) 4@ = 0, \ (Мтъорах -- М№00и) а® = 0, 
[о 


О 
и формула (2.52) может быть преобразована к следующему виду: 


Ф (и, и) — Ф (ш) = {Узи Уи, + [Мло (лия + шжинх) 


о 
| + М» (Км - шуини) + ло (иохили + изуших)]} 4® - ® (и, и). (2.53) 


Введем оператор Аз, ставящий в соответствие каждой функции 
2, Е Ньо вектор-функцию с составляющими 


| Ур. Уи, Милош» - Мои, — Мой + Мой», Мох -- М1 ом, 


| и оператор Ааи:, ставящий в соответствие каждой функции 1, Е Н»о 
 вектор-функцию с составляющими 


У РУз, 2, №, Ш 


Покажем, что для введенных таким образом операторов справедливо 
‘’ соотношение (1.23). 
ЛЕММА 5.2. Пусть ии 2 и, в Нзо. В этом случае 


ШФлх = Шх, ИШИлу= Шу 6 Г4д- 


Для доказательства леммы 5.2 заметим, что последовательность и» 
находится в некоторой сфере пространства Нзо. 

Каждую из функций ш„ можно, по лемме (3.2), распространить на 
все пространство х, у, &, причем так, что ш„==0 вне некоторой области 
0”, охватывающей О. При этом, если использовать способ распростра- 
нения, примененный при доказательстве леммы 3.2, для всех и» ока- 
жется справедливым соотношение 


со 


№ [ш?, + Р (У?) 49 @& < А. 

—<о 
В силу теоремы 44 работы (13), из каждой бесконечной части последо- 
вательности ш„ возможно выделить по крайней мере одну последова- 
тельность ши» такую, что будут иметь место соотношения: 


ди 


ла (СС(2” — 2% 4 4у @=0, о (-5>—— о уче ауа = 0, 


дх 9% 


—© Е 
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где ?, — некоторая функция, удовлетворяющая условию 


со 


М + 2 (25,4041 < А. 


—©< 


Очевидно, будут иметь место соотношения: 


Им \ АЕ 5%) 4х 4у 4 = 0, 


Пи № в — ыы 4 ду 4 = 0. 
9 

Докажем, что существует только один элемент 2, =®.,, удовлетворяю- 
щий условиям (2.54) для любой последовательности ш», = и». Для этого 
заметим, что из ш, 5 №, в Изо следует, что ши, в [Г29. Это обсто- 
ятельство фактически установлено нами при доказательстве леммы 4.2. 

Предположим, что существуют две функции 5., 9:1, удовлетворяющие 
условиям (2.54) для каких-либо последовательностей из {1}. В этом 
случае должно существовать бесконечное число элементов их 6 {ш„} таких, 
что 


| М х— Вх И < е, | Шу — б1у | < е, 


где = — любое число. Но 


| Ш — 81 < с(| Шкх — 1х о 


+ или — оо) << 22, 

откуда следует, что {ш„} будет содержать бесконечное число элементов 
фк, удаленных в норме Г»о на конечное расстояние от $, = ,. Послед- 
нее невозможно, так как и» = ш, в [Г.0. 

Таким образом, лемма 5.2 доказана. 

ЛЕММА 6.2. Пусть шЕНьо, Х, УЕГьо. В этом случае составляю- 
щие обобщенного решения системы (2.8) — (2.9) удовлетворяют усло- 
виЯМ: Их, Иу, Ох, у © Г-0. Если при этом и, ши, в Нзо, ТО их > Их, 
Фпх > 0х, Ипу => Ищу, пи > 50 6 [150. 

Во-первых, заметим, что /1 и [» в уравнениях (2.8), (2.9) могут быть 
представлены в следующем виде: 


— 
Ди = Е п -ь т ие Я = | в? Е В у. (2.55) 
где 
2 Я а | 

= (вь Е их + им -- м), 
Е1» — — Ш ху, Роэ — — Ш;хШу, (2.56) 

| 

} 


2 
= (лью + = ши + ибо + —- ори. 


> =“ я 
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| Основное уравнение (2.13), если ^ =^., принимает вид: 


А, = — КРымь + Ешь) 60 — | (Ру + Рырь) в9 + 
А 


[2 


тт \ (Хи -+- Уъ) а©. (2.57) 
Из (2.57) получаем: . 
Во < не и -- 22% + 2%) 40 + в \(Х 4 У?) 49 + 
а п и 21) 90. (2.58) 
Го 
Применив к (2.58) неравенство Корна, находим: 
ГА о < в? \ (Е + 27%, + РЫ) 40 + се? \(Х° + И) 0. (2.59) 


о О 


Из (2.59), учитывая (2.55), получаем: 
| Мн < с) (ИР ие 1 ий) 40+ г + Ууао. — (2.60) 


В силу леммы 3.2, шЕГ»о, вх, у © [ло. Кроме того, по предположению, 


Х, УЕГ.о. ры из (2.60) вытекает: 
т 


42 < он фея рыба + Ха. (2.61) 
0 


оо 


Неравенство (2.61) исчерпывает первое утверждение леммы 6.2. 
Перейдем к доказательству второго утверждения леммы 6.2. Пусть 

и и, в Нзо. Рассмотрим Д»,„ (Аи», До), где Ди, = щ — ив, До, = — 

— 1». Очевидно, Ди», До, будут обобщенными решениями ‘такой системы: 


Ди» - = а: - Дб; = В {6} — Л {и}, 
(2.62) 


До, + и Е Авну = 1 {6} — / н. 
Неравенство (2.29) примет в данном случае вид: 
А А РЖ = се? {Ра {00} — Ра {и}? 2 [Е1о {25} — Ел {6}? 
о 
Е [55 {о} — Е» {№} ]?} 40. (2.63) 

Из (2.63), используя неравенство Корна, получим: 

(Ань)? Е (Линь)? + (Ан) + (Ао) 9 < 

О 

< с \ {Ры {0} — Вал вен? + 2 [Ру {о} — Ра 0 + 
р 


+ [2 {шо} — К. {Ш} ]*} аО. (2.64) 
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Отсюда следует: | 


\ (Аи)? + (Дино)? + (Лень)? - (Лень) 40 4 < 
о 


т 
ТР 

Зо | [4ЕРы {а — Ры ин 2 [Ра {о} — Раз 
оо ; 

+ [5 {о} — Роз {ии} 49 а. (2.65) | 


_ Далее, поскольку ши» шо в Нз0, Ших = Шох, Шу = Ши В [40. При этом 
из (2.56) следует, что при п-> со правая часть (2.65) имеет своим пре- 
делом ноль. 

Таким образом, лемма 6.2 доказана полностью. 

Перейдем к доказательству соотношения (1.23). Пусть и» ув Изо- 
Рассмотрим 


т У 
ры \ \ (Аз, — Азшу, Аи) 4О4Е = \ \ р (Уи, — Уз, Узи аОаЕ + 
оо оо 


Уы 
+ 2 КМ, — Мы) № + (М — №5) №3] 49 а + 
0 


о 


|: ] (М№Млшьх —- Мот ту и М» а №1209) ао АЕ. (2.66) 


Легко видеть, что первый член формулы (2.66) при п-—> со имеет пре- 
делом ноль, так как этот член есть линейный функционал в Нзо. Да- 
лее, в силу леммы 6.2, ии; = Исх, Или = Шу, 9х = 90, буи в [Год 
и поэтому Ми => Мо, М = М, М1, => Мо в [›0. На основании этого 
легко заметить, что и остальные члены формулы (2.66) также имеют 
своим пределом ноль. 

Таким образом, операторы Азиу, Ааш, удовлетворяют всем усло- 
виям $ 1. 

Введем для нашей задачи обобщенное решение. Именно обобщенным 
решением уравнений (2.2), (2.3), (2.8), (2.9), (2.10) при начальных дан- 
ных (2.11), (2.11°) и граничных условиях (2.6), (2.7) назовем функцию 
и, Е Но, удовлетворяющую интегральному соотношению 


Т 
\ \ [— мор, -- РУЗ Уи ++ (Мой, -- Мо) ма + (Млошох - Мзошуу) их 
ой 


(М м» Е Мы) ии — 29] 904 — \ во 40 = 0 (2.66°) 


о 


> 9” ` 
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для любой 1, 60° и начальному условию (2.11) в следующем смысле: 


Иша \ (м — 5)? вт, и 
О 

На основании результатов $1 в условиях данной задачи можно 
сделать заключение о существовании хотя бы одного обобщенного ре- 
шения в смысле (2.66’) и (2.67), а также установить возможность при- 
ближенного решения нашей задачи с помощью метода Бубнова — Га- 
леркина. 

В данной работе мы оставляем в стороне весьма существенный во- 
прос о единственности обобщенного решения и его дифференциальных 
свойствах, довольствуясь тем, что введенное обобщенное решение (даже если 
оно не единственно) имеет непосредственный механический смысл. Вместе 
с этим простым анализом легко убедиться, что широкие классы функций из 
Нзо содержат не более одного решения, если ГЕЛ, (т, ^). Именно, 
пусть В есть подмножество функций #6 Нзо, имеющих в О ограничен- 
ные производные 15», Шху, Шу. Докажем, что В содержит не более од- 
ного решения нашей задачи. Для этого предварительно установим сле- 
дующий факт. Положим, что для некоторой функции и, Е Нзо имеют 
место соотношения: 


и 
\ \ (— шары + Узи - Уи — Ри) 40 4 = 0, (2.68) 
оо 
та (0 НОО: 2.69) 
О 
где и, — произвольная функция из 0°, а РЕГ»о. В этом случае 
о 
) [2 (Уи + ао о, (2.10) 


о 


причем с›, не зависит от РЕ, &. Неравенство (2.70) носит характер закона 
сохранения и может быть доказано следующим образом. 
Пусть 


со 
ый 
= У ЧФ» 
К-1 


где ф, — система собственных векторов оператора РУ“ при граничных 
условиях (2.6) [см. условие 3) $ 1]. Полагая и; =$(Ф,, где ф — произ- 
вольная функция времени, имеющая на (0, Г) суммируемую с квадратом 
производную и исчезающая в некоторой окрестности Т, получим: 

Т : 

(би чи 9 =0. (2.11) 

0 


4 
Здесь ^* — соответствующее собственное значение оператора РУ“ при 
граничных условиях (2.6), 


1, =\ 2, 40. 


о 
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В силу произвольности Ф и соотношения (2.69), из (2.71) получим: 


1 


й | 
Ч = к Л (8) ши (# — 5) 4, (2.12) 
0 
что ДЛЯ Шу дает: 
со Й 
ро. РИМ 7») в (#— 5) 4, (2.73) 
о 


откуда непосредственно вытекает неравенство (2.70). 

Предположим, что множество В содержит два обобщенных решения 
нашей задачи: 5 и 1%. Рассмотрим 2 = и, — и%. Очевидно, % удовлет- 
воряет следующим соотношениям: 


\ Е ил. ра -Е Ру. У? -- (У 1020 + Мо, — Мох = Ме) их + 
о 


+ (Мох + М0 к Мало» кт Мои) лу + Е (Мо = №) ыЕ 


+ Ам, (№ — №) 4 = 0, (2.74) 
шв \ 240 |.,=0. (2.15) 
2 


— * — * > > 
Пусть и = щи — 1, 9 =9,— %. Очевидно, и, ® будут обобщенными реше- 
ниями системы 


теб 


Ди -- =л— А, 


(2.76) 


^ 1 —> * 
До чел. 


Легко видеть, что в данных условиях /1 и 2 ограничены в 0. В самом 
деле, если хх, Фуу, Шху ограничены в О, то шх, шу, ш также ограничены 
в О, что и доказывает ограниченность }1 и {.. В силу леммы 2.2, и», и, 
7., ®, также ограничены. 

Соотношения (2.2), (2.3) дают возможность заключить, что в О будут 
ограничены №, №, Мо, М. №, м Таким образом, из (2.76) и (2.70) 
заключаем: 


т 
\ [р (22)? + и] ао < с» \ \ [М ошохх — ны - Мио — Ману -- 
во 


о 


+ 2М 0х, — о + А, (М 0— №) НН А (М — №) ао < 


< сз \ ) (шок Шохх)? - (№0, — им + 2 (хи — ии)? + 
оо 


+ (Мо — Мо)? + (М — №) 0 4. (2.77) 


„> “ 
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Далее, используя (2.2), (2.3), (2.30), можно получить оценку: 


БР. иЬ 
\ \ Мое, \ \ (и, +20) 404 — (2.78) 
оо оо 


и аналогичные оценки для М» — М», У, 
Из (2.77), (2.78) следует: 


\ О О УЖ 
о 
Из (2.79) получаем *: 
пох о - би о 2 ли к съ? ры» Во Н ыы о + 212 ыы о1.(2.80) 


При достаточно малом Г соотношение (2.80) возможно только в случае, 
если % почти всюду в О есть ноль. Очевидно, этим доказана единствен- 
ность обобщенного решения в В, каково бы ни было Г. 
Сформулируем полученные в настоящем параграфе результаты. 
ТЕОРЕМА Ш. Пусть пологая оболочка занимает в плане конечную 
область ©, ограниченную контуром Г класса Л» (т, ^). Пусть, далее, 


Т 
(уз 9. (240 < оо, Ио 42 < оо. 
о о : 0 


В этом случае уравнения движения оболочки при больших прогибах (2.2), 
(2.3), (2.8), (2.9), (2.10) при начальных условиях (2.11), (2.11’) и гранич- 
ных условиях (2.6), (2.7) имеют по меньшей мере одно обобщенное реше- 
ние в смысле (2.66), (2.67). 

Если ГЕ Л. (т, ^), то множество Вс Нзо таких функций ш, что шхх, 
Фу, Шхи ограничены в О, содержит не более одного обобщенного реше- 
ния нашей задачи. 

ТЕОРЕМА ТУ. В условиях теоремы Ш для приближенного построе- 
ния решения применим метод Бубнова — Галеркина в следующей форме: 
Приближенное решение шт ищем в виде: 


т 


Шт —= й р 
п=1 


где Ф„ — некоторая полная в Нъо система, ортонормированная в Нзо. 
Из уравнений (2.8), (2.9) при граничных условиях (2.1) выражаем ит, Ут 
через 4„„. После этого уравнение (2.10) удовлетворяем по Бубнову — Га- 
леркину. При этом оказываются справедливыми следующие факты: 

а) при любом т основные дифференциальные уравнения метода для 
определения 4„ разрешимы на всем отрезке [0, 1}; 


* При этом учтено, что если ш 6 Нзо, то 


Ив И 
] \ (92)? 40 4 = \ | (и 28, и) 40. 
оз оо 


‚4 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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б) совокупность приближенных решений шт слабо компактна в Нзо; 

в) каждый слабый предел шт в Изо есть обобщенное решение нашей 
задачи в смысле (2.66), (2.67). 

Замечание 1. Условие непрерывной дифференцируемости в © #, и А, 
не является необходимым. Все сформулированные в теоремах Ш, ТУ 
факты остаются в силе, если #1, К. ви. 

Замечание 2. Теоремы Ш, ШУ могут быть доказаны и в ряде 
других случаев закрепления оболочки. 

Оболочка может быть, например, заделана так, что поперечные пере- 
мещения и углы поворота на контуре будут равны нулю, но продольные 
перемещения на контуре могут быть ничем не стеснены. Наконец, обо- 
лочка может быть шарнирно оперта и на контуре могут обращаться в 
ноль либо продольные перемещения, либо продольные усилия. 


$3 


Рассмотрим вопрос о существовании обобщенных решений для урав- 
нений нелинейных колебаний пологой оболочки с учетом инерции про- 
дольных движений. 

Пусть выполнены граничные условия (2.6), (2.7). 

В качестве начальных условий примем следующие: 


|, = & (2), эр. =в(Р), № =ез(Р), (3.4) 
м ВА = 1: (Р), 9 а =» (Р), ил | = йз(Р). (3.2) 


Основной системой уравнений будет система (2.1)—(2.5). Здесь мы уже 
не будем сводить нашу систему к одному уравнению, а будем исследо- 
вать уравнения (2.1), (2.4), (2.5) непосредственно. 

Под Н:о будем понимать в соответствии с п. 1$1 множество вектор- 
функций < с составляющими и, 9, ш, которые суммируемы с квадратом 
ВиО: 

Е; есть подмножество из Но вектор-функций ®, равных нулю в по- 
граничной полосе ©, у которых и,о имеют в © непрерывные вторые 
производные по х, у; #@ имеет непрерывные в О четвертые производные 
пох, 9. 


Оператор Ал переводит каждую функцию «ЕЁ, в вектор-функцию 
с составляющими 


Ты 1 ы 
Аи, — Ао ев, Ручь. (3.3) 
Введем на Ё, скалярное произведение 


(< ; >) но = 


= У Ди, — — в.) и, -- о До — и 6, о. + РУ‘ил чо] ао. (3.4) 


„> ^ 
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Н»о есть в нашем случае замыкание Е, в норме (3.4). Н»о содержит 
вектор-функции, у которых составляющие и, о имеют в О обобщенные 
первые производные, суммируемые с квадратом, а ш имеет в О обобщен- 
ные производные второго порядка, также суммируемые с квадратом. 

Рассмотрим множество вектор-функций с (и, 9, и), зависящих от пара- 
метра { так, что при каждом из [0, Т] оЕЕ,, Сы и, кроме того, 
« как элемент Ньс, «и как элемент Ню непрерывны на [0, 7]. Это мно- 
жество есть ЁЕ›. Введем на Е, скалярное произведение 


(> -“)нзо = \ [(<и-о)нно + (© 6%) но] @&. (3.5) 


.—.,5 


Замыкание Ё, в норме (3.5) есть Нзо. Нзо содержит вектор-функции 
© (и, ®, 1), у которых Их, Шу, 9х, Фу, Шхх, Фу, Ши» Ш, 9, ид 6 20. 


[° есть в данном случае замыкание в норме (3.5) множества 0° вектор- 
функций «ЕЁ, и равных нулю для Т-6 <Е<Т, где 8 — некоторое 
число, определенное для каждой вектор-функции из 0. 

Оператор Ах для нашей системы имеет составляющие: 

2 


= в [(Е1%)х - ших Е ы (Ех - Моих] Е Ш хушу - 2х Шу, 


-я —- [Еф - шушии + в (Еф) + ишхшхи] + шхуш» + Фушхх, 
д д 
т = (М ш,) — : (М1ьшх) — ду (Мшу) — 2: (М1) — Ма, — М». 


Проверим выполнение всех условий теорем Ги П $1. 
Выполнение условия 1) следует из результатов работы (®). 


Условие 2) выполняется очевидным образом. 
Условие 3) также выполняется, что легко проверить с помощью вариа- 


ционных методов в силу симметричности и положительной определенности. 


Але [см. ($}]. 
Проверим выполнение условий 4) и 5). 


Рассмотрим функционал 


т 
1 (во, @!) = \ \ (ине + Зое -- Шо -Е Чохилх Е 
оо 


+ Фохдах Е Шохина - Шоули Е Фоубли -- Шоу) 40. (3.6) 
Этот функционал является линейным относительно &, и Нзо, если за 


крепить 6%. Е. 
Заметим, что для всех «Е Нзо имеет место неравенство 


| , Е 
бони и чи чи и) 0 < 5 (3.7) 
© 


Ге) 
В самом деле, если «6 ЁЕ»‚, то неравенство (3.7) есть прямое следствие 


4» 
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неравенства Корна и теоремы вложения [см. (10)]. Далее, если « есть 
произвольная вектор-функция из Нзо, то существует последовательность 
„6 Е, такая, что для всех „ имеет место неравенство (3.7) при одной 
и той же постоянной с, и «> в Изо. Но если © о Нзо, то, 


очевидно, и 
Т 


НБ бо, из, +, им, ++ м0 ,..= 


оо 


уу 
= шчиничичи+ из + и? + 02 + и?) 4041. — (3.8) 
оо 


А в этом случае неравенство (3.7) не может не выполняться и для ‘пре- 
дельной функции ©. После установления этого факта из (3.6) легко 
получить, что 


|7! ва [оно Пао (3.9) 


чем и доказана линейность функционала Л. 
— © — = пел —- 
Таким образом, если с» —>в% в Изо, то ®, —*в% в пространстве В; с 
нормой 
— ЕЕ 
(| 6х |7 Я | @УЕо т | (ое [2.о) не 
Однако, в силу теоремы вложения, «„ при этом будет сильно сходиться 


в Н:о, причем равномерно относительно 0 <#<Т. Следовательно, усло- 
вие 4) выполнено. 


Функционал Ф в данном случае дается формулой (2.36), однако здесь 
уже е1, °›, 1» следует считать выраженными непосредственно через и, 9, № 


по формулам (2.3). Проверим для Ф выполнение условия 6). Неотрица- 
тельность Ф нами уже проверялась. Пусть теперь 


Фа. (3.10) 
"Тогда из (3.10) будет следовать: 


|2 [во< 27, (3.11) 


2» (1 — из 22 (1 — ов 
ево, во, чо” (342) 


о о о 


Рассмотрим более подробно первое из неравенств (3.12). Мы имеем: 


бе 1 —- 
\ (=. ыы во + ти п ео (3.13) 
а 
Лоскольку, в силу (3.11), справедливы неравенства 
\ и? 49 «свт, \ ия 40 < с, (3.14) 
о | 


то из (3.13) вытекает: 


и 40 <е-. (3.15) 
ке] 


=> “ 
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Совершенно аналогично доказываются неравенства: 


240 <еа, \ (и + 5)? 4© < сз» -г. (3.16) 
О о 


Неравенства (3.15), (3.16), (3.11) приводят к оценке 
[о < сз. Г, 


что и доказывает выполнение условия 6). 
Покажем, что для Ф` выполнено условие (1.14). Пусть в, в, © Ныь 
Рассмотрим в1, ©», е1., соответствующие ‹, {+ ®!. Мы имеем: 


&1 {< -Ы 1} = 210 -[ 611 -[ 212, (3.17) 


ГДе е1, соответствует ,, з‹, — некоторый линейный оператор над &, &12— 


некоторый полилинейный оператор второй степени над ‹,. Аналогичное 
разбиение ‘имеем и Для в; И во. 


Далее, 
Ф(& + 1) —Ф(®,) = 
== \ {РУ?шо - Узи + Мои + Мьозоа + М1203121} 40 - [С 1), (3.18} 
Ге) 
где а == | [о - В, а В определяется формулой (2.39). Чтобы убедиться 
в справедливости (1.14), достаточно, как и в предыдущем случае, оценить В. 
Для этого определим в соответствии с (3.417) е11 И во: 


211 = И1х + 11 -- Шо», 


а (3.19) 
#12 —= > Шх. 
Из (3.19) видно, что если о, о, @ Но, то 
а Зы» вы < сы (8.20) 


Аналогичные оценки оказываются справедливыми ДЛЯ 321, $22, $121, $122 
Используя (3.20), легко установить справедливость соотношения (1.14). 

Рассмотрим более подробно линейный относительно «, член формулы 
(3.18). Он может быть представлен в следующем виде: 


= | (ФУ - Уи + [Мн ая + баш + зы) + 


О 
+ М»о (оли - Кош + ии) + Мл (Или + 1х + ох + Шуи] а©. (3.21) 


Введем на Но нелинейный оператор Аз®.,, ставящий в соответствие каж- 
дой вектор-функции « шестимерный вектор с составляющими 
Мо М Мо Млойь -- Мой», — Мох + М1 20№9и, ый М1 20%0х -- Мои, 


и линейный оператор А.6., ставящий в соответствие «, шестимерный век- 


тор с составляющими 


Их, би, ИО Ш И Ш. 
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При помощи операторов Аз и А. можно определить обобщенное решение 
нашей задачи как вектор-функцию «Е Изо, удовлетворяющую интеграль- 
ному соотношению: 


г 


© бы-вдн, а + бь- вади + | [(Вноь + м») ше + (мо + му) вы + 
9 о 


+ Фох Шоу (Или -- 91=) (М лоЁа + Мо) и: (У 10%0х + М!л0%у) илх + 


+ (Мошох + Мыши) ей 49 — (Е ‘но! @— \ 04 |0 =0 (3.22) 
[Ф) 


для любой вектор-функции в; © о и начальному условию (3.1) следую- 
щим образом: 


Иш [8 — © ное = 0- | (3.23) 


Проверим, что для Аз, выполнено условие (1.23). Пусть в” > в Нзо. 
Имеем: 


т 
5—1 = | \ {Др (У, — У?ш») Уи + (М, — М1») ва 


оо 


+ (№ — №») вл + (М1 — Мот) 121] } 40 а = С, + С», (3.24) 


где 


т 

С. = \ \ [2 (Уи, — Уи») Уи - (их + 10, — ипх — 11) ва + 

(9 

+ (Фу — пи + Ш, — Е») вл - (Иу + 20 — Ипу — 2х) $121] @@ а&, (3.25) 
я 


= [5625 — м8.) ел + (48, — 0) + (ры — понад) вн | 90 46 
о (3.26) 


Из (3.25) и (3.26) легко усмотреть, что при п-» со (С, и (,->0. В самом 
деле, С, есть линейный в Нзо функционал относительно ©, —„. Далее, 
в силу того, что я о в Нзо, Шлх = Шох, Илу- Шоу В [4д, ал, $21, 6121 @Ёло. 
Точно так же легко проверяется выполнение условия (1.22). 

Таким образом, все условия теоремы Г $ 1 выполнены, вследствие 
чего можно утверждать существование обобщенного решения нашей за- 
дачи и возможность его нахождения с помощью метода Бубнова — Галер- 
кина. 

Если ввести множество В вектор-функций «6 Нзо таких, что Изх, Их, 
Иуу, бххь хи» буи» Шхх» Шлу, Шу, ограничены в О, то легко доказать, что В 
не может содержать более одного обобщенного решения нашей задачи. 

Заметим, что как в $ 2, так и в настоящем параграфе мы не форму- 
лируем дополнительных условий, которые нужно было бы наложить на 
Г, Е, в, ®, чтобы каждое обобщенное решение нашей задачи принадле- 
жало В. Этот вопрос есть частный случай более общего вопроса о сте- 
пени гладкости решения нашей задачи, в зависимости от гладкости 
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контура, начальных данных, правой части и их согласования. Поэтому 
он должен быть разрешен отдельно. 

Результаты настоящего параграфа можно сформулировать в виде двух 
теорем. 

ТЕОРЕМА У. Пусть пологая оболочка занимает в плане конечную об- 
ласть ©, ограниченную контуром Г класса Л,(т,»). Пусть, далее, 


т 
Ен оо, Пью, (Е < оо. 

0 
В этом случае уравнения движения оболочки (2.1)—(2.5) при граничных 
условиях (2.6), (2.7) и начальных условиях (3.1), (3.2) имеют по меньшей 
мере одно обобщенное решение в смысле (3.22), (3.23). При этом мно- 
жество В вектор-функций об Нзо, У которых их», Иху, уу» хх, Оку» бу, 
Шхх, Шху, Шуу ограничены в О, содержит не более одного обобщенного 
решения нашей задачи. 

ТЕОРЕМА У1. В условиях теоремы У для приближенного построения 

обобщенного решения применим метод Бубнова — Галеркина в следующей 
форме. Приближенное решение ищется в виде 


т 


= 
т = 7) ЧФ» 
п=1 
где ф, — некоторая полная в Ньъс система, ортонормированная в Низ, а 
для 4„„ получается система уравнений, если удовлетворить уравнения 
(2.1), (2.4), (2.5) по Бубнову — Галеркину в соответствии с (1.20). При 
этом оказываются справедливыми следующие факты: 
а) При любом т основные дифференциальные уравнения метода для 
определения 4„„ разрешимы на всем отрезке [0, Т]. 
6) Совокупность приближенных решений от слабо компактна в Нзо. 
в) Каждый слабый предел от в Нзо есть обобщенное решение нашей 


задачи в смысле (3.22), (3.23). 
Замечание 1. В условиях данного параграфа справедливы замеча- 


ния 1и2$2. 
Автор искренне благодарит О. А. Ладыженскую, С. М. Никольского, 


С. Г. Крейна, ознакомившихся © рукописью работы и сделавших ряд 


важных замечаний. 
Поступило 


8. 1. 1956 
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А. В. ШТРАУС 


ОБ ОБОБЩЕННЫХ РЕЗОЛЬВЕНТАХ И СПЕКТРАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЯХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
ЧЕТНОГО ПОРЯДКА 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе рассматривается симметрический обыкновенный дифферен- 
циальный оператор Г, четного порядка с минимальной областью определе- 
ния. Концы промежутка в общем случае сингулярны. Устанавливаются 
формулы всех обобщенных резольвент и всех спектральных функций опе- 
ратора Г. 


В большинстве работ, посвященных спектральным функциям симме- 
трических (в общем случае несамосопряженных) обыкновенных дифферен- 
циальных операторов четного порядка, рассматриваются лишь ортого- 
нальные спектральные функции. Как известно, каждая такая спектраль- 
ная функция соответствует некоторому самосопряженному расширению 
данного симметрического оператора и приводит к разложению по собст- 
венным функциям краевой задачи, определяемой этим расширением. 

Настоящая работа имеет своей основной целью построение формулы 
всех спектральных функций (ортогональных и неортогональных) обыкно- 
венного симметрического дифференциального оператора /, любого четного 
порядка с минимальной областью определения. 

Для решения поставленной задачи мы строим сначала формулу всех 
обобщенных резольвент А) оператора Ё.. При этом мы основываемся на 
формуле обобщенных резольвент произвольного симметрического опера- 
тора в том виде, в каком она была установлена в работе (8). Любая 
обобщенная резольвента А, оказывается интегральным оператором. 

При построении ядра обобщенной резольвенты А) существенную роль 
играет матричная функция М (^), называемая нами характерлстической 
матрицей обобщенной резольвенты. После того как установлены некото- 
рые свойства матрицы М (%), применение к обобщенной резольвенте фор- 
мулы обращения Стильтьеса позволяет довольно легко получить форму- 
лу всех спектральных функций оператора Д*. 

Используемый в работе метод нахождения всех спектральных функ- 
ций оператора Г, заслуживает внимания и тогда, когда ограничиваются 
А 


* Для частного случая, когда Г есть дифференциальный оператор 2-го порядка 
с индексом дефекта (1.1) на промежутке [0, | со), эти вопросы были нами решены 
в работе (°). Еще ранее, в своей работе (4) М. Г. Крейн отметил, что его методы по- 
зволяют указать правило определения всех спектральных функций дифференциального 
оператора любого четного порядка на промежутке [0, -- со). Один частный результат 
для оператора 2-го порядка был в дальнейшем опубликован [см. (57 
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рассмотрением лишь ортогональных спектральных функций. Этот метод 
представляется тем более естественным, что даже в тех случаях, когда 
существование разложения по собственным функциям установлено каким- 
либо иным способом, к резольвенте приходится обычно обращаться при 
фактическом нахождении спектральной функции распределения [см., на- 


пример, (°) $ 21]. 


$ 1. Самосопряженное дифференциальное выражение 
и дифференциальные операторы 


1. Пусть [у] — обыкновенное самосопряженное дифференциальное вы- 
ражение четного порядка 2п 'с вещественными коэффициентами, задан- 
ными в конечном или бесконечном промежутке (а, 5). Как известно, 4 [у] 


можно представить в виде: 


а а 4 4? 
НУ = ры — р Рыае — [Рыа- — 


р-р]. 


Как обычно, будем предполагать, что функции 


Ру* (2), Р:(1),..., Р» (2) (1.1) 


измеримы в промежутке (а, 5) и суммируемы в каждом замкнутом ко- 
нечном промежутке [а1, 6,] © (а, 6). 

Если а конечно и функции (1.1) суммируемы в промежутке [а, 61 С 
с[а, 6], то конец а называется регулярным. Аналогично определяется 
регулярность конца 6. Условимся регулярные концы включать в проме- 
жуток (а, 6), не заменяя при этом в обозначениях круглых скобок квад» 
ратными. 

Выражение {[у] называется регулярным, если оба конца рассматри- 
ваемого промежутка (а, 6) регулярны. В противном случае оно назы- 
вается сингулярным. В настоящей работе’ выражение /[у] не предпола- 
гается регулярным, за исключением тех ‘случаев, когда регулярность 
0с0бо оговаривается. 

Так называемые квазипроизводные, соответствующие выражению / [у], 
определяются, как известно, формулами: 


т АЕ ео 
а“ 
о 
У Ро аа” , 
а И о О пе а ВИ о Е 
у р и (уик-и) (1, 2,...,п); 


кроме того, полагают 


И 


#” 
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Таким образом, 


Ру 
Выражение /[у] имеет естественный смысл для всякой функции у (5), 
которая абсолютно непрерывна вместе со своими квазипроизводными до 
(2п — 1)-го порядка включительно в каждом конечном промежутке 
[а1, 6] < (а, 6). 
Для любой пары таких функций у(5), 2(1) справедливо так называе- 
мое тождество Лагранжа: 


Ну] 2 — УИ = 9 (у, 2], 


где 


п 
зы И" ПЕ И у МН), 
К=1 


Каждой функции у(2), для которой [[у] имеет смысл, поставим в со- 
ответетвие векторную функцию 


у (2) = (41 (2), у! (2),..., и" (2)), 


которую будем рассматривать как одностолбцевую матричную функцию 
Введем в рассмотрение ортогональную кососимметрическую порядка 2п 


матрицу 


81 
—1 


все неотмеченные элементы которой суть нули. 

Условимся во всем дальнейшем операцию транспонирования матрицы 
обозначать штрихом’, а операцию перехода к сопряженной матрице — 
звездочкой °. 

Мы имеем: 

Г=Л == —Л.. 


Тождество Лагранжа можно теперь переписать в виде 
= = Яо 
НУ 2-— У = 2 (279. (1.2) 


Пусть У, у›,..., Ур— какая-либо система функций, для которых 
выражение /]у] имеет смысл. Матрицей квазипроизводных, соответствую- 
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Е: 


щей этой системе, будем называть матрицу 


у Я в Я 
уп уг Е у 
И о ю о == [|941 95... р ||, 
у"-п у"—п я у2"—1 
Пусть 2:, 2.,..., 2р— еще одна. произвольная система функций, для 


которых [[2] имеет смысл, а 2 — соответствующая матрица квазипроиз- 
водных. 
Из (1.2) легко вытекает матричное тождество: 


|2, | — ук ДИР = (2° ЛУ). (1.3) 


2. Рассмотрим дифференциальные операторы, порождаемые в гильбер- 
товом пространстве /^(а, 6) дифференциальным выражением 1 [у]. 

Пусть О — линейное многообразие тех функций у(1) из Г^(а, Ь), 
для которых [[У] имеет смысл и также принадлежит [^(а, 6).1 

Так называемый дифференциальный оператор Г, с минимальной обла- 
стью определения, порожденный дифференциальным выражением [[у], 
определяется формулой 


Гу = Ну] 


на линейном мпогообразии От, тех функций у(5) Е), которые удовлетво- 
ряют условию 


(1 [9], =) = (у, 1 [2], 


какова бы ни была функция 2 (2) ЕР. 

Принимая во внимание тождество Лагранжа (1.2), можно область 
определения Ду, оператора Г, охарактеризовать как многообразие тех 
функций у(2) ©), которые для любой функции 2(5) ЕО удовлетворяют 
условию: 


2" (2) у (4) | =0. 


Как известно, линейное многообразие О. плотно в Г? (а, 6), а оператор [. 
является замкнутым и симметрическим. 

Оператор [”, сопряженный с Г, имеет своей областью определения 
многообразие 0), причем для любой функции уе р 


“у = У]. 
* | обозначает номер строки, а & — номер столбца. Отметим, что обе формулы (1.2), 


(1.3) лишь несущественно отличаются от соответствующих записей тождества Ла- 
гранжа в работе С. А. Орлова (?): 


=> “ 
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3. При любом невещественном ) обозначим через 9%, соответствующее 


дефектное подпространство оператора Г, т. е. линейное многообразие 
всех решений уравнения 


Лу— у =0. 


Как известно, размерность т подпространства % одинакова для всех 
невещественных /; ее называют дефектным числом оператора Г. При 
этом О% т 2и. 


Зафиксируем ‘какое-либо невещественное число №. Пусть Р — линей- 
ный оператор, отображающий %,, в Х;. Квазисамосопряженным расши- 


рением оператора Г, определяемым !оператором РЁ, называется оператор 
Га * « “ 
Гк, являющийся частью оператора Г, и имеющий своей областью 
Е» 
определения линейное многообразие ДО; элементов & вида 


в=/-+ Е —ф, 


где 
ПЕР Фе. 


Рассмотрим сопряженный с РЁ оператор Ё*, отображающий УХ; в %,, 


и соответствующее квазисамосопряженное расширение Гк. оператора Г. 
Нетрудно видеть, что операторы Др и Св. являются взаимно сопряжен- 
ными. 

Охарактеризуем область определения оператора Ск при помощи крае- 
вых условий. 

Пусть 


ф1 (2), 92 (2),..., фт (2) (1.4) 


— какой-либо ортонормированный базис дефектного подпространства 


У, а 
ое Фе а) (1.5) 

— ортонормированный базис в %,,. 

Пусть в этих базисах оператору Ё соответствует матрица 

= |ви |", 
так что 
Ефк = УожФ: (Е =1, мы т». 
1—1 
Введем в рассмотрение систему функций 
Е (И ом), 

полагая 


к = Е *Фк — Фк (Е =1, и) 


* По поводу общего определения квазисамосопряженного расширения симметри: 
ч еского сператсра см., ваврикер, (1), стр. 393—397, а также (8), стр. 77—80. 
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шк (1) = у ви; $; (2) —9 (2) (=1,2,...,м). (1.6) 


ИЕ 


Область определения О; оператора Ск состоит из всех функций 


у (2) Р, удовлетворяющих условиям 
(ПУ к) — (у, Иш]) =0 (@&=1,2,..., т). 


В] силу тождества Лагранжа (1.2), эту систему условий можно пе- 
реписать в виде 


ток (2) 79 (2) |* =0 и: (о 


Пусть Ф (2), Ч (2) и И’ (2) —матрицы квазипроизводных, составленные 
для систем функций (1.4), (1.5) и (1.6) соответственно. 
Систему условий (1.7) можно теперь записать в виде 


ил |=: (1.8) 
при этом, согласно (1.6), 
ИЙ’* (2) = ОЧ" (1) —Ф* (2. 


Итак, О. ‚есть совокупность всех функций у(7) из О, которые удов- 
летворяют краевому условию (1.8). 

Отметим в заключение, что если оператор Р по норме не превосходит 
единицы, то при любом невещественном \) из той же комплексной полу- 
плоскости (верхней или нижней), что и №, для оператора Де —^Е су- 
ществует ограниченный обратный, определенный на всем пространстве 
Г? (а, 6) [см. (8), стр. 79, лемма 9]. 


$ 2. Фундаментальные системы решений уравнения # [у] — Ау = 0 


1. Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение 
® 


Пи — Лу =0, (2.1) 


где ^ — произвольное комплексное число. 

Пусть и, (2; ^), и. (5; ^),..., и (2; №) — какая-либо фундаментальная 
система решений уравнения (2.1), а 0 (х; Х) — соответствующая ей мат- 
рица квазипроизводных. При любом х (хЕ (а, 6)) матрица 0 (5; Х) имеет 
обратную. 

Тождество (1.3) позволяет заключить, что матрица (’ (5; \) ЛО (5; №). 
не зависит от 1, та“ что дя любых значений 1, 1. из промежутка 
(а, 5) 

0’ (21; №) ЛО (2; ^) = 0" (25; №) 70 (25; №. (2.2), 


Зафиксируем какое-либо значение 2, в промежутке (а, 6). Пусть 


91 (2; ^), у (2,1 :., щи Ю 


м 
РЕЗОЛЬВЕНТЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 791 


— фундаментальная система решений уравнения (2.1) с матрицей квази- 
производных 7 (5; ^), обращающейся при х = 4, в единичную матрицу: 


АЕ, 


Такую фундаментальную систему 'будем называть нормированной в точ- 
ке 2%. 


Согласно формуле (2.2), 
У’ (ЮЛ (п; = 


при любом х (26 (а,5)). Умножзя обе части этого равенства на матрицу 
У (1; ^)/7 слева и на —У1(5; ^)Л справа, получим: 


УЕ. (А) =, (2.3) 
2. Пусть по-прежнему 
и, (2; 1), и (2; №), -: щи (а №) (2.4) 


— какая-либо фундаментальная система решений уравнения (2.1). Как 
известно, при решении неоднородного уравнения 


Пу — Ау =] 
методом вариации произвольных постоянных вводится система функций 
бт (5; ^), (р) (2; ^), с) т (5; ^), (2.5) 


которая однозначно определяется системой 2п уравнений: 


2% 


о #17 (п, №) ок (2; Л) =0 (1=0,1,..-:120—), 

а (2.6) 
2% 

У шт (2; ^) ок (2; ^) = —1. 

к=1 


Эту систему уравнений можно переписать в виде одного матричного 
уравнения: 


$1 (5; ^) 0 


0 (п; ^ 0 
О (1; №). 2 } = . 
Фо (2; ^) —1 


Умножая обе части последнего равенства на матрицу 0’ (х; ^) Л слева 
и принимая во внимание формулу (2.2), получим: 


91 (5; ^) и: (5; ^) 


02 (2; А ие (т; ^) 
0 (хз; ХО (в; ) г. в 


й 


Фот, ы ^) и Ю ^) 
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а ль ее Е Е Е 


откуда 
$1 (2; ^) и; (5; ^) 


5 (2; ^) из (2; ^) 


= [0* (хо; ) ЛО (хо; УГ (2.7) 


фт (5; ^) Изм (2; ^) 


х, обозначает здесь произвольную фиксированную точку промежутка 
(а, Ь). 

Равенство (2.7) показывает, что функции (2.5) также образуют фунда- 
ментальную систему решений уравнения (2.1) *; она называется сопря- 
женной по отношению к системе (2.4). 


$ 3. Формула обобщенных резольвент оператора Ё 


Согласно формуле обобщенных резольвент симметрического оператора 
в том виде, в каком она установлена в работе (*), совокупность всех 
обобщенных резольвент К) оператора Г, задается равенством 


В» = (код — Е) * 


(3.1) 
(ал. Па >> 0), 


где Р(^) — произвольная регулярная в полуплоскости операторная функ- 
ция из %), в %;, не превосходящая единицы по норме. 
: 
Для значений Х из другой полуплоскости (Па ^. Па, < 0) В; можно 
определить, используя равенство 


В; = В), 
откуда, согласно (3.1), 
В; = (Гео) — ЛЕ) *. (9:2. 


Отметим, что различным операторным функциям Р(^) соответствуют 
различные обобщенные резольвенты В). 

Основываясь на формуле (3.1), покажем, что всякая обобщенная ре- 
зольвента А) при. любом невещественном \ является интегральным опе- 
ратором, и одновременно получим конкретную формулу для ядра этого 
оператора. 

Пусть /(2) — произвольная функция из Г) (а, 6), обращающаяся 
в нуль вне какого-либо конечного промежутка [а;, 6, < (а, 5). Как видно 
из формулы (3.1), при любом невещественном \' А) } является решением 


уравнения 


Ни— № =А (3.3) 


Ограничимся пока рассмотрением невещественных значений ), принадле- 
жащих той полуплоскости, которая содержит точку №, Па^. Пи > 0. 


* В работе И. М. Глазмана [см. (2), стр. 111] этот факт установлен иным путем. 
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Для построения решения уравнения (3.3) обратимся сначала к соот- 
ветствуюшему однородному уравнению 


и] — у = 0. (3.4) 
Пусть 5 — какая-либо внутренняя точка промежутка (а, 6), ати 

+ 
т’ — максимальное число линейно независимых решений уравнения (3.4), 


принадлежащих соответственно пространствам /7(а, 3.) и [^ (5°, 6). Как 
известно, имеют место неравенства 


п<т, т < ап, 


а дефектное число т оператора Г, можно определить по формуле [см., 
например, (5), стр. 164]: 
ТТ 2п. 


Положим а=т — т, г=т—т. 
Выберем фундаментальную систему решений уравнения (3.4): 


и: (5; ^), из (1; ^),..., Из (2; ^) (3.5) 


так, чтобы 4 первых функций принадлежало пространству Г^(а, 55), 
т следующих — пространству [7 (а,6) и г последних — пространству 
Г? (5,6) [см., например, (8) стр. 179]. 

Применяя несколько видоизмененный метод вариации произвольных 
постоянных и учитывая, что функция (5) вне промежутка [а1, 6.] обра- 
щается в нуль, представим общее решение неоднородного уравнения 


(3.3) в виде 
ь 


у (1:2: № = У! сии» (7; Ре > ик (5; ^) [фибуже А) 48 —\ 1 (8) ть (5 ха], 


к-1 К=1 
(3.6) 

где | 
21 (2; №), 25 (2; ^),.-., 9 (в, ^) (3.7) 
— ‘фундаментальная система решений уравнения (3.4), сопряженная по 
отношению к системе (3.5), а си, со;..., Сэ — произвольные постоянные. 
Значения произвольных постоянных Си, 6.,...,С»2 В формуле (3.6) 

предстоит выбрать так, чтобы имело место равенство 
у (7: 2; ^) = АУ. 

Позаботимся прежде всего о том, чтобы орееЛеНаЯ, формулой (3.6) 
функция у(/;1;^) принадлежала пространству Г? (а, 6) *. Принимая во 


внимание выбор фундаментальной системы (3.5), легко заключить, что 
т, ^) Е [7 (а, 6) тогда и только тогда, когда 


ее 7 (3) 5% (5: ^)а5 при А = 1,2,..., 4, 


(3.8) 


ск = 


| = 


в. и. 


= \1 (5$) 2х (5; ^) 45 при А 


* у([;х;^) рассматривается здесь как функция от г. 


б известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Важно заметить, что при таком выборе 4 -- г постоянных с» 


у(7; 2; ^) ЕР, 
так как 


ПИ = лу - ГЕГ. (а, 5). 


Остается подобрать значения т постоянных С4+1, С4+2,.--,Ст- таким 
образом, чтобы функция у(/;2;^) принадлежала области определения 
Ру) оператора Го), Ибо, согласно (3.1), В/ Е Оьр 

Пусть О (%) — матричная функция, соответствующая операторной функ- 
ции ЁР(^) в базисах (1.4), (1.5). Тогда, согласно п. 3 $1, много- 
образие Оу») состоит из всех функций у(5) Е), которые удовлетво- 
ряют краевому условию: 


[© (^) +" (2) — Ф* (2)1/9 (@® в =0. (3.9) 


Прежде чем воспользоваться условием (3.9) для определения постоян- 
НЫХ Са+1, Са+2,..., Ст, введем некоторые обозначения. 

Через и(5; ^) и (5; ^) обозначим одностолбцевые матрицы, состав- 
ленные соответственно из функций (3.5) и (3.7). 

Пусть с обозначает одностолбцевую матрицу, элементами которой 
служат постоянные су, Сь,..., Сэ. 

Тогда формулу (3.6) можно переписать в виде: 


(1; х; №) =и (1; Юе- 


у 
_х ь 
и" (@; А)» (5; ^) @& — 7)» (5; ^) аз". (3.10) 


Введем в рассмотрение одностолбцевую матрицу 


ь 


Е; № = \ (5) о ($; ) 45. (3.14) 


а 


Разобьем матрицу с на одностолбцевые матрицы с(-0, с) и с@), со- 
ставленные соответственно из 4 первых, т следующих и г последних 
элементов этой матрицы: 


с(—и 
с = || с(0) 
с) 


Аналогично представим и матрицу Ё (7; ^): 
| 
А) = | © (7 л) 
м 


* Напомним, что ' обозначает операцию транспонирования, так_что и’ (2; Х) веть 
однострочная матрица. 
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Формула (3.8) в этих обозначениях примет вид: 
а (3.12) 


Наряду с матрицей квазипроизводных 0 (х; ^), соответствующей си- 
стеме (3.5), введем в рассмотрение матрицы И_, (5; ^), И. (; ^), 0, (х; ^), 
составленные соответственно из 4 первых, т следующих и г последних 
столбцов этой матрицы: 


(= @, Х бе Или. 
Цоложим 
Р(а; Х) = 9 (0) 4" (@ — Ф*@] 70 @Х — (3.13) 


Р;(х; ^) = [© (^) №" (2) — Ф* (2) ЛО, (<; ^) (=0, 14), (3.44) 
так что 
Е 
Через Р; (а; ^) () = — 1,0) иР); (5; ^) (7 = 0,1) обозначим пределы соот- 
ветствующих матриц при х—>а и х-—>6. В существовании этих пределов 
легко убедиться, если учесть, каким образом была выбрана фундамен- 
тальная система (3.5), и воспользоваться тождеством (1.3). 
При введенных обозначениях, принимая во внимание (3.10) и (3.12), 
получаем: 
[© (^) 4" (2) — Ф* (2)] Лу ($; 2; ^)[-« = | 
= Р,(@; № ®— Ра (а; №) — АР (а МЕХ, (8.15) 
© (0) 4" (2) — ©" @®1 У; 2 № +-ь = 
— Р. (6; ^) ® + > Рь (6; №) Е® (}; + Р (6; Е (} ^). (3.46) 


Положим 
Р (а, 5: = Ра А) а (а; х) -- Рь (5; ^)] Р, (6; А (3.10) 


Тогда, в силу (3.15), (3.16), имеем: 


© (^) + (@) — Ф* (#1 Л; & т. = 
— [Рь (6; ^) — Рь (а; №) с® - Р(а, 6; №Е(; №. (3.18) 
Так как функция у(}; 2; ^) должна удовлетворять краевому условию 
(3.9), то, согласно (3.18), получаем: 
Ро (а; ^) — Ро (6; ^)] с® = Р(а, 6; №)Е(}; №). (3.19) 
Легко видеть, что матрица Р, (а; ^) — Рь (5; ^) является неособенной. 
Действительно, в противном случае уравнение 


Гтоу— Лу =0 
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имело бы ненулевое решение, что, однако, невозможно, поскольку ^ при- 
надлежит той же полуплоскости, что и точка ^, (см. замечание в конце 
п 1) 


Итак, равенство (3.19) позволяет определить матрицу с} 


с® — [Рь(а; Х) — Рь (6; КГ: Р(а, 6; №); . (3.20) 
Введем в рассмотрение квадратную матрицу порядка 2п 
1 
И 0 0 | 
т) =| (Ра; Х— 6; Ра, в» | м, 
по 0 о | 


где Е, — единичная матрица порядка А. 
Формулы (3.12) и (3.20) можно теперь объединить в виде одного мат- 
ричного равенства 


=1 (0%) 5 (7; », 


т. е., согласно (3.14), 


ь 
О | 1 ($) 5 (5; №) аз. (3.22) 


При таком выборе матрицы с функция у(]; х; ^), определенная форму- 
лой (3.10), совпадает с В,}. 
Итак, согласно (3.10) и (3.22), имеем: 


р 


В = и (е, ЭТ 0/5 2) 484 


ь 


ша, [ус ) 48 — \7(8) 2 (; л) аз]. 


Эту формулу можно представить в виде 
ь 


д кс», $; №) (5) 45, (3.23) 
где положено 


К Ея а. а омА" % 
(2 эл т [г (7) + 57 380 (х УЕ: (5; ^) (3.24) 
(х, $6 (а, 6); Пах.Па^> 0). 


Заметим, что ядро Х (2, $; ») непрерывно по совокупности обеих пере- 
менных 2 и $ во всей области (2, 56 (а, 6)), включая прямую х == $, так 
как, согласно (2.6), и’ (х; ^)ъ(х; №) =0. 


В силу (3.24), равны нулю все элементы матрицы 7 (^) +5 Е», на- 
и. в ее первых 4 строках, и все элементы матрицы 7’ (^) — 
—-> Ен расположенные в ее последних г строках. Согласно формуле 
(3.24), отсюда следует, что `при фиксированном $ К(х, $; ^) является 


=> > 
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для х>>5$ линейной комбинацией функций 


Иа (т; ^), Иа (5; о И эт, (т; ^), 


а для < $ — линейной комбинацией функций 
и: (2; ^), из (5; ^),..., ите (х; Л). 


Принимая во внимание выбор фундаментальной системы (3.5), заключаем, 
что К (х, $, ^), как функция от х, принадлежит пространству Г (а, 5) 
при любом фиксированном $ из промежутка (а, 65). Этот вывод получен 
нами в предположении, что Х находится в полуплоскости, содержащей 
точку №. 

Для значения \, принадлежащего другой полуплоскости, взяв за 
основу равенство (3.2), можно аналогичным образом получить фор- 
влу 


в: = \ К (х, $; №) (3) 45, (3.25) 


где ядро А (5, $; ^), рассматриваемое как функция от х, принадлежит 
2 
пространству /, (а, 6) при любом фиксированном $ ($ Е (а, 6)). 
* 
Из соотношения А, = А вытекает равенство 


ЛА 9 Ме их ^), 


которое позволяет заключить, что А (5х, $; ^), как функция от $, при- 
надлежит пространству // (а, 6) при любом фиксированном 2 (2 Е (а, 6)). 

Формула (3.23) была установлена в предположении, что функ- 
ция ](2) из Раз) обращается в нуль вне конечного проме- 
жутка [а,, 6:] с (а, 65). Принимая во внимание ограниченность оператора 
В и только что рассмотренное свойство ядра К (х, $; ^), обычным путем 
убеждаемся в том, что формула (3.23) имеет место для любой функции 
7 (1) Ел. (а, 6). То же самое справедливо, очевидно, и по отношению к 
формуле (3.25). 

Итак, нами доказано следующее предложение. 

ТЕОРЕМА 1. Всякая обобщенная резольвента В, оператора Ё яв- 
ляется при любом невещественном \Х интегральным оператором. Ее ядро 
К (х, $; ^) определяется формулой (3.24) и удовлетворяет условиям: 


ь ь 
К (2 8; Раз < - оо, Икс», $; ^) 245 < + во 
(2,56 (а, 0)). 


$ 4. Характеристическая матрица обобщенной резольвенты 


1. Сохраняя прежние обозначения, несколько преобразуем формулу 
3.24), определяющую ядро К (х, $; Х) обобщенной резольвенты А). 
Пусть 2, — какая-либо точка промежутка (а, 6), а 


у: (2; №), У» (2; ^), .-5› Ут (2; №) (4.1) 
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— фундаментальная система решений уравнения (3.4), нормированная в 


точке 7 так, что соответствующая этой системе матрица квазипроизвод- 


ных У (5; ^) обращается при 2 = 4 в единичную матрицу. Введем в 
рассмотрение одностолбцевую матрицу у (2; №), элементами которой слу- 
жат функции (4.1). Мы имеем: 


(д; ^) = 0’ (1; ^)у (а; №). (4.2) 


Обратимся к формуле (2.7), которая в принятых здесь обозначениях 
имеет вид: 


у (х; ^) = [0' (№; №7 (5; ЮГ" в (8; №. 
Отсюда, в силу (4.2), получаем: 
(2; ^) =И * (1; ^) Гу(&; №). (4.3) 
Принимая во внимание (4.2) и (4.3), придадим формуле (3.24) вид: 
К (в, $ )=у(; [М + 55888 — 2) Л|у(5: ^) 
(х, $6 (а, 5), пах. Па» > 0), м. 


где 
М0) =И(%; ТОО" (а; ХЛ. (4.5) 


Матрицу М (^) условимся называть характеристической матрицей со-_ 


ответствующей обобщенной резольвенты А‚ оператора /[.. М (^) является 
матричной функцией параметра Х в полуплоскости, [содержащей точку 
№ (Шл^.Па^, > 0). 

Рассмотрим ядро К (х, $; ^) для значений Х, принадлежащих другой 
полуплоскости. Принимая во внимание соотношение 


К (х, $; №) =К(5, <; № 
и формулу (4.4), имеем: 
К (1, 8; №) =У' ($; ^) [м (+ зп (2 — $) Лус: ^). 
Транспонируя правую часть, приходим к формуле 
К (т, = у’ (а; №) [мо +26—ЭЛуб; ^) 
(х, $ 6 (а, 6), ш^. Ша № > 0). 


Полученные результаты сформулируем в виде теоремы. 
ТЕОРЕМА 2. Для ядра К (5х, $; Х) произвольной обобщенной резоль- 
венты В» оператора Г, имеют место формулы (4.4) и (4.6). При этом 


(4.6) 1 


ее тарактеристическая матрица М (^) определяется согласно формулам 
| 


(3.14), (3.17), (3.24) и (4.5). 


2. В настоящем пункте будем предполагать, что оба конца проме- 


жутка (а, 6) регулярны. В этом случае построение характеристической _ 


матрицы М (^) любой обобщенной резольвенты А, оператора [, особенно _ 
просто. 


=“ 
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Заметив, что в качестве системы функций . (3.5) можно взять си- 


стему (4.1), нормированную в точке 2, в соответствии с формулой (3.13) 
имеем: 


Р(®; ^) = . 20+ (1) — Ф* (2) ЛУ (х; ^). (4.7) 
Так как в рассматриваемом случае 9=г-=0, то, согласно (3.14) 
и (3.17), 
Е 
Р(а, 6; \) = 5 [Р(а; )+Р(; №). 
В силу (3.24) и (4.5) получаем: 
М 0) =5 Ра; —Р 6; ГИР (а; + Р 6; Л *. (4.8) 


3. Рассмотрим вспомогательные матричные неравенства. 

Поясним прежде всего запись: если В — какая-либо эрмитова матри- 
ца, то неравенства 
ов П 
означают, что матрица В соответственно эрмитово-положительна или эр- 
митово-неотрицательна. 

ЛЕММА 1. При любом невещественном ) и при любом 1% 
(х, 6 (а, 5)) имеет место неравенство 


а. ^) 77" (д; \)—Л>0. 45) 
РЕ 


Доказательство. Подставив в тождество (1.3) при р= 2п вместо 
функций ух и 2. (Ё =1,2,...,р) соответствующие функции (4.1) и про- 
интегрировав обе части от 2, до х, получим: 


бы 


еб) ото |" - У* (2; Л (а; О. 


Отсюда следует неравенство: 
38 (2—4) [у (д; №) ЛУ (д; )—Л>0. (4.10) 
х— 


Если мы умножим эрмитово-положительную матрицу слева и справа на 
взаимно сопряженные неособенные матрицы, то снова получим эрмитово- 
положительную матрицу. Поэтому из (4.10) вытекает неравенство: 


эт (#— 0) (7 лу*-№ (д; 1) ЛУ (а; ^) 7] > 0. 
Ал 
Полученное неравенство не нарушится, если левую часть заменить транс- 
понированной матрицей. Мы имеем: 


те (лу; А) (ЛУ ХЛ >06. 


й 


* Отметим, что формула (4.8) остается в силе и в случае сингулярных концов, 
если дефектное число оператора Г, равно 2. 


` 
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Отсюда легко следует (4.9), так как, согласно (2.3), 
ИЕ 


Лемма доказана. 
Пусть О — квадратная матрица порядка т. Введем в рассмотрение 
матрицу 
С (2) = [94"*(5) — Ф* (х)] Л *. (4.11) 


ЛЕММА 2. Если матрица © не превосходит по норме единицы 
(и только в этом случае), то имеет место неравенство 


И 


—6(2) 76" @®‚>0 


о 0 
Доказательство. Принимая во внимание ортонормированность 
систем (1.4) и (1.5), в силу (1.3) получаем соотношения: 


Ф” (2) /Ф (2) |? = (%-— №).Е», 
| 


ЛР = 0 —№ Е, 
О —=0, 
Ф = Л, =0; 


Ет обозначает здесь единичную матрицу порядка т. 
Из этих равенств и формулы (4.11) следует: 


(=) 16° (а) 1 = № — МЕ 99. 


Отсюда непосредственно вытекает справедливость леммы. 

4. Перейдем к рассмотрению теоремы о свойствах характеристической 
матрицы обобщенной резольвенты. 

Будем во всем дальнейшем предполагать, что фиксированное невеще- 
ственное значение \, принадлежит верхней полуплоскости, так что харак-. 
теристическая матрица М (^) будет рассматриваться как функция пара- 
метра ^ в верхней полуплоскости. 

Здесь и в дальнейшем будем пользоваться обозначением 


1 Ё 
по М = 5 (М|- М") 


для любой квадратной матрицы М. 

ТЕОРЕМА 3. Характеристическая матрица М \(^) любой обобщен-' 
ной резольвенты Е, оператора [. является регулярной функцией пара-' 
метра ^ в верхней полуплоскости, и для любого Х 


Та М (^) > 0 


* Напомним, что Ф (2) и Ч (1) суть матрицы квазипроизводных, соответствующие 
системам функций (1.4) и (1.5), которые образуют ортонормированные базисы в дефект- 
ных подпространствах >. и 38), оператора Г. 


| 


>“ 
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| Доказательство. Предиоложим сначала, что оба конца про- 
‘межутка (а, 6) регулярны. Тогда имеет место формула (4.8). 

| Поскольку матрица Р(т;^), как это видно из (4.7), является при 
‘любом т(хЕ (а, 5)) регулярной функцией параметра \ в верхней полу- 
плоскости, то, согласно (4.8), матрица М (^) также является регулярной 
‘функцией от ^ в этой полуплоскости. 

Введем в рассмотрение матрицу 


В (^) = [Р (а; ^) —Р(6; ^)] шМ (^) [Р (а; ^) —Р (5; *)|". (4.12) 
Принимая во внимание (4.8), в результате элементарных выкладок по- 
лучаем; 

1 
В (^) = 5: [Р (6; ^) /Р* (6; ^) —Р (а; ^) ГР” (а; |. (4.13) 
Положим 
С (2; ^) = [О (^) 44 (1) — Ф* (2)] Г. 


Тогда, согласно (4.7), 
РА СУ») 
й равенство (4.13) принимает вид: 
Л ` * Я о 
В (^) = 5 [@ (6; ^) У (6; ^) ЛУ" (6; №)" (6; ^) — 
— С (а; №)У (а; ^) ЛУ* (а; ^) Ц" (а; ^)]. 
После элементарного преобразования правой части получим: 


ВА = >_< (6; ^) ЛС* (6; ®) — С (а; ^) ЛС" (а; ХУ] - 
+6 (5; №) [У (6; №) ЛУ" (6; ) — Ла” (6; ^) + 
+4 (а; №) [7 — У (а; ^) ЛУ” (а; №) С" (а; ^}}. 


В силу лемм 1 и 2, из последнего равенства следует, что матрица 
В (^) эрмитово-неотрицательна. 

Поскольку матрица [Р(а; ^) —Р(5; ^)] неособенная, формула (4.12) 
позволяет заключить, что и матрица [и М (^) эрмитово-неотрицательна. 

Итак, теорема доказана для того частного случая, когда оба конца 
промежутка (а, 5) регулярны. 

Отбросим теперь предположение о регулярности концов промежутка 
(а, 6). Рассмотрим произвольный конечный замкнутый промежуток 
№, 91| С (а, 5). | 

Пусть Г, — дифференциальный оператор с минимальной областью 
определения, порожденный в гильбертовом пространстве [2 (а, 6) диф- 
ференциальным выражением ([у]. Ядро К (2, $; ^) любой обобщенной 
резольвенты А») оператора [. совпадает в квадрате а, < т, $ <Ы с ядром 
К; (, 3; ^) той обобщенной резольвенты А; (») оператора Г, которая 
определяется формулой 


В, ©) = РА№/ (1 ЕГ (а, 61), 
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где Р, — оператор проектирования в Г2(а,6) на Г? (а, 6.) *. Отсюда 
легко заключить, что характеристическая матрица М (^) обобщенной ' 
резольвенты В» совпадает с характеристической матрицей обобщенной 
резольвенты А, (^) оператора Г.. Так как концы промежутка [ал, 61] 
регулярны, то, по доказанному, М (Х) обладает требуемыми свойствами. 
Теорема доказана. 


$ 5. Формула спектральных функций оператора Г 


1. Как известно, каждой спектральной функции Ё! (— со << - оо) 
оператора Г, отвечает некоторая обобщенная резольвента К‚, определяе- 
мая формулой 

т со 


=} —. (Бал = 0).] 


Для краткости записи введем обозначение 


Ез-+ Вы Во Во 


Е, в = 5 к (—00<а, В + о) **. 


При помощи формулы обращения Стильтьеса спектральная функция 
Е, однозначно восстанавливается по соответствующей ей обобщенной 
резольвенте А‚; для любых функций (5) и (5) из [7(а, 6) и любых 
вещественных х и В имеет место равенство: 


(Ел, в» 2) = 


8. —5> 


([Возк — Во-ы]), 8) 45. (5.1) 


211 и 40 3 


* То, что определенная таким образом операторная функция А; (^) является 
обобщенной резольвентой оператора Г, легко доказать, пользуясь известной теоремой 
М. А. Наймарка: 

Совокупность всех обобщенных резольвент И, симметрического оператора А 
в гильбертовом пространстве Н определяется формулой 


В/=Р (А— >В) (ЕН), (+) 


где Я — любое самосопряженное расширение оператора А в некотором объемлющем 
пространстве ЯН, Е— единичный оператор в Я, а Р— оператор проектирования 
в Яна Н. 

Проведем доказательство в абстрактной форме. Пусть А, — симметрический опе- 
ратор в Н.С Н, являющийся частью оператора А. Обозначим через Р; и Р, опера- 
торы проектирования на Н! в пространствах Н и Я соответственно. Применяя к 


обеим частям формулы (*) оператор Р1, получим: 


Р.В! = В. (А —^Е) "7 (ЕН). («*) 
Поскольку оператор А можно рассматривать как расширение оператора 1, то, 
согласно той же теореме М. А. Наймарка, равенство (**ж) позволяет заключить, что 
операторная функция В; (^) в Н, определенная формулой 
В, (^) 1 = Р:В;/ ЕН», 
является обобщенной резольвентой оператора Ал. 


** Спектральные функции Е, (—с5 «1 + со) предполагаются непрерывными 
слева. | 


=“ 
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Равенство (5.1) в сочетании с теоремой 2 позволит построить форму- 
лу всех спектральных функций ЕЁ; оператора Г.. 
2. Нам потребуются почти очевидные обобщения двух предложений 


`’из теории аналитических функций на случай матричных аналитических 


функций. 
Как известно, какова бы ни была регулярная в верхней полупло- 


| скости функция $ф(^) с неотрицательной мнимой частью, при любых 
| вещественных числах х и В существует конечный предел 


В 
Па \иае (2 + #) 4 
== 


& 
(см., например, (°), лемма 4). Это предложение обобщается на матрич- 
ные функции в следующей форме: 
(А) Пусть № (\) — регулярная в верхней полуплоскости матричная 


| функция, удовлетворяющая условию 


Па М (А) >.0. 


Тогда при любых вещественных х и В существует конечный предел 


.-_—. 


В \ Ш М (<- м) 45. 


т- 50 


[2 


Рассмотрим еще одно предложение. 

Пусть Ф(^) — регулярная в верхней полуплоскости функция с неот- 
рицательной мнимой частью, а ф(\) — функция, регулярная в некоторой 
области, содержащей отрезок [х, 8] вещественной оси. Тогда имеет место 
формула 


В 1 В . 
25; Ви ( (9 09$0) —20) $0914 = \$(9) 4) @&=з+в, 


& 


где 


[1 


р ила ( Го (5 И) 43 *. 


гу 


Обобщением указанного предложения является следующее: 
(Б) Пусть М (^) — регулярная в верхней полуплоскости матричная 
функция, удовлетворяющая условию 


Ги М (^) >.0, 


а0, (1), 6, (^) — матричные функции, регулярные в некоторой области, 
содержащей отрезок [, В] вещественной оси; при этом прямоугольные 


* См., например, (°), лемма 5. М. Г. Крейн сообщилтавтору, что это предложение 
ых и т 
весьма близко к лемме, впервые установленной М. С. Лившицем [см. (3)]. 


` 
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в общем случае матрицы 0, (%^), 05(\) таковы, что произведение _ 
8; (№) М (^.) 6, (^.) имеет. смысл. Тогда справедлива формула: 
в 


5 Шла \ [0 (^) № 0) 6, ©) — 6 (©)М№ 06.61 аз = 
В 
— \ 9, (<) 45 (с) 6. (в) (Х=е-и), 
где 


ве = Ма ам 2%) аз. 
КРК. 


3. Пусть В, — какая-либо обобщенная резольвента оператора Г, и | 
11 (^) — ее характеристическая матрица. 
При любом вещественном с определим матрицу Т() формулой 


с 
у Е } 
то = Ша \ па М (2+ И) ав. (5.2) | 
п | 
х-+ 0 
0 
В соответствии с теоремой 3 и предложением (А) формула (5.2) имеет | 
смысл при любом вещественном с и Т (5) является неубывающей матрич- | 
ной функцией. 
Матрицу 7 (с) условимся называть спектральной функцией распреде- | 
ления оператора Г, соответствующей обобщенной резольвенте А). | 
2 

Пусть Гу (— оо, + со) — гильбертово пространство 2п-мерных век- 

торных функций Вы 


7 (<) = (\ (), Чз (<), ..., Трал (9)) (— ое <, 


которые будем рассматривать как одностолбцевые матричные функции; | 
скалярное произведение в Га. (— со, { со) определяется формулой | 


оо 


(д = | хотя). 


—©< 


ТЕОРЕМА 4. Для любой функции ](т) из [72(а,6) имеет место | 
равенство 


ь оо 
Ио а = \ м; 9) 4Т (в) т; °), (5.3) 
годе 
1 (1; 3) = \ 18) 9(3; ©) 48; (5.4) 


а 

при этом интеграл в (5.4) сходится в смысле метрики р (— оо, { со). | 

Доказательство. Предположим сначала, что функция }(2) из. 

Г? (а, 6) обращается в нуль вне какого-либо конечного отрезка 
[а, 6,] с (а, 5). При любом невещественном \) положим 


у (1; <; ^) = В,/. 


9” 
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Пусть хи В — произвольные вещественные числа. Введем в расемотре- 
ние функцию 
Й в 
1 (5; ®) =: хам) —у(|; лу < —м)] 4в 
& 


ей)? =0). 


При любом сш (2; <) Е Г’ (а, 6) и, в силу (5.1), при <> +0 


сл 


1 (1; *) —> Во, в]. (5.5) 


С другой стороны, принимая во внимание формулы (4.4) и (4.6), 
получаем: 


- 
ира) = т ОМ 01) — у 8) М") 1 914 + 


[23 


В 5 
+ | 42 \ з5п (5 — 2)7 (5) Ша (у (2; А) Лу (5; ^)1% ок) (5.6) 


а 


где 7 (7; ^) определяется согласно (5.4). 

Для любого фиксированного х(х Е (а, 5)) второй интеграл в правой 
части равенства (5.6) стремится к нулю при *-> +0. Принимая во вни- 
мание теорему 3, можно к первому интегралу в правой части применить 
предложение (Б). Поэтому, переходя в равенстве (5.6) к пределу при 
<—--0, при любом фиксированном х получаем: 


Вы (2: т) =\Я (2 $) 07 (5); с) 26,5). (5.7) 


<> 0 ы 
Итак, согласно соотношениям (5.5) и (5.7), при *-—> 0 1 (2; ®) 
имеет предел и в смысле слабой сходимости в [^ (а, 6), и в смысле схо- 


димости всюду в промежутке (а, 5). Но тогда, как известно, оба этих 
предела совпадают, так что имеет место равенство: 


в 
Е, й = У’ (3 <) аТ (в) (1; 9). 


_ Умножая скалярно обе части последнего равенства на (7) и меняя 
затем в правой части порядок интегрирования, придем к соотношению 


В 


(Ее. ы/, = тт (ат (в) (}; 9). 


[24 


Переходя здесь к пределу при «-> — ео и В-> - со, получим (5.3). 
Итак, формула (5.3) доказана для любой функции (2) из Г (а, 6), 
обращающейся в нуль вне конечного отрезка [а1, 64] © (а, 6). 
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Пусть теперь / (2) — произвольная функция из Г (а, 6). Рассмотрим 
какую-либо последовательность конечных отрезков [ах,6%] <= (а, 5) (&=1, 28) 
таких, что 

та’ =а, Шаб, 5. 


- со К- с 
Введем в рассмотрение последовательность функций ]к (1) ( =1,2,...), 
заданных в промежутке (а, 5) формулой 
‚ бк], 
1» (2) те | (2) при 26 [ак к] (5.8) 
О при 2Е [ак, 6+]. 


По доказанному, имеем: 


ь оо 
лера = \ то ат (ян) &=1,2,..), 6.9) 


—©< 


где 
к 
\ (Де; <) = \ 1$}: 8) =... (5.10) 


54 


Так как последовательность {к (2)} сходится в метрике Г) (а, 6) к 
1(2), то, очевидно, последовательность {7 (к; °)} сходится в смысле 
метрики пространства р. (— со, + со) к некоторому пределу; этот предел 
и есть векторная функция *(}; <), определяемая формулой (5.4). 

Переходя в равенстве (5.9) к пределу при Ё->со, получим (5.3). 
Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 5. Совокупность всех спектральных функций ЕВ (— << 
<1< + >) оператора Г, определяется формулой 


в 
Е. 5 = у’ (а; 3) 47 (3) 3) (Е (а, 5), (5.14) 
в 


где Т (с) (— © << + с) — спектральная функция распределения опе- 
ратора Г, соответствующая его произвольной обобщен ной резольвенте В». 

'Доказательство. В том частном случае, когда функция /(2) из 
ть (а, 6) обращается в нуль вне какого-либо конечного отрезка [а1, 6,1] © 
с (а, 6), формула (5.11) была установлена выше в ходе доказательства 
теоремы 4. 

Пусть теперь } (<) — произвольная функция из а, 5). Так же как 
при доказательстве теоремы 4, рассмотрим последовательность функций 
Де (2) ( =1,2....), определяемых формулой (5.8). По доказанному имеем: 

в 
Ва, ыйь = у (е; <) аТ (3) (в) =4,2,...). (5.12) 
а 
Не нарушая общности, можно считать, что «< В. При доказатель- 


етве теоремы 4 было установлено, что последовательность {9 (и; в)} 
еходится к некоторой векторной функции 1(}; 3) в пространстве 


” 
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2 > 
Гл (— со, + со). Но тогда 7 (]; <) служит пределом этой последователь- 
ности и в смысле метрики пространства [1 (х, В). При любом фиксиро- 


ванном 2 (2 © (а, 5)) правую часть равенства (5.12) можно рассматривать 
как скалярное произведение в смысле метрики пространства ды (х, В) 
двух векторных функций 9 (/; с) и у(2; с). Поэтому правая часть ра- 
венства (5.12) для любого фиксированного (2 6 (а, 6)) при Ё-> со имеет 
предел 


В 
у (2;-) аТ () 1 (}; 9). (5.13) 


С другой стороны, при А-> со левая часть равенства (5.12) стремится 
в метрике пространства /” (а, 6) к пределу Е. в/. Но тогда этот предел 
совпадает с функцией (5.13). Теорема доказана. 
Очевидным следствием теоремы 5 является следующая теорема о 
разложении. 
ТЕОРЕМА 6. Для любой функции } (1) Е [7 (а, Ь) имеет место раз- 
ложение 
оо 
1) = \ у; ат (9) ч (0; 3). 
—с 
При этом интеграл в правой части сходится в смысле метрики про- 
странства Г/(а, 5). 
Рассмотрим еще одно предложение, дополняющее теорему 5. 
ТЕОРЕМА 7. При любых вещественных « и В оператор Ех, в являет- 


ся интегральным: 
ь 


Ве (=, $; а, В) 1 (5) 45 (1(2) 6 1*(а, 5). (5.14) 
Его ядро определяется по формуле 
В 
К (х, за, В) = у (2; о) аТ (з)у(5; 9) (а, з6(а,5)) (5.15) 


при любом х удовлетворяет условию 


ь 
1 (=, за, В) 45 < + оо *. (5.16) 


а 


Доказательство. Пусть /(2)— произвольная функция из 
[7 (а, 6). Будем исходить из установленного выше соотношения (5.12), 
где функции /х (2) определяются формулой (5.8). Заметим, что, как было 


* Поскольку при любых 2 и $ (т, $ Е (а, 6)) 
К (2, $; а, В) = К ($, 2; а, В), — 
то, согласно (5.16), выполняется также условие: 
ь 
ИХ (2, за, В раз < + 
, а 
при любом ‹. 
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установлено в ходе доказательства теоремы 5, правая часть равен- 


ства (5.12) при Ё->оо имеет конечный предел для любого 1 из проме- 
жутка (а, 65). 
Принимая во внимание (5.10), после элементарного преобразования 
правой части (5.12) придем к равенству 
ИА 
з Гы 
и \ Кока ИЕ... 


ак 


при этом мы воспользовались обозначением (5.15). 

Переходя здесь к пределу при А-> со, получим формулу (5.14). При 
этом, согласно сделанному выше замечанию, интеграл в правой части 
этой формулы сходится не только в метрике пространства й (а, 6), но 
и при любом х из промежутка (а, 5). Поскольку 1($) является здесь 
произвольной функцией из Г? (а, 5), то отсюда, как известно, следует, 
что при любом фиксированном х(х Е (а, 6)) выполняется условие (5.16) 
[см., например, (1), стр. 60). Теорема доказана. 


Поступило 
18. Х. 1956 
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Л. Н. СЛОБОДЕЦКИЙ 


ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
И ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 


(Представлено академиком В. И. Смирновым) 


В работе проводится качественное исследование обобщенных в смысле 
С. Л. Соболева решений параболических и некоторых эллиптичевких 
систем. 


Введение 


Рассмотрим в слое [0, 7] (0<Е<Т) (п-+\)-мерного вещественного 
эвклидова пространства (&, л) (5 = (11,...!5.)) систему дифференциаль- 
ных уравнений: 


п 


ше. > ен 


где А (1,1) и А(Ь 21) — комплексные квадратные матрицы по- 
рядка М, а и = и(Ъ, 2) и } (1, 1) — вектор-функции в М-мерном комплекс- 
ном векторном пространстве. Будем считать, что матрицы А, %), 
отличающиеся только порядком следования индексов й, /1..!, &, равны 


между собой. 
Следуя И. Г. Петровскому (1), назовем систему (А) параболической, 


если при любых действительных 91,..., и реальные части корней 
уравнения 
еь ; : 
(--47 ХМ А ди, --АЕ|=0 (1) 
рат 


удовлетворяют неравенству 


Век 6—0, [| = Ум +... 08). (2) 
Нумь О-о х [0 2] (60, Об < Т) — цилиндрическая область 


и } (#, 2) суммируема по О. а. по О вектор-функция и = и (Ё, 1) 
называется обобщенным в смысле С. Л. Соболева (?) решением системы 
(А), если для любой вектор-функции 9 = 2’(+, х), имеющей все непрерыв- 
ные производные, входящие в (А) (такую вектор- -функцию мы будем в даль- 
нейшем называть регулярной), и равной нулю вне некоторой компактной 


[5 тия АН СССР, серия математическая, № 6 


` 
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подобласти области О, имеет место равенство: 


\. Ле, 72) ав = \\.--\ (1, 2) 41аз, (3) 
(4 [9] 
где 
— Е дг а 
С Мы ии 
Т=1 И ,..., Ти 1 т 


Г, — дифференциальная операция, сопряженная по Лагранжу с Д, 
матрицы А" (&, 2) и А”(& 2) эрмитово сопряжены с А" (|, 2) 
ина 


№ = 
(и, 0) = р и,9, 


К=1 


— скалярное произведение вектора и-= (и,..., и 


х) на вектор 
в —= (21, .. 


С 

Легко видеть, что обобщенное решение системы (А) с непрерывной 
правой частью, являющееся регулярной вектор-функцией, будет регуляр- 
ным решением системы (А). 

Целью настоящей работы является качественная характеристика 
обобщенных решений параболической системы (А) и эллиптической’ 
системы, получающейся из (А), если считать ее коэффициенты, и и /], не 
зависящими от Ё *. 

В работе используются оценки и свойства фундаментальной матрицы 
параболической системы (А). Нужные нам оценки фундаментальной 
матрицы были получены С. Д. Эйдельманом (4). Используемые нами 
свойства фундаментальной матрицы, вытекающие из ее оценок, приве- 
дены в работе автора (5). Для удобства изложения мы помещаем эти 


оценки и свойства в $ 1 настоящей работы. Их полные доказательства 
даны в работе С. Д. Эйдельмана (14). 


$ 1. Оценки и свойства фупдаментальной матрицы 
параболической системы 


Пусть Е системы (А) удовлетворяют следующим условиям: 


. а) Матрицы и ? (& 2) непрерывны и ограничены вместе с их 
производными по Фр. :` АО ПОрЯКО 2р. 


‚) 
т 
Ь) Матрицы а (1, 2) (’<_2р) непрерывны и ограничены вместе 


д^ ео 2) 


9%... 9%; 


принимают независимо друг от друга всевозможные значения, равные 
О И 


с) Матрица А(Ь, х) непрерывна и ограничена. 


с их производными вида О. и в (К <’) 


* Краткое изложение результатов настоящей работы помешено в (3). 


=” 
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9) Пусть Р(+, 2) — любая из матриц или их производных, упомяну- 
тых в условиях а), Ъ) и с). Тогда 


1 й (5, 5“) ОЙ (1, 27) |< К | Жо я д р, 


где К и 1(0<1-<1) — положительные постоянные *. 
а 
е) Матрицы А °Р (1, 2) равномерно непрерывны по { относительно 
ть 
Если дифференциальный оператор 


сильно эллиптический [см. (19)], то условие е) излишне. 
Тогда 


1°. Фундаментальная матрица (7 (&, 1; <, у) системы (А) может быть 
при {> т представлена в форме: 


ОЬ, х, <, у) = 7, (Е, Хх; <, у) -Ь(Ь, т; <, 9), (4) 
где 
4 + 
Рот, 9) — =" \ ` ..\ И? (Ё, <; х, «)ехр {1 (*, х — у)} аа, 
ож 65 
(“,, 2—9) 2 р м (2, = Ув): 
1 


И! (Е, х, х, «) — фундаментальная матрица системы обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений 


у 


Е ее (—1Р > 4-92) (1, а, а, 
бы,..., бор=1 
И” (<, т; х, “) = В, 
- м 
д: = {48 |... бо (6 с, 2) (5: № 91а 


и матрица В (+, х; т, У) является решением интегрального уравнения 


{ со 
Гл х Оо (дих, УЕ \4з\.- . [2,00 (@, 9 5,32 (зая, уаз 


+ В(& х; х, у) =0. 
При ё<*т ‚Я 2, У =0. 


* В работе (14) вместо условия 4) требуется, чтобы ЕЁ (&, <) имела непрерывные 
й ограниченные первые производные по 11,..., 2. Оказывается, что для получе- 
ния формулируемых ниже результатов достаточно потребовать выполнения усло- 


вия 9). 
63 
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2°. Имеет место неравенство 


[ИИ (Е, т; #, а) | <С (6', Т)ехр{ — 5" [« [? (#—*)}, (6) 


где 6’— произвольное положительное число, меньшее 8. 
о При > * 


С К 2р—1 ы 
ГВЕбЬ(е, ть) < —брехр |-- [9] |. (7) 
@—4) 22. | Ане” 
2р 
С ры 2—1 
[Г (&, 2.5, < еее] | (8) 
@ё—т т У —< 


ву = у Ув» 0<1<2р, 
1 


где С и 1— положительные постоянные, а ®. обозначает /-ю производ- 
ную по какой-либо комбинации 11,..., 2. 
4°. Равномерно в [0, Т] 
+ со 
Пт 9, 3; «, У ау=Е. 


1—5 и 


Кроме того, для любой вектор-функции (или матрицы) Ф (2), непре- 
рывной в некоторой области Ш, 


Бш, бе иефа = [7 22 
ме ы 0, ЗЕЯ 


5°. При: (&, 2) = (*, у) Оезъху удовлетворяет однородной системе 


[Е хи =0, (Ао) 
а матрица (Д (<, у; 1% т) удовлетворяет однородной сопряженной системе 
Гл. хи — 0. (Ао) 


6°. При (4) (у И (аз; *, У) имеет непрерывные смешанные 
производные вида 


т д > 
ФИО (1, 1; <, у), г 50 (Е, т, 5, У), о: (6 Х, т, у), 


д? 


ддт © (Ь 1; °, у), 0<1<2р, О«тк2р. 


Отметим нужную нам для дальнейшего формулу Грина: 


ее ыь . я в: . 2 
\ а |. ‚ “ЬВ — (ФА)' В] аз = о В | 4 


ч 


О (5) 


где А — регулярная матрица, В — регулярная матрица или вектор. 

Формула (9) справедлива, если А и В вместе с их производными 
по 11,..., 2 до (2р—1)-го порядка достаточно быстро стремятся 
к нулю на бесконечности. | 


р 
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Замечание. Мы считаем систему (А) параболической во всем слое 
[9, 7], хотя исследование свойств обобщенных решений будем произво- 
дить, вообше говоря, в области О, имеющей границу. Это не ограничи- 
вает общности получаемых нами результатов, так как параболическую 
систему, определенную в (с достаточно гладкой границей, можно 
распространить на весь слой [0, Г] с сохранением параболичности и 
гладкости коэффициентов. 


$ 2. Обобщенные решения однородных параболических систем 


Для дальнейшего удобней дать другое по форме определение обоб- 
шенного решения однородной [системы (А’), заменив в равенстве (3) 
вектор-функцию о (Ё, 1) матрицей. 

Суммируемая вектор-функция и (#, 2) называется обобщенным реше- 
нием однородной системы (Аз), если для любой регулярной матричной 
функции Я (1, 1), равной нулю вне некоторой компактной части 0, спра- 
ведливо равенство 


\\\ их по ах = 0. (10) 


* 


Очевидно, что это определение обобщенного решения эквивалентно 
данному выше. 
Пусть $ф(5$) —4р раз непрерывно дифференцируемая функция, опре- 
деленная при $ >.0, и пусть 
_ ГО при 9<$<1, 
| - "бери 5-2. 


Положим при #й > 0 
Ур (&, 2; <, у) = (*(Ь 2; 1, У)Ф ($1) (5%), 


Чаи? в смотрим матрицу 
где $: = р И $> "ТИ, Рассмотрий рицу 
Е ; ® 
Ро < = (6 а 
Так как 0*(Ё, 1; <, У) по переменным т, у удовлетворяет системе (Ао), 


то Е» (&, 2; 1, У) равна нулю вне цилиндра Л» (4, 2): 


2р _ | 
< #—у<ВУ2, Иа". 
ЛЕММА 1. Равномерно в слое [, Т] (> 0) 


Иш \\\ Е (&, 2; <, у) ау а = Е. (14) 
АН 
Доказательство. Применяя формулу Грина, при достаточно ма- 
лом А получаем: 
{ и) 


\ жк фау = \ ах \. . : т, (ле: у)) ау = 


* 


Бна,х) 1—212Р —© 
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+ + < + со р 
= 12 о утв е, ау = 
\ & \ уе, = у) [-„Ёау \ \ в ( у) ея у 
1—21?Р о = 
: .. 
= — \ 4% \--- УЛ, 235,9) А(т, у) а 
1—21?Р —о ° 
и Аб, 2:8 — 2177, у) ау = [1 + [.. 
В силу ограниченности А (&, 2) и оценок (7), (8), 
эр 
1 дао ры р и у 
11| <С \ 4 |. Дехр[-1 Ее м С. 
#—212Р 5 | У:—* ее 


Из 4° следует, что равномерно в [з, Т] 


Им 1 == Е. 
п> 0 


Из полученных соотношений следует равенство (11). 
ЛЕММА 2. В О, (Е, <} имеет место неравенство: 


: | 21 
(2; <, У < о |ЕиН р 
%(Е— т) | 


где С — положительнал постоянная. 
Доказательство. Имеем: 


Е (&, 2; с, У) = ([4,и$ (81) (52) 0" (6, 2; <, у))" = 
= $ (61) $ (55) (Геи 0" @, 2; °, у)" — $ (5) 69 Иа, в, д 
+36) » Сь(, у) ТО (в; , у) = 


т <2р 
т<8рр—1 


С РЕ 
+$(5) »Х Сис > уф (51) 30 (Е ИУ 


т-к<Эр 
т 9—1 


где Ск, т (*, У` — ограниченные ар 
В О, (Е, г имеем: 


ты 9% (55) 


95° 


С: < С. 


о вар ` 


Отсюда 


дф (55 3 ии 
о | | 


=> ^ 
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Далее, 


2$ (51) = Р (51), 


где Р (51) — многочлен относительно производных от $; по у,..., и 
с ограниченными коэффициентами; при этом сумма порядков производ“ 
ных в каждом из одночленов Р(<.) равна К. 

Легко подсчитать, что в Л (ё, х) 


1 ..С. 
[2,51 |< —. 
| 
Поэтому 
| А я: С = Св 
| уф (51)| и < Е ИЕ 
В (Е— <) 20 


и, следовательно, 


: т ту С и 2—1 
| 25$ (51) 350 (6,2; $ у) < ор п т 


в(2—^) 2 У:—т 
_2Р_ 
С ее 2р—1 
Зе = тек [И — | (15) 
ков ‘№ У: 


Из (13) — (15) следует (12). 
ЛЕММА 3. Пусть (Е, 2) суммируема по [0, Т]. Положим 


Ф; (Е, 2) = у, (же, уосриуатау 
[ 


о,Т] 


и пусть °>0. Тогда 


о о (16) 


где 


7, ра, в = 7, 2) | 444 


[°, Т) 
= р 
Доказательство. Возьмем #`>0 столь малым, чтобы 21? 3. 
Тогда при любых (1, 1) 6[°з, Т] область РЭ» (1, х) принадлежит [0, Т] 
Поэтому 


Фн (&, 1) = \ Е» (, ж; т, у) о (<, уауа-. 
Ор (ё, х) 


Далее, имеем: 
фь (6, 2) — (2) = {К (@, 2:5, и) (5, у) — 94, Эк ау + 
Рь(&, х) 


| 2% ууу —Е (1, 2) = + (& 2). (17) 


рые, х) 
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Пусть = >0. По лемме 1, найдется такое 5>>0, что при #6 


у Вых 44 —Е < 


Рь(Е, х) 


для всех точек из [°, Т]. Поэтому при #6 


] $ (Ь 1) [бо, ту< Сле [= [о. т). (18) 
По лемме 2, 
: 2р 
е — —1 
оз 1% | о и 
1—21?Р 2р_ Ут ] 
и—иу «р У? 


а 
| (<, $) — 9 (, 2“ = 


ея 
2р2Р Варе 
__@ | аа 12| 2—1 
ее 
2 
. т | 
а 
ар 
Отсюда 
2122 эр 
( ь 5—1 а 
МР Эрни | & >. р [я | |, ит 
о 2р Ух ЕТУ 
2 |&ВИ2 > 
й эн? -Ноо 2р 
< эр 96,5%) ох м | |’ | Чит С:з1рФ(в,2). 
р т — 1 
1252 ? У = Е 
|815 212Р || <212Р 
(19) 
где 
Ф (5, 2) = ее —= #-- 2) — (1, 2) | & ах. 
[0, Т] 
Так как 


10а $; 20 
12-0 


$—>0 
то из (19) следует, что 


ИД (6, 2) Баоь, лу = 0 


Отсюда и из (17) — (19) следует (16). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть и, (+, 2) — суммируемое по О обобщенное реше- 
ние однородной системы Аз. Тогда ио(&, 1) эквивалентно некоторому 
регулярному внутри О решению системы (Ау). 


> ^ 
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Доказательство. Пусть (#, 2) — внутренняя точка 0. Рассмотрим 
при достаточно малом й 


ив (Е, 2) = СР, х; <, У) и (с, у) ауат. 
© 


Из (10) следует, что при й, < /ь 


из, (Ё, <) — ив, (Ё, т) = 


и. (И, (Ь 2; т, у) — Уь (6, 2; ®, | ио (т, у) 4 ау,=0, (20) 
[@) 


ибо 
И,, (#, 2; <, у) — Ув (6 х; т, у=0 


вне области Д», (&, 2) -- О», (&, <). По лемме 3. 


Иан, 2) ма Фю = о, (21) 


где ©0’— любая подобл?оть области О. Из (20) и (21) следует, что почти 
всюду внутри О 


и а) = А» (1, 2; , у) ш (<, уаз ау (22) 
_ 9 
при достаточно малом #й. Так как, согласно 6°, 0 (1, 5; т, У) имеет не- 
прерывные смешанные производные, то и» (&, х) имеет непрерывные про- 
изводные, входящие в (Аз), которые можно получить формальным диф- 
ференцированием под знаком интеграла_\22). Отсюда следует, что из (Е, 1) 
является регулярным решением системы (Ао). 

Для непрерывных обобщенных решений уравнения теплопроводности 
теорема 1 была доказана С. Л. Соболевым [см. (2), стр. 301—306]. При- 
мененный нами метод доказательства теоремы 41 является развитием 
метода С. Л. Соболева. 

Как это обычно-принято, будем считать, что вектор-функции, совпа- 
дающие почти всюду, тождественны. 

Введем обычным образом функциональное пространство АО) — про. 
с. ранство суммируемых по О со степенью 421 вектор - функций и (1, 2) 
с нормой 


1 (&, како) = [С | (6, 2) а а. 
[@) 


ТЕОРЕМА 2. Пусть М® (0) — линейное многообразие всех обоб- 
щенных решений системы (Аз), принадлежащих [9 (0). Тогда: 

1) М (9) (0) является подпространством [9 (0); оно состоит из вектор- 
функций из (Е, т), являющихся внутри © регулярными решениями (Ао). 

2) Слабая сходимость в М9 (0) последовательности ис (Ё, 2) влечет 
за собой сходимость ш,т(& 2) и всех ее производных, входящих в (Ау), 


в каждой внутренней точке 0. 
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3) Сильная сходимость в М9 (0) последовательности ит (1, х) влечет 
за собой равномерную сходимость що, т(&, 1) и всех ее производных, вто- 
дящих в (Аз), в0 вслкой компактной части области ©. 

Доказательство. Пусть \,т(Ё, 2) — последовательность из 
М“ (0), сходящаяся к 1 (& 2). В силу полноты оО. 


ио (Е, 2) 61% (0). (23) 


Из определения ис, т(Ё, 2) следует, что для любой регулярной вектор- 
функции 2 (Е, 2), равной нулю в граничной полоске 0, 


\ \ | (ис, т» 12) ах = 0. 
@ 
Переходя в этом равенстве к пределу, получим; 


| \ \ (и, 72) а ах = 0. (24) 
[@] 


Из (23) и (24) следует, что шо (, 2) ©М® (0) и, следовательно, М“® (0). 
действительно является подпространством 1, (0). 

Регулярность элементов м® (О) доказана выше. 

Пусть теперь и, п (Ё, 2) слабо сходится к и (&, 2). Тогда для любои 
внутренней точки О 


о, в: (&, 7) ЕЕ У \ Рь се, т; 5, 9) и, т (<, у) 4 ау 
© 


при достаточно малом й. Дифференцируя это равенство, получаем: 


3 ид, т (&, 2) = =» от Уши (25) 
[“ 


При фиксированном (Е, 2) равенство (25) определяет некоторый линей- 
ный функционал в М“ (0). Из слабой сходимости Ио, т (Е, 2) следует, что 


в 


о. #6, т (, 2) — \ \ \ ФЕ, (& ж; *, Уш (с, у4тау = Е щ (Еж) 
9 


Пусть теперь ис, т (Е, 2) сходится по норме к и (Е, 2). Из (25) легко 
следует, что в любой замкнутой и ограниченной подобласти (” области О 


1 | а 7 
| № — Эх и, п| < С (0 0 — ис, тако). 


Из этого неравенства вытекает равномерная сходимость последователь- 
НОСТИ И, жи ее производных к и, и ее производным в О’. 


$ 3. Интегралы типа параболического потенциала 


Введем следующие нормированные функциональные пространства: 
( ь 
р 1) — пространство вектор-функций и (2), суммируемых 
по © со степенью 9. Норму в этом пространстве положим равной 
т 


| (2) а) («= Г\ 15 \ | (2) * я 


о 


г 
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м9) 1) — пространство вектор-функций / (1, 2), удовлетво- 
ряющих следующим условиям: 
а) ] (&, 2) 61,9 (0) а почти всех [6 [0, 7]. 
Ь) Функция © (И =17(&, 2) [ахо) сУМмируема по [0, Т]. 
Норму / (1, 2) в этом ие положим равной 
т 


[И (Ь 2) [меха =? 4 


0 


О 1)— пространство вектор-функций из №® (0), для кото- 
рых $ (1) в существенном ограничена. Норму 7 (1, 2) в этом пространстве 
положим равной 


| 7 (Е, т) |5 ахо) = уга! зар р (1) . 


Пусть / (Е, 2) суммируема по О. Рассмотрим функцию 


1 
ил (Ё, 1) =} 48 \.-- \ехр Е О. 


о о И @--5) 2р 


Мы будем называть и) (1, 2) интегралом типа параболического потен- 
циала, а ] (1, 1) —его плотностью. Как мы покажем, свойства такого 
интеграла аналогичны свойствам интеграла типа эллиптического потен- 
циала, рассмотренного С. Л. Соболевым и В. И. Кондрашевым [см. ($), 
стр. 48—51]. 

ЛЕММА 4. При 9 > —— и (1, 1) 65% (0) функция из (+, 2) непре- 
рывна. При этом 


ил (2) ЗСУ Бацо (26) 


где С — положительная постоянная, зависящая только от 4, Хи Т. 
Доказательство. Докажем прежде всего оценку (26). По нера- 


венству Гёльдера имеем: 


| а Е = г 
[их (1, 2)| < «ИИ ыюха р а Е: 
0 а. —© | Е 


п 


1 эра’ 
977 0, 


(4’) | ] [5ако) А 
Го (Е— 5) *Р 
4 1 : 
Где 7 - та 1. Таким образом, 
1 
шо (6 291 < С (9) Иена | ик 
0 


(= пра 2 


Отсюда легко следует (26). 
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Рассмотрим теперь и{^) (+, 2) при й_>0: 
1 
($ 
миа = | м ее |, у. 
О ИЕ 
Легко видеть, 


что функция и” (1, 1) непрерывна при любом #й_`>0. 
Имеем, как выше: 


1 


, ` 4 
| (6, 2) — и (6, 2 «С (ФУ [ван = 
1--В ®— 5)2Ра 


п А 
1— — —— 
= С (4, ^) | (9) д Зе 2. 


Отсюда следует равномерная сходимость и*) к и» при й—>0 и, следо- 
вательно, непрерывность и» (&, т). 


ЛЕММА 5. При р п 1+, 2)65%(0) функция их (#, 2) 6 5®0) 


с о При этом 


[1% [ао < <С | 7 |5 (9)? (27) 


где С —толожительная постоянная, зависящая только от 4, Чи } 


Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 


О совпадает со всем пространством. Тогда 


1 -Нсо вы 2 
й ОЙ 
А 
0 => И - НЕ 
Отсюда следует: 
ман р 
[из (#, 2) < ... Цех [-я Г ов о) 
ба = ут. 


где 


со 


Ф($, 2) = | Дые, х оба < 1) (а) 


Отсюда и из (28) получаем (27) при а: = 4. 
Пусть теперь 4< 4, < 4". По неравенству Гёльдера, 


# 


45 м 
И ор. 


а. 


1% ре 
ехр в Ча ы 7 ($, у) | т ау < 
ИЕ 


=” 


РЕШЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ И ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 821 


1 


< в у) неко а" 


2 ® ЕЕ 
—Нао я | ар : 
се "| у (Цехр|-— о В С (а 
54) м Е 
: :. о 2Р_ 1 
$ , ег ар Е 
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Отсюда получаем: 
ав 
| (6 2) бед СЯ 
5(а) 
: Е т р 1 
5 = А 1 
и ( ДУС, 4. ‚Цех о а 
0(#— 5Ра 2р —< ое. У! $ 


{ 


СЧ —— ав, 


что дает (27) при 4<9:< 4". 


ЛЕММА 6. При а > и 1 (&, ) Е №9 (0) для функции 


п 
2р—^ 
г 
г (®) = \ рых (6 2) |4 
0 
имеет место неравенство 
(2) < С [хо (2' 


где С — положительная постоянная, зависящая только от 4, Ли Т. 
Доказательство. Имеем: 


Т и се 
а — 2—1 
ый <] — к}. И тер [| И и < 
0 8 (#—5) 2. о р У 
т т В р г 
а Ге |], © 
< (5 Уно — Чик | }--- ож |-- | = | |4 РЯ: 
0 8 (1—5) 2р => И Е. 
т ий д 
$ 
СИ, ео 
0 8 ((— з)274 2р 


Отсюда следует неравенство (29). 
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п . 
2р Л 
при << 9. При этом 


| 9) (2) [ад о < С] (Е, 2) ма) (9) (30) 


Доказательство этой леммы аналогично доказательству лемм 5 и 6. 


ЛЕММА 7. При а< п}, ) Е №%(0) функция в» (&, 2) 6 [9% (0) 


$ 4. Общее представление обобщенных решений 
неоднородных параболических систем 


Рассмотрим интеграл 
1 


и1 (Е, )=\4\. 0 д: те аи. 


о 


Мы будем называть его объемным параболическим потенциалом с 
плотностью } ($, У). 

ЛЕММА 8. При /(&, 2) Е №% (0) вектор-функция и, (Е, 2) является 
обобщенным решением системы (А), ОНО [9 (0) при каждом 
фиксированном ЕЕ [0, Т]. 

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 
О совпадает со всем п-мерным пространством. Мы имеем: 


+ со 


| ма (6, 2) <С\ _ Е у) |4у = 


(— РР "= ИЕ 


| -Е оо 2р 


| - МО х- 23) | 42. 


Отсюда следует: 


1 

Е т 
| и (5, 2) |9 о) < С \ - т 
0 


@— 3) —® 


-_—) 


где 
+ со 
Ф (5, 2) = | \.. ие т - 2) | ь] == = | (5, х) |1ажо* (31°) 
Из (31°') и (31) ть 

+ оо 2р 


|1 що < с $ Вань уже 


ОИ 


Г 
= с, $, 2) ао) 5 < < С! [са (о 
0 
Следовательно, и, (&, 2) Е [® (0). 
Пусть 9 (Ь, 2) — регулярная вектор-функция, равная нуяю вне некото- 
рой компактной части 0. Меняя порядок интегрирования. и применяя 


=” 
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формулу Грина, получаем: 
сы 


\ 4 \ нь До (2, №), Те (Е, 2)) ат—= 
о 


0 


и 
- (42... До, 2; $, 9) / (5, У) ау, т ы 
0 


о 0 [9 
® Т 

=(4\. . \ ау &\.. (0, %; $, У) 1 (3, У), [о(ь, =) ах. = 
я о ь о 

=\ аз\ Ааа. х; $, У) 1 ($, у), 9(1, <)) 4 — 
0 [9 8 о 


т 

-- 48... ©, 2: $, И, © (Е. м. а = 
б о 
т 

=} 4*\ ---\ (6, у), об, ууу. 


Таким образом, и. (1, 12) является обобщенным решением системы (А) 
и лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 1 (&, 2) Е №9 (0). Для того чтобы функция 
и (, <) была обобщенным решением системы (А), принадлежащим 1, (0), 
необходимо и достаточно, чтобы 


и (Е, =ш (Е а? (32) 


где ш (1, 2) Е М® (0). 

Доказательство легко следует из леммы 8. 

Так как свойства и, (1, 2) нами уже изучены, то для полной харак- 
теристики обобщенных решений системы (А) остается рассмотреть объ- 
емный параболический потенциал при различных. предположениях о его 
плотности. 


$ 5. Объемный параболический потенциал с непрерывной плотностью 


Условимся говорить, что ](& 4) удовлетворяет в О условию В, осли: 
а) /(&, х) непрерывна в О. 
Ь) Функция 
^ (и, 9) = зар |У(, 2) —КЬ 29) (20) и (1,29) 60) 
| х(1)—х(2)|<и 
такова, что при некотором а > 0 


ее ди < + =. 


0 


Далее, условимся говорить, что ] (1, 1) удовлетворяет в О условию К", 
если функция 


, 
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21 (и, 9) = и |7 (6, 20) — 1 (1, 28) 
15) — х(2)-+Иб—ь<и 


такова, что при некотором а > 0 
(о (м, 0) аи 2 < -+ со. 
0 


ТЕОРЕМА 4. Если }(Ь 2) удовлетворяет условию В, то ил (Е, 1) 
является внутри О регулярным решением системы (А). 

Доказательство этой теоремы будет дано в другой работе. 

Выпишем формулы для вычисления старших производных объемного 
потенциала: 

й 
2 
ори, (в 2) = \48\.- (РО (И, в; 3, У) И (в, Я —/ 6, 2 ау + 


0 ©’ 
1 


{ 
+ 5224, т; 5) 1 (5, 248+ \4\..-\ РОЛ (&, х; $, у) 1 (5, уау, (33) 


0 о—о’ 


1 
ша (в, 2) = 14 \--- 150, 2; $, УИ, У) — 1, ау + 
0 


о’ 


1 
+1 9 +(5:2(6 2; 3) 1, 948+ 


1 

+ 45 ДО, 2; & 9), а, —. 
0 9-0” 

где 0’ —- любая подобласть области © с гладкой границей, содержащая 

точку т, и 


В 8: $) =(.- Ц, 2; 3, а. 
= 
Младшие производные по 21, .|.., 2. получаются формальным диффе- 
ренцированием под знаком интеграла. 
Если /(1, х) удовлетворяет условию А’, то формулы для старших` 
производных объемного потенциала могут быть записаны в виде: 


Ри, (4,2) = | зе О 0, — Л 4+ 
+( - 2(6, 2 5) 45) 1(@, 2) + | “РО ц 2; 8, 9) / (5, У) ау, (35) 
м -(&[- 2 (а: У [1 ($, У) — ГС, а 
а а (36) 


о : ® 9—о’ 


=> “ 
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Отметим, что для объемного потенциала уравнения теплопроводности 
формулы (35) и (36) были впервые получены 9. Э. Леви (°) при несколько 
более узких предположениях. 

Из теорем 1, 3 и 4 легко следует 

ТЕОРЕМА 5. Если } (4, <) удовлетворяет условию В, то всякое обоб- 
щенное решение системы (А) эквивалентно некоторому ее регулярному 
решению. 


$ 6. Младшие производные объемного параболического 
потенциала с суммируемой плотностью 


ТЕОРЕМА 6. Пусть ] (&, 2) 65% (0)(9>1). Тогда 


п 
а) при 2р ыы - и: (1, х) имеет по 11,..., т, непрерывные и ограни- 


ченные производные порядка’ 1 2р—^; 
Ь) при любом фиксированном ЕЕ [0, Т] и, (&, х) имеет по © обобщенные 


производные по т1,..., а. порядков 1(2р—^ <1< 2р — 1), суммируемые 


по © со степенью 4: (4< 49: 49°). Цри этом 


ИЗ ма (&, 2) || <С11(@, 2) | 


141) (0) (9) 


(37) 
(ри << 2-1). 


Доказательство легко следует из неравенств (7) и (8) и лемм 4 и 5. 

Из теорем 1, Зи 6 немедленно следует 

ТЕОРЕМА 7. Пусть / (&, +) 6 5® (0) (4>1).’ Во всякой замкнутой и 
ограниченной подобласти ©’ области © любое принадлежащее 19 (0) 
обобщенное решение системы (А) имеет по ©’ обобщенные производные 
по 21,..., 21 00 порядка 2р—1, принадлежащие 1% (0’) при любом фик- 


сированном ЕЕ (0, Т]. 
На самом деле суммируемость этих производных по ©’ имеет место 


с более высокой степенью. 
Положим 


г 
#1) = и: (Е, 2) 41. 


ТЕОРЕМА 8. Иусть 1 (&, 2) © №9 (0) (4>.1). Тогда 
а) при бр 1; (5) имеет по О непрерывные и ограниченные произ- 
4 


водные по 1 ,..., 2 порядка (< 2р— о : 
Ь) ш, (2) имеет по © обобщенные производные по 11 ,..., 2 порядка 
1 (2р о 1) ‚ суммируемые со степенью 9(9<9:< 9’). При 
9 
этом 
| | | и << 2—4. 38 


Доказательство следует из лемм бл 0 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
+ 
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$ 7. Старшие производные объемного параболического 
потенциала с суммируемой плотностью 


Согласно равенству (4), 


ил (#, 2) = и, (& 2) + и (& 2), (39) 
где 


аа (&, 2) = 1%. Дб, 2; $, у) } ($, у) ау, 
6 о 


и: (1,2) = | 48 \.- (6, 2: 8, У) (8, У) ау. 


0 о 
ЛЕММА 9. Пусть 1 (Е, 2) 65® (0)(9>1). Тогда п, (1, 2) имеет по © 
обобщенные производные по х:,..., 2, порядка 2р. Пра этом 


о (6, 2) [о < СИ, =) | (40) 


ао" 
Доказательство этой леммы легко следует из (8) и леммы 5. 
ЛЕММА 10. Пусть 1 (, 2) Е №® (0). Тогда 


1% 
р. (2) = \ ил (Е, 2) 4 


0 


имеет по © обобщенные производные по т!,..., хп порядка 2р. При этом 


ПЕР, (2) | деко СИИ (6 29 нео (41) 


Доказательство следует из (8) и леммы 7. 


ЛЕММА 11. Густь И (Е, з; х, «) — фундаментальная матрица системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 


ай аа 1 
м-н, 
ие (42) 
Ито =Е 
Тогда 
[25 И (#1; 2, < С, Г) 1х | ехр {— 8" ||"? (1 —*)}, (43) 


где 5’ — произвольное положительное число, меньшее 8. 


Доказательство. При А =0 неравенство (43) совпадает с нера- 
венсжвом (6) и поэтому может ` считаться доказанным. Пусть теперь (43) 


ей 
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справедливо для производных порядка меньше А. Дифференцируя (42) 
й раз поел, уе, получаем: 


Я к р у И т 
=п Э*И = (—1) | № 2А('Р) (1, 5) а... ЭЙ” - Ака, х). 44 
1... Лор =1 ; 
где 
В (т; 1, а) = У Мих, ® И’ (т, 2) 
[< 
и МЕ (Е, 2, «) — многочлены относительно а.,..., я, степени 2р — (& —Й. 


с ограниченными матричными коэффициентами. 
Из неравенства (43) следует: 


|В(ё, $; 2 5) | < С, @', Г) «РР бер {5 |« РР (Е — <}. (45) 


Применяя к равенству (44) метод вариации произвольных постоянных 
к 
и учитывая, что Ф, 7 (<, т; х, “) =0 при Ё > 1, получаем: 


4 
>И ре -И о 4) (5, пои ка. 


Применяя, далее, неравенства (6) и (45), находим: 


[ФЕИ (Е, т, &) |< ОЯГу а |РЖА — =) ехр {— 5' (1 —®)|«[}, 
что равносильно неравенству (43). : 
ТЕОРЕМА 9. Пусть старшие коэффициенты системы (А) зависят только 
от +, 1 (+, 2) = } (2) зависит только от х и } (т) Е 2? Оа ао, 
Тогда из (#, х) имеет по ® обобщенные производные по х1,..., т» порядка 2р. 


Пра этом 
ой (2 2), < СПУ (46) 


Доказательство. Из леммы 9 следует, что теорему достаточво 
доказать только для и: (&, 2). Положим при #>0 
1—1 
из" (1, 2) = \ 4 |. бо Се, 2; $, У) / (4) ау. 
Го 


9 


(а) 
Легко видеть, что при.й ->0 ве (1, 2) сходится в норме Пуна) 


и что и®) имеет по О обобщенные производные 
1 
1—1 


п 
оРЫ(2) = ( 48. | 370. $ 5, УЛ, 
0 о 


а 

суммируемые со степенью 4 по ©. Покажем, что 
и д 22, (п) 47 
| Фи (2, 2) | даже) <С | 7 (2) | ака? ( ) 


где С — положительная постоянная, не зависящая от й. 
7* 


, 
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Без ограничения общности можно считать, что © совпадает со всем про- 
странством 21,....2„ а / (5) — финитная вектор-функция. Меняя поря- 
док интегрирования и учитывая (5), получаем: 


-Ё со 
Ри (, 2) = = (. }} с“ Эф, (Е, а) / (&) ао, (48) 
кр ^— 
где 
1—В 
фь (1, “) = ян .. т \ ИТ (Е, $; а) 45 
0 
и 
Нее 
Пе = | ау 
(2)? 522 


— преобразование Фурье для функции ] (у). 
Мы применим доказанную С. Г. Михлиным (8) теорему о мультипли- 


каторах интеграла Фурье. Для этого достаточно доказать, что при лю- 
бом т 


| Фа’фь (Е, <) | < М [«[", (49) 


где М -— положительная постоянная. Мы имеем: 


.—й 
Зы фи (©). = д р" (а -. р) 5 \ ИГ (Е, $; ) 4$. 
к<т 0 


Применяя неравенство (43), получаем: 


1—п 
[фл (&, «) |< С, 6’, Ту а рт \ е—8'4—в) 2 45 < 


0 
{ 


«С. Рае та, < р. 
0 


и, таким образом, неравенство (49) доказано. 

Применяя теперь теорему С. Г. Михлина, получаем (47). Из (47) и 
слабой компактности ограниченного в [/ множества следует, что можно 
выбрать последовательность Ри") (Е, 2), слабо сходящуюся к некото- 
рой вектор-функции г (#, 2) © 1%. Из слабой замкнутости оператора обоб- 
щенного дифференцирования [см (б), стр. 42—43] следует, что и (&, 2) 
имеет обобщеннную производную порядка 2р, равную г (&, 2). Переходя 
к пределу в (47), получаем (46). 

ТЕОРЕМА 10. Пусть старшие коэффициенты системы (А) не зависят 


от ти } (Е Е МФ (0) (1<9<+оо). Тогда из (<) имеет по ж1,..., 5 
обобщенные производные порядка 2р. При этом 
Пра (9) а 1, Иа (50) 
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Доказательство. Из леммы 10 следует, что теорему достаточно 


доказать для 1) (2) = \ и (, 2) 4. Положим при #>0 
0 


Т 1 
ш® (2) = \ @\ 45 мл. №, 2; $, У) 1 ($, у) у. 


0 0 Е] 


Легко видеть, о при #->0 м” (2) сходится в норме [1,9 (0) к ш (2). 
п) 
Кроме того, и (2) имеет по 1;,..., х» обобщенные производные 


и 1 
ео) = аи ДРОе+ь, в, 9/6, и 
0 0 2 


принадлежащие /,9 (5). Покажем, что 
ИЗ” (2) || р Ч. (51) 


где С — положительная постоянная, не зависящая от Й. 


Пусть о (2) © 19? (0) (“ ге ее т ) и равна нулю вне О. Меняя порядок 


интегрирования, получаем: 
‹ т 


\: < а, е (аду ат = (48 (фи (5, У), / (5, 9) 49, (52) 
0 о 


оо 


Я. 
Фь ($, И) = \ ГИ | Ро А, 2: $, у) (2) ах 


* 
и О, — матрица, сопряженная с (.. 
Снова меняя порядок интегрирования, получаем: 


фу = © С. сея, в, д 
а = 
где 
ТТ. 


Ф, ($ =. и (НА, $; а) 4. 


р 


Применяя неравенство (43), находим: 
ф 
|5 Ф, ( (5, «)| < у РЕ в. и ле х |? а = 


1 
С С: (5', Т) _ 
, —_т У 2р 7 у. Й 
< С, (5', И Ре м - $ ам 


$ 
Отсюда и из теоремы С. Г. Михлин: ‘отучаем: 


И фи (55 У) |1 < (>19 (®) (53) 
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Применяя к (52) неравенство Гёльдера и неравенство (53), получаем: 


И, У < 


И 
< ($, У ео 


и 
«оо, Уи 9 Ч =. 


190) 19(0) 


Отсюда, по известной теореме функционального анализа, следует (51). 

Окончание доказательства теоремы проводится’ теперь так же, как 
окончание доказательства теоремы 9. 

Из теорем 1, 3 и 9 следует 

ТЕОРЕМА 11. В условиях теоремы 9 всякое принадлежащее 1% (0 
(1 <9<+ ©) обобщенное решение системы (А) имеет по любой ком- 
пактной подобласти ©’ области © и при каждом фиксированном 
16 (0, Т) обобщенные производные по х1,..., ти порядка 2р, суммируемые 
со степенью 4 по ©’. 


8 8. Правильные эллиптические системы 


Рассмотрим в пространстве 1,,..., 2х» систему дифференциальных 
уравнений 
2р % з д г 
(1, -* 1) д'и ах 
Вбежет ы 
т=1 1, ....5=1 1 


Пусть О — область п-мерного пространства и ](5) суммируема по О. 
Суммируемая по © вектор-функция и =и (1) называется обобщенным 
решением системы (С), если для любой регулярной вектор-функции 

=2(7), равной нулю в граничной полоске ©, имеет место равенство 


|, Мо) 4= = \.*\(/, 5) ах, (54) 
о о 


где 


М 3 У Е > я (Аа 1,)* (@)) ты (2) 


= 1. = 1 й 
т=1 11... 1, =1 


— дифференциальный оператор, сопряженный по Лагранжу с М. 

Вместе с системой (С) рассмотрим всевозможные системы, получаемые 
из нее умножением слева на достаточно гладкие и неособенные матрицы 
В (5). Совокупность всех таких систем образует класс систем, который 
мы обозначим через К. 

ЛЕММА 12. Совокупность всех обобщенных решений какой-либо 
системы класса К совпадает с совокупностью всех обобщенных решений 
любой другой системы того`же класса. 


=“ 
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Доказательство. Пусть 


2> ть - Е р 


Тт=1 21»... 1.=1 ч 


- В (2) А(х)и= В (2) 1 (1) (С) 


— какая-либо система класса К, отличная от (С). Дифференциальный 
оператор, сопряженный с Л//:, имеет вид: 
и 2р и дг (+ &,) 
‚Зы 1! т ^ оо 9" ы * + —)* 
М: = У, (—1) 2 Он (А (2) В" {т)) + А* (х)38* (х). 


т=1 Фу... Зт=1 1 т 


Пусть и=и (2) — обобщенное решение системы (С) и 5(1) — произволь- 
ная регулярная вектор-функция, равная нулю в граничной полоске О. 
Очевидно, что т, (2) = В* (1) 5 (2) — вектор-функция того же типа, что 
1 (1). Поэтому у 


Ай (и, Мо) ах = о . (7, а. 


о о 
Но Мы, = Мьь, (1, 1) = (Вр 5). Следовательно, 


= (и, Мо) о, (ВУ, в) 42. 
у о 

Отсюда следует, что и=и(5х) является также обобщенным решением 
системы (С,). 

Поменяв местами (С) и (С!), получим, что всякое обобщенное реше- 
ние системы (С,) является также обобщенным решением системы (С). 

Обозначим через К класс дифференциальных операторов для систем 
класса А. Предположим, что в К есть хотя бы один дифференциальный ` 
оператор (обозначим его через М), обладающий тем свойством, что система 


рита — Ми= — 1 (4) (А) 


— параболическая. Легко видеть, что в этом случае система (С) (а с ней 
и все системы класса К) — эллиитическая в смысле И. Г. и (®): 
Полученные таким способом эллиптические системы мы будем называть 
правильными. 

Класс правильных эллиптических систем содержит класс сильно 
эллиптических систем М. И. Вишика (1). 

Легко видеть, что одно эллиптическое в смысле И. Г. Петровского 
уравнение с достаточно гладкими коэффициентами является правильным 


в любой конечной области. 


$ 9. Обобщенные решения правильных эллиптических систем 


ЛЕММА 13. Множество всех обобщенных решений системы (С) совпадает 


‚ множеством всех обобщенных решений системы (А), не зависящих от 1. 


Доказательство. Пусть и(7) — не зависящее от 1 обобщенное 


решение системы (А) и $ (1) — произвольная регулярная вектор- функция, 
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равная нулю в граничной полоске О. Пусть, далее, с (#) — непрерывно- 
дифференцируемая в [0, Т] функция, равная нулю вне некоторого под- 
т 


интервала интервала (0, Г) и такая, что \ с (Е) Е = 0. Положим 4 (1,5) = 
0 


=с(1)5(1). Так как и(2) является обобщенным решением системы 


(А), то 


4). (2), [ш(ь 2)) аг= -| и. 0 @ 1 (#, 2) ат. (55) 
Имеем: 
и (и (2), [р (, 2)) ат = Е. (2), (2) аа в (1) 4: — 
— (<) Мо где) «(а = - (1) а уе, Мь (+) ах. (56) 
Далее, 
(а узо (2), ш (в, з)) аа = |: (6) е (2), © (2) а. (57) 


Из (55) — (57) следует, что 


с (#) @\---\ (9), р (2)) аз. 


о 


>=— 3 


( с (Е) @ (-.- (и Мь (ху ах 
о о 


Отсюда следует (54). Таким 9бразом, доказано, что не зависящее от # 
обобщенное решение системы (А) является обобщенным решением си- о 
стемы (С). 

Пусть теперь и(х) является обобщенным решением системы (С) и 
12 (1, т) — любая регулярная в О вектор-функция, равная нулю в гранич- 


ной полосе О. Положим 
И 


Ф (® =, 2) ЧЕ. 

0 | 

Очевидно, что 2 (2) регулярна в © и равна нулю в ее граничной полосе. 
Поэтому 


] 
| 


|.) Мо (х)) ах = а. (2), 5 (2)) ат; (58) 
но . Е я 
м (и (<), Мо (УФ == \ а А (&), Му (Е, х)) аз 
о 0 о 
+ [а (Сео) дс (6, 4) 4 = —\.- \ (и (2), Гы (ь )) аа, 
0 о 


9 
{---{0а9, ь(вдуат =. - Ц @), в (о, д) аа, 
9 


о 


=” 
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Поэтому 
|}, Фа бе, зуаеа» = — \\\ 92), ше, зу ааа 
9 о 


и, следовательно, и (5) является обобшенным решением системы (А). 

Пользуясь доказанной леммой и полученными ранее свойствами обоб- 
щенных решений параболических систем, мы легко установим соответ- 
` ствующие свойства решений правильных эллиптических систем. 

Из теоремы 2 следует 

ТЕОРЕМА 12. Пусть В® (0) (1>. 1) — линейное многообразие всех 
обобщенных решений однородной системы 

Иа = 0, (6%) 
принадлежащих 1 (0). Тогда 

1) А® (0) является подпространством 1,9 (0); оно состоит из век- 
тор-функций и,(1), являющихся внутри О регулярными решениями 
сись мы (С). 

2) Слабая сходимость последовательности их, т(т) в и (0) влечет 
за собей сходимость Чо, т (5) и всех ее производных, входящих в ((%), 
в каждой внутренней точке О. 

3) Сильная сходимость що, т (2) в В® (0) влечет за собой равномер- 
ную сходимость и, т (1) и всех ее производных, входящих в (С.), в любой 
замкнутой подобласти области ©. 

Теорема 12 другим способом доказана Б.Пини (15), Браудером (16) 
и другими авторами. 

ТЕОРЕМА 13. Пусть }(х) © [^° (0). Вслкое принадлежащее 1% (0) 
обобщенное решение системы (С) имеет в любой ограниченной подобла- 
сти О’ области © обобщенные производные до порлдка 2р —1, принад- 
лежащие 1,® (О’). 

Теорема 13 вытекает из теоремы 7. На самом деле суммируемость 
обобщенных производных по ©” имеет место с более высокой степенью. 
Из теоремы 11 следует 

ТЕОРЕМА 14. Пусть старшие коэффициенты системы (С) постоянны 
№7 (2) Е д (0) (1 << + о5). Всякое принадлежащее 19 (О) обобщенное 
решение системы (С) имеет по О’ суммируемые со степенью 4 обобщен- 
ные производные порядка 2р. 

Для случая 4 =2 более сильные результаты получены другими авто- 
рами иными методами. Отметим некоторые из них. С. Г. Михлин [6м. (1), 
стр. 110—111] доказал, что всякое квадратично суммируемое обобщенное 
решение самосопряженного эллиптического уравнения 2-го порядка 
с трижды непрерывно дифференцируемыми коэффициентами и ] (2) 6 в (О) 
имеет по О’ квадратично суммируемые обобщенные вторые производные. 
К. Фридрихс (13) доказал, что всякое обобщенное решение формально 
самосопряженной эллиптической системы порядка 2р с р раз непрерывно 
дифференцируемыми коэффициентами и 1 (2) 6 1? (©), имеющее квадра- 
тично суммируемые обобщенные производные порядка р, имеет также 
квадратично суммируемые по ©’ обобщенные производные порядка 2р. 

О. А. Ладыженская (17) показала, что для эллиптического уравнения 
2-го порядка с непрерывно дифференцируемыми коэффициентами и 


, 


834 Л. Н. СЛОБОДЕЦКИЙ 


т 


1 (2) 6 1? (0) в области © с достаточно гладкой границей существует 
решение первой краевой задачи с однородными краевыми условиями, 
имеющее в замкнутой области О квадратично суммируемые обобщенные. 
производные, входящие в уравнение. Аналогичные результаты получены 
О. В. Гусевой (18) для сильно эллиптической системы. О. А. Ладыжен- 
ской [см. (19), (20)] получены аналогичные результаты для сильно парабо- 


лической системы при ] (1, 2) 6 ЕЯ (0). 


Поступило 
6.Х1.1956 


ЛИТЕРАТУРА 


' Петровский И. Г., О проблеме Сапсву для системы линейных дифференци- 
альных уравнений с частными производными в области неаналитических функ- 
ций, Бюллетень Московского гос. университета, серия А, 1:7, 1938. 

? Соболев С. Л., Методы математической физики, М. —Л., 1947 

3 Слободецкий Л. Н., Обобщенные решения параболических и эллиптических 
систем дифференциальных уравнений, Доклэацы Ак. наук СССР, 104, №6. 
(1955), 997-—1000. 

чЭйдельман С. Д., О задаче Коши для параболических систем, Доклады Ак. 
наук СССР, 98, № 6 (1954), 913—915. 

> { лободецкий Л. Н., О задаче Коши для неоднородных параболических 
систем, Доклады Ак. наук СССР, 104, №5 (1955), 805—808. 

5 Соболев, С. Л., Некоторые применения функционального анапиза к матема-. 

тической физике, Ленинград, 1950. 
„[евиЭ. 9., би!’едаа2оп 4е] са]оге, Апп. 41 ша%,, 3, 14 (1908), 187—264. 
Михлин С. Г., О мультипликаторах интеграла Фурье, Доклады Ак. наук СССР, 
109, № 4 (1956), 701—703. 

’ Петровский И. Г., О некоторых проблемах теории уравнений с частными 
производными, Успехи матем. наук, т. 1, вып. 3—4 (1946), 44—70. 

10 Вишик М. И., О сильно эллиптических системах дифференциальных уравне- 
ний, Матем. сборн., 29 (71):3 (1954), 615—676. 

и Меу! Н., Тье шемо4 о{ огёосопа| ртодесМоп$ ш роёепиа| Теогу, Бике Маш. 
Топгп., 7 (1940), 414—444. 

1"? Михлин С. Г., Проблема минимума квадратичного функционала, М. —Л., 
1952. 

13 Гг1е гус з К. О., Оп Ще а1Шегепйа бу оЁ бе зо оп о{ Ппеаг еШрис 
91Шегепйа! едцайопз, Соштмиз Риге ап Арр. Ма., 6, № 3 (1953). 229—326. 

11 Ойдельман С. Д., О фундаментальных решевиях параболических ‹истем, 
Матем. сборн., 38 (80):1 (1956), 51—92. 

1? Р1о1В., Ргес1за21001 а ип газ1опатеп{о сопбепийо ш ива ша пойа заПе едиа- 
1001 а Чегуа{е раглаЙ 41 Иро еШрисо, В1сегеве таб., 3, №. 4 {41954), 3—42. 

18 Вгоу 4ег Е. Е., АззишрЫоп о{ Бопп4дагу уашез ап Стеер’з Гапооп ш бе 
РилеШер ргоеш Гог репега] Ппеаг е]ПрИс едиаМоп, Ргос. Маё. Асаа. 3с1. 9ЗА, 
39, № 3 (1953), 174—184. 

\' Ладыженская О. А., О замыкании эллиптического опег сора, Доклады 
Ак. наук СССР, 79, № 5 (1954), 723—725. 

1 Гусева О. В., О краевых задачах для сильно эллиптических систем, Доклады 
Ак. наук СССР, 102, № 6 (1955), 1069—1072. 

1 Лады женская 0. А., О разрешимости краевых задач для уравнений пара- 
болического и гиперболического типов, Доклады Ак. наук СССР, 97, № 3 (1954), 
395—398. 

"* Ладыженская О. А.. О решении нестационарных операторных уравнений 
различных типов, Доклады Ак. наук СССР, 102, № 2 (1955), 207—240. 


-з 


со 


> =“ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Сгоия математическая 
21 (1957), 835—862 


И. Д. СТУПИНА 


О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СА.-ОПЕРАЦИИ 


(П редставлено академиком ЦП. С. Александровым) 


В работе показано, что общая теорема о накрытии множеств имеет 
место для СА»-операции над СА.-множествами и, в духе непротиворечи- 
вости в системе аксиом теории множеств > К. Гёделя, над СА„-множе- 
ствами в слузае точек р-значности, конечнозначности, счетнозначности, то- 
чек, определяемых множеством цепей жесткой приведенной базы С.А»-опе- 
рации, имеющим компактное замыкание. 


Введение 


Настоящая работа является продолжением ряда работ о накрытии 
множеств [см. (1) — (5}]. 
В работе показано существование вполне правильного отношения * 


между произвольным классом множеств & и жесткой базой** СА.-опе- 


рации и доказывается, что 65-операция Фи, отбирающая точки, опре- 
с 


деляемые несчетным числом цепей жесткой базы СА»-операции, не мощ- 
нее СА.-операции. 

В качестве следствий этих утверждений и общей теоремы о накрытии 
множеств [см. (3), теорема 1], в работе формулируется ряд предложений 
о накрытии множеств. 

$ 1. СА.-операцией над системой множеств РАЙ называется 
операция, дополнительная к А»›-операции, т. е. 


стс > Па 
а ей о Ин, 
и. т в 
И 
т; ... Тр... Петр. К, | Иво 1 


== СФх. {СЕз [У (п: ... Ик); в. (ТЫ -.: т} = м {Ес [У (п... пк) (ты ... т), 
[г 
где /’— жесткая база А-операции, №” — жесткая база Аз-операции. 


* Пусть ХМ — некоторая база 85-операции. Через Л" обозначается множество РОС 
цепей базы №, которые содержат натуральное число п. На совокупности баз Ми {\"} 
построим 4-систему К, содержащую все конечные пересечения баз этой системы. 

Класс множеств Е и база М находятся во вполне правильном отноше- 
нии [см. (?), стр. 126], если: й 

1) класс множеств Фу (Е) инвариантен относительно счетных Е пересечений; 

2) при любой базе М 6 К имеет место соотношение: Фи (5) с Фк (=). к 

** Пусть № — база некоторой 55-операции; цепь 7 [< М называется жесткой 
целью базы №, если она не содержит в себе никакой другой цепи базы М. База №, 
состоящая из одних только жестких цепей, называется жестк ой базой [см. ($)]. 


’ 
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УКесткая база №, СА»-операции есть совокупность всех таких цепей 
а ие. 
с различными элемент” ч, - дая из цепей 
= {р,} = {< [У(п,.-..п,); в(т,... т,)}, 


где с (у; в) — натуральное число, соответствующее (у; в), если перенуме- 


ровать всевозможные‘ пары (у; №), у(р,... Р,) = в(р,... Р,) — натураль- | 
ное число, соответствующее (р,...р,), если перенумеровать всевозмож- | 
ные кортежи (р... р,), причем для каждой цепи 
; 2 АТЁ 
0 == (р, №. а ие а) ем 


существует единственная цепь 


у, бу 


такая, что среди элементов цепи 7 встречается каждый из элементов › 
теоретико-множественной суммы 


У: в), 


К, 7 


а совокупность всех элементов цепи 7 есть совокупность всех элементов 
теоретико-множественной суммы 


У 2" Зам №). 


9Е№' р; 66, ухеУ, (0) 


Пусть М — жесткая база некоторой 05-операции. Если каждую цепь 
этой базы упорядочить в порядке возрастания элементов цепи, то полу- 
ченная совокупность цепей называется жесткой приведенной ба- 
зой и обозначается через М [см. (4). 

Пусть / обозначает пространство возрастающих последовательностей 
натуральных чисел. 

Обозначим через №" жесткую базу А„-операции, через №” — же- 
сткую базу СА„-операции. 

ЛЕММА 1. Жесткая приведенная база №" С А,-операции, п>. 2, 
является нигде не плотным множеством в пространстве Л. 

Доказательство. По аналогии с жесткой базой СА,-операции, 
жесткая база №" СА»„-операции, п>>2, есть совокупность всех таких! 
цепей 


ПР Роли че 
с различными элементами, что каждая из цепей 
п = {р,} = {< [; в (та... т}, 
причем для каждой цепи 


9 — (мор ошь...,) 6 № 
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существует единственная цепь 


а м 


такая, что среди элементов цепи 7 встречается каждый из элементов тео- 
ретико-множесчвенной суммы 


Уз (в), 
Е, 7 


а совокупность всех элементов цепи т есть совокупность всех элементов 
теоретико-множественной суммы 


У р в в). 


0Е№” №; 60, укЕУи (6) 
Пусть 9 = {р;} ЕМ” ил В - 


р = у; в(т...т)] =п, #=1,2,...,й. 


Пусть 
Е — тах [1, а 1;]. 


Среди кортежей вида 


(т. т} р ти) 


выберем кортеж (т,...т,) такой, что 


[уз в (т... т, )] >п,, 


а среди кортежей вида 


выберем кортеж (т. ...т,„) такой, что 
[Ув (тЫ... т,)] Хо; в (т, .. .т.)]. 


Рассмотрим интервал д», ‚ где 


... пт 
Па; в(т,...т,)|. 


> ы \т(п) 
Этот интервал не содержит ни одной цепи базы №’. 
Действительно, допустим, что существует цепь 


о ==. {р} Е №” 


такая, что 7’6 6. Тогда 


.. т 
дер ром рр ПМЕ д, ВЕТ. 
Так как цепь 9 содержит число 
[уз в (т!...т,)], 
то, в силу строения цепей базы №", она должна содержать и число 


в [У1; в (т, ... т,)]. 


838 И. Д. СТУПИНА 


Но 
па; в (т, .. т] <пь 


и для любого > А 2 
В: пы 
Следовательно, 
е ’ “т = -- Е пт) 
Зри (сеет и ЧЕМ: о 
Лемма доказана. 
и 
ЛЕММА 2. Жесткая база СА.-операции №: находится во вполне пра- 
вильном отношении с произвольным классом множеств =. 
Доказательство. Каков бы ни был класс множеств =, Ф/„(Е) 


инвариантно относительно счетных сумм и пересечений [см. (7), теоре- 
ма Ш. 


Пусть м ``б® есть множество всех цепей базы М№,, которые содер- 
жат натуральные числа :,..., сх. Для существования вполне правиль- 
ного отношения между базой №, и классом множеств = остается пока- 
звать, что 


Ф „(< Фи„ (=). 


и 
р 
Предварительно покажем, что 

Фо р -- пюзв (то) © Ф н» (8). 


Рассмотрим некоторый бэровский интервал 6 . -. Все интервалы вида 


т. ... т 
1 ты 
© * 
— ие. где п Е т,„, расположим в последовательность 
ак - = 
с1, 62, ‚51, 
Положим 
* 
Ес [У(пь ... пу); в (т, ... тр] — Ёс [У (пы... пк); ш (ть ... ту] › 
обл О нео . или 0 —=6 « . 
ь | т те Ш ме т тн’ 
* 
* * в — / ' 
в [у (та... п),); | (т. .. т 1] в [у(п, ... п,,.); в (ту о т; +)] , 
где би „’ есть 1-й элемент последовательности {&,}, 
1 те 
© 
з * * = , й , 
с ГУ (т... пу); в т ттт ре тер с [у (п --- п); в (т -- тете уе р] 
где би „’ @Сть Пи.-й элемент последовательности {5;}. Пусть 
1 ть 


и Ре ту») = Ф „" {Ез}. 


Очевидно, сели Е. ЕЯ, то 
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Тогда 
Ф хо 1У (ы -.. Пк) (ть... Ту] {Е} = 
5 % ь (ту ть 
я 2 а 2 ; п Л + Е, [У (И о пу); ш(т” ох ти)? 
Тр пре. Ме. ту = ы у 
где и, =п,2=1,2,...,й, Е = Е 


Покажем, что 


Ф м0 [У. (Пи... Пк); в (Ты ... т, (=) = Фил, (ФФ м, (=)) = м" (=). 


Образуем множества НХ `де 
Еруту = оу (ты в (тд 
А Е 
(тр) тать П Ес у (т,... пу); в (ть... тк) П Ес[у (и... пк); в ти...) 
1 т=1 


и множества 


(ты... Тр) (па... Пк) (ти... ту.) ы 
© ча © о .. ту.) (т. нк)” 


Имеем: 
(ты. то бы.) Еф (Я 


с 


Пусть = [у(п1); в (т/)]. Тогда 


ито 
Фо (п; в (т {о} = У о 
$ . -- п Во 


Ти... Пр... т 


со 
20 о р П ОТ Е ртиреятттр = 
; 1. ПИ... К= 


Ти... Пр... 


О ры к ИЕ ть) бы. АА. 


„ К=Р 


Но любой прямоугольник тн т = — х би, можно взаимно однозначно 
и непрерывно отобразить в пространство Бэра /. Следовательно, всякой 
системе пар кортежей: 


[(тать), (п.пь)],..., [(@тл. .- тк), (Пл... Пк)],..., 
где па и п, фиксированы, можно единственным образом поставить в со- 
ответствие систему кортежей 
* 
(п), (пп п), . ..› (пап... .п,),.-- 


Перенумеровав соответственным образом множества Е И ОО 


п-т 
значив их через © ‚ получим: 


® 
си 


Фо быв (т {Ес} == ©” —. П&" > _ йе 


т ® К=1 
т 


я 


в (п). "р 


= ее вы 1) (т). а {© 
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Отсюда 
Ф кто [у (вы; в (ть (8) < Фм, (Фу, (Е)) = Фи, (Я). 
©. с 


Пусть теперь 
9 = о [У (пи 
если К + &, то выберем г = тах [&, {]. В силу строения цепей 1 базы №» 
если цепь 
дя © [У (п1... пк); в (та... т], 
го 
о [у (п... т); в (т... т]. 
Рассмотрим счетную совокупность пар интервалов би,..„„, би..., таких, 
что 
би. т © бл. пу» бти..ть © бути. .ту- 


Очевидно, 


1 
Фе [У (па. -пд); в (ты. . т )] {Ес} Е №) Фу [У (п; пр)у в (Ты...-тг)] {Е}. (1) 
с с 


бт... п Сбт. Тк 
бт....т„С бла... т} 
т=щах [(, {] 


На основании формулы (1), для доказательства того утверждения, что 


Фо [У (па. пк); в (т... )] (=) = а (=), 


достаточно показать, что 


Фо" с [У (п... их); в (ты. ту) (=) СЕ Ф. (=). (2) 
с с 


Действительно, 
Фо [У (ти... п к); в (ты... т д)] {Е‹} = 


д 
а 2 2 П&" у Вы и позы тат 


ии т, т в 
т и 


ее т р Па” = 


11 
"у 


в о ту) (пл.. п). я р = П о 


1—1 = о КН 
й 


где п, =и,, т=т, =1,2,...,Ё. Второй сомножитель может быть 
легко сведен к результату ФФ, -операции над системой множеств Ф. йе у 


Действительно, отобразим прямоугольник Бэра 


я 
= бт, ту х Оть.. пк 


взаимно однозначно и непрерывно в пространство Бэра Л. Тогда всякой 
системе пар кортежей 


[(т1... тика), (па... пкпк-1)], [(та... титьать+), 


(Ил. ИПБ о то п ь ПИ. 


 “ 
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где кортежи (ти... т»), ‚ пк) фиксированы, единственным образом 
будет соответствовать аи кортежей 


» +. + з * 
(п‚), (пп;),..., ея 
Перенумеровав соответственным образом множества 


т (ты. тут НР тк- АО 


з ® 


®..-Т. 
и обозначив их через <! `1, получим: 


’ 


: (ты...) (пл...) р (тт. 
Фо [У (п: пр); в (т,...тр)] {Ес} = П © х т {©® (". г 
ь 1—1 
Отсюда 


Фо [У (71... к); р (пи... ту] (=) (26 Фм, (Фи. (#)) == Фу» (=). 
с 


Покажем теперь, что Фе, о; (3) [52 ги Пусть 


: } : } 
ао А 
Если интервалы г. И — 1, 2,..., А, попарно не пересекаются, то 
В 
к 
3 
=. в (Е =] Фи. .й {Ез}. (3) 
с $=1 


Действительно, если 
СеФне о, (Во), 


то 
ЕФу»в, {Ес}, И И 
рые, 
А 
мя (6 П м: с; {Е}. 
=1 
Следовательно, з 
Фи еек. По, {Во}. 
== ] 


перь 
Пусть тепер т 


НЯ Е П Фа (Ве). 


1=1 


Тогда 


хе Фм. ° 1...) р. (т. т} )] ое 1 = И р Ио И 


т я (ег и 
Следовательно, для всякого 1 = 1,2,..., А найдутся последовательноет 


р 


/ я 
О А То) 
р 


а 


8 Известия АН СССР, верия математическая, №6 
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такие, что 


н н : 
Пе = =, те пы т о 


и 


к 
т {< П П Е. [У (ет); р. (туб. .т 9) . 


1=1р, 4 
Пусть 
ь н яя ни н 
И 
и 
й И + а я 2 
О о О 


Возьмем цепь 9 6 М. такую, что 


е[Е.. 


бет 


Образуем` новую цепь *”, положив ее равной совокупности всех 
элементов теоретико-множественной суммы 


У бью ча выю) 


6Е№ № ;60, УР (0) 1=1 д’ 60;, у, 
О вв, -1,24к 7 к Сор, УЕ 


Тогда 
де 6%, 
Так как 
д Е П УЗ. 
сет* 
то 
хе Фа, .ал {Ез}. 
с 
Отсюда 
Г. 
ПФ №6} {Е} = Ф 6 аъ {Е} 
1-1 $ 5 
Следовательно, 


и 


Фо. ох {Е} = П Фа {Е}. 


1=1 
Пусть теперь интервалы 
не 
1 И 


не являются попарно не пересекающимися. 
Назовем число 


в [у (1... пл); в (та... т] 


подчиненным числу 


в [у (п. ^. пу); в (ти... т.) 
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если выполняется одно из следующих соотношений: 


41° о м. 5 
. Ти... м. т».. т ›. 

1 {5 

^ р , 

бт ть С би; 

1 * 

20 ^ 

— а... ©59 ы з 
ь 1 т... тё, 

5. пх Е. 6. т : 

1 к 

о 

3. бт. т = мы ) 

1 $ 

5 ЕН ое 

7:...Пх п. п» 


Назовем систему чисел 


р ЗА : В - : 
{< [у (па... Их,); м (т... ти), в=1, 2, в .› Л, 
подчиненной системе чисел 
Ч *: 84 и 1 
{ [9 (п: ...п,*); в(т...т„)}, 1=1,2,...,5, 
1 1 
где ’<$, если для каждого числа 
й и О п : 
о [9 (спа В (током =, 2, Р, 
найдется такое число 
*| А. * | *] 
8 [У(т: .. пы); ь (т... т.) 
что ему подчинено число 
: р + р 
в [у (п... пА,); и (т... ти, )], 
и, обратно, для всякого числа 
>: *). .: „: Е 
Ва. пи); по т а бд 
найдется число 
м: р р 
2[у(п?... и); в (тг... тр), 
которое подчинено числу 
Н : *; » 
бы И Во т!*)]. 
: р 
Покажем, что 
Ф/ео.... ак {Е} ЕЕ 
[3 
= Ф. 1 ии. м Я... Фо *5...п°3); в... т*)] {Ез} 
№2 м9 м (п. в) в (т, то) {Е} йо ь (п. вр, р (т та, {о}, 


где суммирование производится по всевозможным системам чисел 


ет А 


удовлетворяющим условиям: 
1) система чисел 


о. 9 


Р. Сы 
{о [У (п... Я: в (т... та) 1=1,2,..., 5, 
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подчинена системе чисел 


{в [у (п... п;,); и (т!. = т!;)}, р ВЕ. 


2) Зы пы "Вт" шея = 0, если #7; 
1 91 1 9; 
3) Зы = вл у, причем при Е Г имеем 7, 
1 р; 1 т; 
я В 
бе. ти = Эжй..лий 
). 4; 1 е 
Пусть 
хе Фо, о, 
[6 
Тогда найдется цепь №.” `°* такая, что 
26 [Е.. 
сет 


В силу того, что данная цепь % содержит числа 


х к 
в [у (па. -. п); в (т: тЫ, м в (ть... 


найдутся [(1< А) различных последовательностей 


(пт тои, т 
И По 
(И, т) 


и (Г <) различных последовательностей 


(пл, пл, я пр, ан 
(В лены), 
о а, 


таких, что 
а) для каждого кортежа 


(И 
найдется последовательность 


н н и 
Е С, 
такая, что 


о и р сы Й о 
ТаР =тТ4, 9=1,2,...,4,, 
и обратно, для каждой последовательности 


Й и. / . 
(Порт мые, в рено 


найдется хоть один кортеж 


т), 


зе “ 
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такой, что 
'р > 
И =т р, Ен, Не, 
6) для каждого кортежа 
р р ‹ 
(-ь. Мг), р=12,...,Ё, 
найдется последовательность 
8 0 
(". Р, П> г Пк ) 
такая, что 
: В , 
и 
и обратно, для каждой последовательности 
7’ и. 9) у # 
ее 
найдется хоть один кортеж 
И Е 
р р 
[п я пн. 
\ 5 
такой, что 
т" 
о) пе э „ 
п п’, ОЕ: Ге 
в) среди чисел 36” будут находиться все числа 
8 Г р р - „р , [1 
а @ы Р.В”) Е И]. 
ет 3....Г—-102,3,..., среда чиеез 6} о А: 
находятся все числа 1,2,...1[, среди чисел {1}, р=1, 2, К, нахо- 
пятея все числа 1, 2,..., Г. 
Тогда среди чисел эт найдется система чисел 
#7 *7 *; *1 ь < у 
о о ЕВ 
подчиненная системе чисел 
в : р 
Орше т) Вы... т 114... А, 
и удовлетворяющая условиям 2) и 3), поэтому 
) 
хе По, вех. пы (т. та) {Ес} 
1=1 
и 
а 1 5 
Е Фо [У тия; т.т т’) (Ез}.. Фи, па [у (7 В п) ь. (туз... то с {Ез}, 
с 1 - 


где суммирование производится по ьбевозможным 


м 
5",..., 95°, удовлетворяющим условиям 1), 2), 3). Следовательно, 


ры 


системам чисел 


Фу, к 5} © УФ {Еф} в о 


(4) 


` 
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где суммирование производится по всевозможным системам чисел 
,.5.,..., 9 удовлетворяющим условиям 4), 2), 3). 
Пусть 


о — 
и: й Ф го" {Ес}... Ф-о* {Ез}, 


где суммирование производится по всевозможным системам чисел 
21, 6. с”, удовлетворяющим условиям 1), 2), 3). Тогда найдется 


руо 05) 8? 


система чисел 

где 
г *; 2. *1 К 
5: = 3[у(п1...Пр,); М (ТЫ... То: ], 


удовлетворяющая условиям 1), 2), 3), такая, что 


де П о [у (п*1... п); | (т*1...т 1) {Е}; 
$=1 с 1 р; 1 а; 


1 


для всякого { =1,2,..., $ найдутся последовательности 
(т тт. -} (п, пы, ое 
такие, что 
Е з7 ве, э Е 73 Е\, *7 а 
ти =ти, = Я А ее 1 и р 
и 
3 
ге П П Е, [У м, п. пр: в в (0%'1...т 0" (5) 
ТИ, 1 1 
Пусть 
Ед 75 / й 5 з 
Е; = (> (п), у(п1и»), (Пи... п), 664), 
4) 1 / 12 15 
= (в (т), в (тятн), эВ (МГ...) ...) 
и 
е Е», (6) 
сет 


где м6 М.. Образуем новую цепь 7” следующим образом. Положим ее 
равной совокупности ‘всех элементов теоретико-множественной суммы 


. 
1 \ 
У, РЬ Я + ЖК ВЕ 
вЕМ! 4:60, ухЕУь (0) 1 1’ 0: У” СЕ. р 
м ука (6) "Тв Ее, У 


В силу соотношений (5) и (6), 


ПЕ.. 


с6т* 
Так как система чисел 
2 *: *1\. *; *; $ 
{3 [9 (п.п ВП р 


подчинена системе чисел 


{о у(те пн) вби о ты Т 
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то среди чисел с 67“ будут находиться все числа 


а п : У : 
И ЕС В 
т. е. 
3’ Е о-5 
Отсюда 
$ Е то и 
Следовательно. 


У й - 
и Ф ио* {Е} и Фи» {Е} =: Фо... ву {Ез}, (7) 
с с с 


где суммирование производится но всевозможным системам чисел э*,...,0”, 
5 
удовлетворяющим условиям 1), 2), 3). 
В силу соотношений (4) и (7), 
Фес, ок {Е} ее ХФ {Ес} бо Фо" {Е}, (5) 
с [8 с 


$ 


где суммирование производится по всевозможным системам чисел 
= норе = удовлетворяющим условиям 1), 2), 3). 
На основавии формул (1), (2), (3), (8), заключаем, что 
Фес. в, (8) С Фу, (Е), 
© @ 
что и требовалось доказать. 

Пусть М — жесткая база некоторой 65-операции. 

Точка х называется точкой М — р-зпачпости последовательности мно- 
жеств {Ё„}, если существует р и только р различных цепей базы М, в 
ядра которых входит точка х. 

Через М” обозначается множество всех цепей, каждая из которых 
содержит по крайней мере две различные цепи базы М. 

Через Фил» обозначается 05-операция, которая отбирает точки, входя- 
щие не менее чем в два различных ядра, определяемых цепями базы №. 

Через Ф; мур» обозначается 05-ошерация, которая отбирает точки, вхо- 
дящие не менее чем в (р-+1) различных ядер, определяемых цепями 
базы М. : 

Точки д называются точками Л-конечиозначности последовательности 
множеств {Е„}, если они являются точками М — р-звачности последова- 
тельности множеств {Е„} при некотором натуральном числе р(х), зави- 
сящем от х. 

Через Фх.. обозначается 05-операция, которая отбирает точки, вхо- 
дящие не менее чем в счетное число ядер, определяемых цепями базы М. 

В силу теорем 3. И. Козловой [см. (?), теоремы 1, 2, 4] и леммы 2, 
справедливы следующие утверждения: 

Следствие 1. Для любого класса множеств 8 имеют место сле- 


Эующие соотношения: 


Фи» (5) = Фе Фунт ру" (Е) = РФ, (=), 


Фу" ++ (=) с Фу» (=), Фин (Я) = Фы(=). 


С [ 
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Следствие 2. Если Я — проективный класс множеств не ниже 
третьего или класс С А.-множеств, то 


— 


В силу того, что класс СА,-множеств = инвариантен относительно 
С А.-операции, т. е. 
Ф," (Я) =, 


Мс 


и обладает классом вполне регулярных * трансфинитных индексов 


{8 (2)} [см. ($), класс минимальных индексов], то на освовании общей 
теоремы о накрытии множеств, изложенной в работе 3. И. Козловой 
[см. (3), теорема 1], и следствия 2 леммы 2 получим следующее утвер- 
ждение: 

Следствие 3. Диля есякой последовательности СА.-множеств {Еп\ 
таки’, что каждая точка множества Фи {Е} является точкой не бо- 


и ы 

лее чем №: — р-значности м последсвательности мно- 
жеств {Е„\, найдется такая последовательнссть В.-множеств {Ни}, что 
Н, >Е, (п=1,2,3,...) и каждая точка множества Фи, {Ни} является 


точкой не более чем №, — р-значности (№'.-конечнозиачности) последова- 
тельности множеств {Н»„}. 

В силу того, что в системе аксиом теории множеств У К. Гёделя 
[см. (3)] И. С. Новиковым установлена ненротиворечивосль утверждения, 
что, начиная с некоторого п, законы отделимости для проективных мно- 
жеств П-го класса совпадают с занонами отделимосети для проективных 
множеств второго класса [см. (19)], в этой системе аксиом будет непро- 
тиворечиво 

Следствие 4. Начиная с некоторого п, для всякой последователь- 


ности СА,-множеств {Ё№„ таких, что каждая точка множества ФЕ} 


является точкой не более чем №, — р-значности (А в 
последовательности {Е}, найдется такая последовательность В„-мно- 
жеств {Н„}, что Н, 2Ё,(п=1,2,3,...) и каждая точка множества 
Фу’ {Н»} является точкой не более чем №. — р-значности (№-конечнознач- 
ности) последовательности множеств {Н»}. 

Пусть М — жесткая база 05-операции. 

Через Фх, обозначим 65-операцию, отбирающую точки, определяемые 
55-операцией Фу, каждая из которых определяется множеством цепей 
жесткой приведенной базы А, имеющим некомпактное замыкание. 


* Класс трансфинитных ин дексов { 8 (=); = А называется вполне регулярным 
по отношению к классу множеств =, если: 
1) для всех 8 (2) Ел Зф=Ои [3 @) =О]6=Е 


2) для всякого Ё 6 Е существует 3 (2) 6 Д такое, что ЕЁ = [5 (1) = О]: 

3) для всяких двух 31(2) и 2. (2) 6 А множество [31 (5) >> 35 (2) 6 

4) для всяких двух Ё\ и Е. ЕЯ существуют такие 3, (2) и 3, (г) ЕЛ. что [3; (2)= 
= В» (2)] = Ез Е» и Е! = [31 (2) = ©], В» = [33 (2) = 0}. 


> ^ 
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- с к И 

Так как произвольный классе множеств Е и база №. находятся во 
внолне правильном отношении, то на основании теоремы о сравнении 
55-операции Фх, с исходной 05-операцией Фу, изложенной в работе ав- 
тора (“) (теорема 2), справедливо следующее утверждение: 

Следствие 5. Каков бы ни был класс множеств =, 

у". (=) > = Уи ое п" 
Фх, (=) с Фм, (=), р. (с Фу (=). 

Следствие 6. Если Е — проективный класс множеств не ниже 

третьего класса или класс СА,-множеств, то 
Фу. (я с=, Ф;., (в) с 
С» С* 

На основании общей теоремы о накрытии множеств [см. (3), теорема 1] 
и следствия 6 леммы 2, справедливо следующее утверждение: 

Следствие 7. Даля всякой последовательности СА,-множеств {Еп} 
таких, что каждая точка множества Ф‚и{Е„} определяется компакт- 

[ 


ми 


ным множеством цепей базы №: (множеством цепей базы №, имею- 
зим компактное замыкание), найдется такая  последовательность 
В.-множеств {Н п}, что Н„ > Е, (п =1,2,3,...) и каждая точка множе- 
ства Фх" {Н»„} определяется множеством цепей базы №, имеющим ком- 
пактное замыкание. 

На основании утверждения П. С. Новикова [см. (19)], в системе аксиом 
теории множеств У! будет непротиворечиво следующее предложение: 

Следствие 8. Начиная с некоторого п, для всякой последователь- 
ности СА„-множеств {Е„} таких, что каждая точка множества Фх {Е} 


определяется компактным множеством цепей базы №, (множеством це- 


пей базы Мо имеющим компактное замыкание), найдется такая после- 


довательность В„-множеств {Ни}, что Н,„ > Е, (п=1, 2,3,...)и каждая 

Уи 

точка множества Ф\"{Н„} определяется множеством цепей базы №, 
С 


имеющим компактное замыкание. 
$ 2. Обозначим через Фы 85-операцию, база которой состоит из всех 


последовательностей 
о 
где 
р, =у(т... пы) (Е ОА 


таких, что 
5... в `В... =0, если а 
Г 


ЛЕММА 3. Операция Фи не мощнее А-операции. 
Доказательство. Пусть 


Е — Фи {Е т. ть) в 
У 
где Ем... пк) ЕН. Покажем, что 
Ес Фр», (3). 
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* 
Образуем систему множеств {Ёу(и,...)} следующим образом. 
Расположим все интервалы Бэра в некоторую последовательность р 


Положим 
Е\т,) = Ех... ), 


У 


где интервал 61 „1: есть и1-Й элемент последовательности р). 


1 Ал Я 
Пусть (1—1) — данное натуральное число. Предположим, что мы уже 


* С 
определили все мпожества Е... ту) ‚г <Е—1, и что 
* 
== © ; 
Е\т....пу) == Е кит... ›), -= 1 И 5 й — 1 < 
® 


Положим 
лы 


= 1 и 
у(пт,- п; —1т,) Е. пь 


о @СТЬ п;-й элемент последовательности о такой, что он не 


ам 


О 
где о 


1 т 
перссекается ни с одним из интервалов {6 и’}, Г =1,2,...,8—1. 
тт 
Покажем, что 


Е = Фм, {Е\ть. ть}. 
У 


Действительно, пусть ЕЁ. Тогда найдется последовательность по- 


парно не пересекающихся интервалов {8 п.м} таких, что ЕЕ и) 
й р 


для любого Г. Так как интервал, „: является некоторым п!-м  эле- 
1.01 
* 
ментом последовательности № ‚ то, в силу определения множеств Ён... п.) › 
Е, Е 
*) = а 1 . 
У ть 
Пусть мы определили, что 


* 
Ед. п’) = Е\ит..пт О а Я К 
т 


Так как интервал 6 не пересекается ни с одним из интервалов 


$ 
а 
© . 
би. } т=1,2,...,:—1, то он является некоторым и;-м элементом 
их 


среди тех интервалов последовательности № ‚ которые не пересекаются 
ни с одним из интервалов {6, „"}, г=1,2,...,Ё—1. В силу опреде- 
т 


ы 
ления множеств Ёу(и,..п,), 
* 
Ри." |) = Руа. м 


Г; результате система интервалов {5; :} определит цепь 
т 


т 
1 1 


* 


Е 


` ее» 


убт 


такую, что 
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т.е 
| хе Фьм, О ПЬ 
Отсюда . 
Е Е Фм, а ТА (9) 
У 


Пусть теперь 
х е Ф», и 


Тогда найдется цепь 
би ЕЛ, 


Е фи * = = * В 
где у; =у(п....п;:), такая, что х С Ема”... пз) для каждого 1. Среди бэров- 
1 


ских интервалов найдется интервал 6, „:, занумерованный в качестве 
т 


п!-го элемента последовательности ро Очевидно, 
* 
Ел... 11) = Ех”). 
Пусть мы определили, что 


7 * . 
Рети) =Е\(м".. м’), = й 2, = т 


< . 
причем интервалы {бт епт } гт=1,2,...,ё— 1, являются попарно не 
2}: 


пересекающимися. Среди бэровских интервалов найдется интервал 5: :, 
т 


«> * 
являющийся п;-м среди тех интервалов последовательности > ‚ которые 
не пересекаются ни с одним из интервалов {= пр 
тт 


Очевидно, 


* 


иё ) = Е”... 


ум... 
1 № 


Е 


В результате цепь 7 определит последовательность попарно не г 


секающихся интервалов {5,: „:} таких, что 
а К; 


Е Е „т му 
но последовательность "= (у(т...п%,),...,У и пк), ...) Е М; следо- 
вательно, 
хеФи{Е. 
Отсюда . 


В силу соотношений (9) и (10) 
Е = Фи, {Е}, 


что и требовалось доказать. 
Пусть М — жесткая база некоторой 85-операции. 
Точка х называется точкой /Л-несчетнозначности последовательности 


множеств {Е„}, если существует несчетное число цепей базы М, в ядра 
которых входит точка х. 
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Через Фь... обозначается д5-операция, которая отбирает точки, вхо- 
дящие в несчетное число ядер 05-операции Фу, т. е. точки, получаемые 


Фхл-операцией и являющиеся точками М№-несчетнозначности. 


ТЕОРЕМА 1. Для любого класса множеств Е имеют место отно- 


зиения: 
в (=) = Фи, (=), Фи (=) с Фи, (8). 


с 


Доказательство. Пусть Я — произвольный класс 
пусть 
Е =Ф,,.{Е‹}, 
с 


множеств И 


* 
= (ту -.- 7 ) . 
где Е. ЕЯ для любого °. Пусть @& — множества, построенные в 


лемме 2. 
Образуем множества 


со 
уе = о 2 П ато р 
татз... т... ПУЛ кн. 1 
/ ’ Й 
Е 
.Е * ие. 
(п... Пк) (т.т, И Пр) 7-1, ) 
где т; =т‚, 1=1, 2, ...,Ё, последовательноети (п1, п.,..., Пк, ...), 
(п, п., ой п,, ...) различны, 
к й 
ЕС АНИ Е — | Е * * » ® ПЕ * * ® * 

(ет) ти от, т <[У(п. +...) ВА )] Ре оу (т --.п),); о д 
Множество Ё”"“"`"1 состоит из всех таких точек х6Ё, для которых 
найдутся последовательность (т. ,...,т,.,...), где т; = ти, &=1,2,...4, 


и две различные последовательности {п}, {п,‚} такие, что 


т Е П а рта. ту 


1 
К, ве 


и 
6 Е а 
м <[у(п/...т/к); в(т. -. т). 
Рассмотрим всевозможные пары различных интервалов би... о би но 
1**- 
одинакового ранга г. = А Е Очевидно, их счетное множество. Тогда 


ПИ 


множество В”" можно записать в виде: 


Е" п =, № — в 


1—1 60...14 т...ту... а. к" 
5 
п... .т ти=туь, К=1,2,...й п.м. . 
пт, п, К=1, 2 1 
Ем, ‚2,..., 
7 * * * * */ * о 
(> т) (м, т, ту) 


5 *“ 
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8 
Положим 


Ето. --тд бы. та (т, ..°т) 


К=1 
ОС 
т* ету К=1,2,...й а 
ео. ров п.п. 
пет, пт К=1,2 1 
к-т, п, =п, ‚ Зжннь 
. Рае -1й *7 */ + * 
(п...) -.-т),) " пут. .ту) 
Очевидно, 
со 
т ` 
ЕТ — № У Ета. ту )(ь. та) 441). (11) 
*—-16и,...п; 
5 ’ / 
оо 
1 О 


"Обо ==. 950 


Ето тб. т), ту) => 
1 
= оо Е р н : 
ее (пл... пк) (ть... ту) (" Пр). ..тх) 
[®.®) 
% (т*..:т”) ны 
У № П [@] С т я (т *' (т т.) 2 
о 1 а й 
т К 1 № 
И, 
1 Е 
где т, = ть, п, =, п, =1П,, Е =Л, 2, ба 
Положим 
* ® */ */ * * 
ео т) ОХ п та т.) ее и ; 
А ‘т, т, (т.т) 
Тогда 
1 Е ЕН РЕЛЕ 
Е. --тч (вы. та (т ...т;) ев П и „т 
К=1 
со ИЕ ИН ВЕННЕЙ 
* * * # %/ *) 
У о П ыы : Г 
* * * * т=Е 
т... ту. п... Пу... 
т" ту, К=1,2,...,Ё пи 


Отобразим гомеоморфно параллелепипед Бэра 


© © 
055 бут, .. т Х 9м....п, хо, , 


1 .. 


в пространство Бэра /. Перенумеровав соответственным образом множе- 
ства 


* * * * */ */ 
... ... п ...® 
а ”') 
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ГА 
пп_...П 
и обозначив их через @ 1? *, получим: 


(т... ПУ )(п,...т4) К чи =—= 


Е 
1 , ; с * * 
= П ыы ( № П в” к 
К -1 пот 
П иь (та...тк) (и .-.п,) Ф (с „ту | 
= №! * 
1 ь 


Следовательно, при # ={ 


(ты...) (пь...71; ) (и ...т,) 


Е = Фы, (=). (12) 
Если Г>Ь, то 
ри ) (...14) (п.п) ыы у рт (п... ..-14 (и .. п.п) 
ёпт... ту 
6, й 
а" 


Ю 


Где д....п, © би...» О эк Так как таких пар интервалов 
1 


счетное число, то, в силу соотношения (12), получим при # >> 


(ту... т;) (па... 14) (". ка 


Е "РЕФ... (2). (13) 


Пусть теперь {< Е. Тогда 


(та... т) (п... Пу) (". са п,) 


Е 
и о ре т{) (па... 14) (п + п) 


8 


, 
Пи... ТЕ т; 


АО бам О т. В силу формулы (16), при {< получим: 


(ты... пу) (ты... та) (п... п) 2% 
Е ь ЧЕ Фи, (=). (14) 
В силу соотношений (11) — (14), 
р > т [2 ии (=). (15) 
Положим 
РТО аа ОЕ, 
и пусть 


Е: = Фм{Е**}. 
ы 


Покажем, что 
Е (==. Фу»+ +. Е о}. {16) 
с 


=> “ 
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Действительно, пусть 
Фе. 


Тогда найдется счетная система попарно не пересекающихся интервалов 

х ти... тЁ 

6... „.} таких, что ЕЕ !’ @ для любого #. Для каждого # найдутся 
н 


а: и - : 
последовательность (тт*, т.т, ..., тт", ив т, =т,, г=1,2,..., В, и две 
различные последовательности (п, Печ: Мн), (п, па, .... Пи, -..) такие, 
что 


— П Ей. т); (т... т”) ? 
ЕЕ 1 К 1 1 
(47) 
ТЕ П Рощин... пи; ртй4... т. 


®;: 


Последовательностям (те, т", а (п, пе, а (пт, п, ...) отвечают соот- 
ветственно цепи базы №’: 


9: = (р (т:1), в (т т”), ..., в(т"... ти), ...), 

& = (у(т1), (пт), ..., у(... т), ...), 

# = ((п/), (п т/),..., у(пЯ... п),...) 
=) 


Так как хЕеЕ,, то хЕЁЕ. 
Пусть цепь ЧЕМ. такова, что 


хе П Иа (18) 


сет 
Цепь т есть совокупность всех элементов теоретико-множественной 
суммы 
У я абы Хх, 
66№ р.;60, уке/ (0) 


в силу чего формула (18) может быть записана в виде: 


26 |] Е». (19) 
сЕХ 
Пусть (1, о, ..., Як, ...) — последовательность, образованная из чисел 


О и 1. Образуем цепь 3” 6 № следующим образом. Положим ее равной 
совокупности всех элементов теоретико-множественной суммы 


И! = о № в (Ук, в) 


9Е№—{04 }, #=1,2,3,... ру 60, УкЕ/ (6) 


+» № с6 №. 


$=1 в, Е 6; 


’ 4 
Ук 8; 
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Обозначим 


>. У» о(ьвмеЕХ, 


вЕ№’—{04}, #=1,2,... в;60, ук@/и (6) 


и, а 


$=1 ›, : й 9 
в. 20+, уе 8; 


Ясно, что УЕХ. Так как д Е п Ес, то 
сх 


26 Е.. (20) 


сЕУ 


Множество { состоит из таких элементов с (у,, в), которые являются 
ир (ексами сомножителей произведений соотношения (17) при любом {. 
Эхо значит, что 


Е П Я с- (21) 


667 


Так как И’ =У- О, то, в силу формул (20) и (21), 


ге Де. = [|] Е.. 


св" сет* 


Пусть {х,} есть последовательность чисел 0 и 1, отличная от после- 
довательности {к}, и пусть цепь *” равна совокупности всех элементов 
теоретико-множественной суммы 


^ Х съ в- 


0Е№—{05}, #=1,2,3,... №;60, укб. (0) 


ео 
<) т / 
-- м № с (»› в.). 
1—1 $ Г «. 
в, 66, У, 6Е, 


В силу предыдущих рассуждений получим, что 


з@Ес 


сбт*’ 


Покажем, что цепи "°и 1"’ различны. 


Действительно, пусть ох =, для & < т, “„-,, например, в„=0, 
’ 


рока о о & 2 
„= 1. Тогда $” = т, &" = и, причем ИХ 
* 
Так как в цепи 7’ цепь 0» комбинируется с цепью &, а в цепи 1” 
цепь @„ комбинируется с цепью &„, то цепи \" и 3” различны. 
Таким образом, всякой бесконечной последовательности чисел {ок}, 


образованной из чисел 0 и 1, соответствует цепь "Ем, та- 
кая, что 


= “ 
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причем различным последовательностям {а;} соответствуют различные 
цепи 7”. Отсюда следует, что 


= хе о 


Следовательно, 
т [55 а {Ез}. 


В силу соотношения (15) и леммы 3, 


Е, 6Ф,, (=). (22) 
с 
Образуем систему множеств 
к 


<[у(ти... пк); в(ти... т; )] — П Езу(т.... 14); (ти... 4 )]* 
1=1 


Е 


Тогда 


а пк); (пи... т; )] |2 о Пк—1), в(ти... т; )]* 


Расположим все интервалы Бэра в некоторую последовательность У 
Положим 


® 


быть... т) = Рори... пе, ть ть › 


где интервал 6, „* есть п!-й элемент последовательности а 
ть 
Пусть $ — данное натуральное число. Предположим, что мы уже опре- 


делили все множества 


Фи... при, ть) для РТ. ...) & = 25, 
и что 


(м... п;)(т:... тр) — Езжу... Р.); В (пы... Ту )] 


для любого интервала б,... т} Определим для произвольного интервала 
и пт: множество 


бе... пу... по5(ти... ту) — Рощи... путь. т 1? 


где интервал б „„ есть П.з:-й элемент последовательности > вида 
т 
р ах? И 


= Й 


+ 


О . Тб. Позтов 1) (Ми... тр) т 


оу (ит пу); ти... т 


- я 

где интервал в те есть Пьз--И элемент последовательности — вида 
+2 
Оно оное 1; такои, что 


& © ве 0 
Ор раз. - ЧА ОР... Юта 


Из определения множеств бб... п) ти... „") следует, что, каковы бы 
ни были натуральное число $ и множества 


* 


Оби... поз)(ть... т) == Е... п,,); в (ти... т,)]› 
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<[(п .. И и(т”... т.) 


= Е 


бт павтов { 1... ту, 


интервалы 6, „И б, ‚ не пересекаются, т. е. 
с. Пу» т, 


Образуем множество 


Е» == а м ео тр) (та... ту’ 


Пи... т}... Та... Пк... К 


где @”"`'" — множества, построенные в лемме 2. Покажем, что 


11 (2 а {Ез}. (23) 
Действительно, пусть 
ЕЕ... 
Тогда найдутся последовательности (ти, ть, ..., ть, ...), (пл, Пь, ...» Пи» 58) 
такие, что 
(т... пц) 
2] © бы... пр) (ты... тр)» (24) 
х, | 
где 
Об... пы) (ть... тр = Е ый... пу), (ть... тор #=1,2,3,... (25) 
Пусть о, &»,..., &,... — последовательность, образованная из чисел 0 
и 1. Положим 
о (26) 
Из формулы (26) следует, что 
Вы = ЗА + а, й=1,2,3,..., (22) 


и из определения множеств вы... пут... тр) ое. 
дует, что 


- Поз Поз 1) (Ты... т) сле- 


Система интервалов {8 х, в} (й=1,2,3,...) определит единственную 
ет ... и 
точку бэровского пространства 


со 
* * ® 
= (9%, Пя Мань) = | к. 
СЕ Тел 


В силу соотношений (24) и (25), 


ти... п = 
хе в Ван 
` 1 


ие 
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з 
а в силу построения множеств Есрьци,... т; бы... 0 


(та... т ) 
хе в . Ром... и"); (пи... тр] Ед. (28) 
Пусть цепь ч@ М. такова, что 
6 Е.. (29) 
ст 


Положим 
8 = (в (т.), ..., в (т. ... ти От УИ 


Образуем цепь 7)” 6 № следующим образом-Ноложим ее равной совокуп- 
ности всех элементов теоретико-множественной суммы 


р № 3 (\%, в) + я в (*,› в). 


9Е№—0* в; 660, ур, (60) 66”, у, 6Е* 
В силу рассуждений, аналогичных проведенным выше, 
#6 | Е.. 
обт® 


Пусть {,} есть последовательность чисе:, из 0 и 1, отличная от по- 
следовательности {0%}. Покажем, что п = т’. 
> ’ й 2 
Действительно, пусть ах =, при й < т, я +, например, аш = 0 


о, =1. Положив А, ый" = Е. ия -... 2%, _ Е <, ‚ будем иметь: 
т = т = 25, Ё = 211 -Н 1 = 25 |1. 


В силу определения множеств Фии.... поз) (ть... тр)» Об... позпоза) (ти... тд И В 
силу соотношения (25), 


5 .5 о 
128... 128 28-1... п28-1 , 
1 725 1 Тоз-- 
7’ 
но т68,% 12, Гб жа паза ‹ Следовательно, 
1 725 ат Тоз-1 1 
*/ */ р. » * 
к’ = (п*',... Пу, -..) Е п = (п,,...) Пр, о 
Положим 
э *’ */ %* 
6” = (*(п,)), ..., У и.) 


Образуем цепь 7’ 6 №, положив ее равной совокупности всех элементов 
теоретико-множественной суммы 


о ин Он, 


9Е№!—0* в; 69, УкЕ/ и (0) р, 60”, и 


Очевидно, 


а8(е П Ес, 


обт*’ 


=/ 
и так как цепи Е, & различны, то цепи 9’, Ч” различны. 
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Таким образом, всякой бесконечной последовательности чисел {к}, 


образованной из чисел 0 и 1, соответствует цепь тем: такая, что 


Е, 


сет 


причем различным последовательностям {к} соответствуют различные: 


цепи 9; следовательно, 26 Фу... {Е}. Отсюда Е; с: Фк»»** {Ез}. 
с с 


Покажем, что 


Е. с Фу’, (5). 


йе 


Действительно, образуем систему множеств 


я Че пр) (т, ть) Па, пк) (тут, 


Т=1 


и пусть 


т Иьть = феть Фо 
Ир 1. Тр 


Тогда 


со 


= \ УХ Песетоветь. 


ТТ... Ту Пи...Пк-.- К =1 


Отобразив двумерное пространство Бэра /Л;., гомеоморфно в одномерное: 
/, перенумеровав соответственным образом множества ©т--тк) быть) и 


обозначив их через @("-"%), получим: 
ты о 
Е == > П Фет) — Фк, {Фет}. 
т К=1 в 


Отсюда 
Е, Фь (Ф, (Е) =Ф)\» (). 


Покажем, что 


Фи... Ее} — 19 + И. 


с 
Действительно, 


Е, + В: С Ф,,.... {Е} 


(31) 


С другой стороны, если тЕФ,»... {Е‹}, то найдется несчетное множест- 
с 


’ ю п 
во {1} различных цепей *’ 6 №: таких, что 


26 Е.. 


сет’ 


В силу этого могут представиться два случая: 


а) либо найдутся хоть одна цепь ОЕ М№’ и несчетное множество {5% 


5 в : 
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различных цепей из базы Л’ таких, что в каждой из цепей ’ системы 
/ Со .. 
{7} цепь 0 комбинируется с одной из цепей множества {=}, и тогда 


4 ей. 


6) либо найдется не менее чем счетная система {0:} попарно различ- 
ных цепей базы Л’ и для каждого {— по крайней мере две различные 


цепи &, & базы №’ такие, что, какова бы ни была счетная система 
и цепей базы №’, где при любом # & совпадает либо с , либо с 
&, найдется цепь 1’© {7} такая, что в ней цепь 0; комбинируется 
с цепью & для # = 1, 2, 3,.... Так как цепи {0;} попарно различны, 
то найдутся счетная система попарно не пересекающихся интервалов 


{8 к я } и такая подпоследовательность {0}, что для любого А цепь 
1 | . 


‘к их и. . Так как с цепью 8: комбинируется не менее двух цепей 
К 


К 


г тк т 
Ст 
ЗЕЕ. 


К 
ЕЕ 
т = 
где множество Е к состоит из всех таких точек хЕЁ, для кото- 
О. * * * * Е 
рых найдутся последовательность (т, т.,...,ть...), где т: = пи, 
=1,2,...,(, и две различные последовательности {п:}, {п;} такие, 
что 


ЗЕ П Ез\(п)-..тр); вт" .т,)}, 
К, 1 


и П Есг\ (п т): втт- т )}, 
ЖЕ 
Отсюда 


О 


Никакая другая комбинация не приведет к несчетному множеству цепей 


{7}. 
Следовательно, 
Фу»... (Ез} © Е, + Е». (32) 
с 
В силу соотношений (31) и (32), 
Фу... С = 7 - Ио, (33) 
[4 
а в силу соотношений (22), (30), (33), 
о (=) СЕ а (=). (34) 


Множество 
Фи Ес} — о В “ Фи", Во}. 


Отсюда, в силу формулы (34) и леммы 2, 
ее (#) = и (=), 


что и требовалось доказать. 
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— 


Следствие 1. Если Я — проективный класс множеств не ниже 
третьего или класс С А-множеств, то 


Ф‚-.. (В) СВ, Финн и(Е) СЕ. 
с с 
На основании общей теоремы о накрытии множеств [см. (3), теоре- 
ма 1] и следствия 1 теоремы 1 справедливо следующее утверждение: 
Следствие 2. Для всякой последовательности СА,-множеств {Е} 
таких, что каждая точка множества Фо. {Е „} является точкой не 0о- 
[9 


лее чем М№‹-счетнозначности последовательности множеств {ЁЕ„}, най- 

дется такая последовательность Въ-множеств {Н„}, что НЕ, 

(п =1, 2, 3,...) и каждая точка множества Ф {Н»„} является точкой 
с 


п 
не более чем М.-счетнозначности последовательности множеств {Н»}. 
В силу утверждения П. С. Новикова [см. (15)], в системе аксиом 
теории множеств > непротиворечиво следующее предложение: 


Следствие 3. Начиная с некоторого п, для всякой последователь- 
ности СА„-множеств {Е} таких, что каждая точка множества 
Фи {Ез} является точкой не более чем М№-счетнозначности последова- 

[> 


тельности множеств {Е„}, найдется такая последовательность В»- 
множеств {Ни}, что Н.Е, (п=1, 2, $,...) и каждая точка мно- 


исества ХФ {Н„} является точкой не более чем №.- счетнозначности 
с 


последовательности множеств {Ни}. 
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